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ABSTRACT

In this paper a review of the multiplicative model and
its associated distributions is made for SAR image
analysis. The class of G distributions is introduced
for the return, using the Generalized Inverse Gaus-
sian distribution for the intensity backscatter. Sev-
eral particular cases of special interest are derived,
such as K and G° distributions. Relationships among
these and other distributions are presented, along
with estimators for their parameters. Applications
to the assessment of target homogeneity through pa-
rameter estimation are shown.

Keywords: multiplicative model; SAR; statistical
modelling.

1. INTRODUCCION

Es bien sabido que la gran mayoria de los datos prove-
nientes de imagenes de radar de apertura sintética
(Synthetic Aperture Radar - SAR) no obedece la dis-
tribucién Gaussiana. Esto se debe a que la ilumi-
nacién que se utiliza para formar tales imagenes es
del tipo coherente, en el que aparecen fenémenos de

interferencia constructiva y destructiva de la sefial
devuelta al sensor [Goodman 1982; Tur et al. 1982].

El modelo multiplicativo para la sefial de retorno ha
probado ser muy exitoso para datos SAR. De él de-

vienen, entre otras, las distribuciones Rayleigh, Raiz
de Gamma, Exponencial, Gamma, y la clase de las
distribuciones K. Estas distribuciones han recibido
mucha atencién en la literatura especializada (ver,
por ejemplo, [Lee et al. 1994; Oliver 1991]). Recien-
temente fue propuesta una extensién para las dis-
tribuciones asociadas al modelo multiplicativo, que
lleva a la clase de distribuciones G y a la subclase
de distribuciones G°, iitiles para el modelado de una
gran variedad de blancos:

En este trabajo presentamos las distribuciones que
devienen del modelo multiplicativo para los tres prin-
cipales formatos de imigenes SAR multilook: com-
plejo, intensidad (deteccién cuadritica) y amplitud
(deteccién lineal). Se hace énfasis en las relaciones
que vinculan estas distribuciones entre si, lo que posi-
bilita analizar la rugosidad de muestras através de la
estimacién de parametros.

La importancia de caracterizar estadisticamente una
muestra, sca dentro o fuera del modelo multiplicativo,
no se reduce a la posibilidad de clasificarla. Tal carac-
terizacién también puede redundar en la propuesta de
técnicas novedosas (y mcjores) para la reduccién del
ruido speckle, para la deteccién de alteraciones tem-

porales, y para la extraccién de pardmetros biofisicos
de datos SAR.

Conjeturada una distribucién para una coleccién de
datos, la estimacién de pardmetros es el paso que
permite tanto verificar la hipétesis de trabajo como
cuantificar la heterogeneidad del drea observada. En
este trabajo damos estimadores para los pardmetros
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de las distribuciones que mds aparecen en la practica.

2. MODELO MULTIPLICATIVO Y RUIDO
SPECKLE

El modelo multiplicativo es una de las herramien-
tas més frecuentemente usadas en el modelado es-
tadistico de datos obtenidos con radiacién coherente,
tal como es el caso de imdgenes SAR. Este modelo
supone que el valor observado en cada coordenada
de la imagen es el resultado de observar la variable
aleatoria Z que, a su vez, es el producto de otras dos
variables aleatorias independientes, X e Y. La varia-
ble aleatoria X modela el backscatter del terreno (can-
tidad vinculada a la constante dieléctrica del mismo,
que relaciona el pulso de energia incidente con la
sefial devuelta al sensor), mientras que la variable
aleatoria Y modela el ruido speckle. caracteristico de
estas imdgenes. Asi siendo, el retorno es dado por
observaciones de la variable aleatoria Z = X - Y. En
este trabajo los vectores serdn denotados en negrito,
las variables aleatorias en mayusculas y sus eventos
en minusculas.

Pueden hacerse varias hipétesis para las distribu-
ciones de X y de Y, y dependiendo de éstas serd
mas o menos tratable y mas o menos adecuada la
distribuciéon de Z para los datos que estan siendo ana-
lizados. También puede suponerse una estructura de
correlacién espacial para el proceso (X;)ses, donde S
denota el conjunto de coordenadas sobre el que estd
definida la imagen (el soporte de la imagen). Aunque
ésta es un area de investigacién importante, en este
trabajo no abordaremos el modelado de la correlacién
espacial de los datos (es comiin suponer que el speckle
puede ser considerado como formado por variables
aleatorias independientes ente si e independientes del
backscatter).

La literatura ofrece una gran variedad de trabajos
sobre las propiedades estadisticas del ruido speckle
[Frery et al. 1996; Frery et al. 1995a; Frery et al.
1995b; Goodman 1982}. Se suele suponer que este
ruido, en formato complejo (estamos tratando sefiales
electromagnéticas, por naturaleza caracterizadas por
dos componentes: una eléctrica y una magnética),
tiene distribucién normal bivariada de componentes
independientes e idénticamente distribuidas de va-
rianza 1/2. Denotaremos en este trabajo esta situa-
cién como Yo = (Yg,Ys) ~ N2(0,1/2). Para evi-
tar confusiones utilizaremos los subindices “C”, “I”
y “A” para los formatos complejo, de intensidad y de
amplitud respectivamente.

El speckle multilook de intensidad aparece tomando la
media de n observaciones independientes del médulo
cuadrado del speckle complejo Y. Asi siendo, la va-
riable aleatoria resultante Y; = n™! %::;1 1Y c())?
tendrd distribucién Gamma con densidad

n" _
frily) = ﬁn—)y" Yexp(—ny), y,n >0,

denotada aqui Y7 ~ I'(n,n). Un caso particular de
interés es cuando n = 1, para el cual Y; tiene dis-
tribucién exponencial de media unitaria.

El speckle multilook de amplitud aparece tomando la

raiz cuadrada del respectivo speckle multilook de in-
tensidad, esto es Y4 = ,1/ 2 La distribucién re-

sultante, denotada Y4 ~ I''/2(n,n), se conoce como
“rafz cuadrada de Gamma” y es caracterizada por la
densidad
fra®) = 22yt exp(-ny?), yn>0. (1)
A F(n) , b M

Para caracterizar esta manera de generar imégenes
multilook podriamos utilizar la siguiente forma

1 n
E Zziy (2)

i=1

ZA=Z}/2=

donde Z; es el retorno de intensidad de un look.

Este modelo de generacién de datos multilook de am-
plitud no es el tdnico posible. Algunas imdgenes de
amplitud son formadas tomando el promedio de n
datos de amplitud de un look cada uno [Grover and
Quegan 1993]. Usando una representacion aniloga a
la utilizada en la ecuaci’on (2) tenemos que, segin

este método,
1 n
Za==) VZ, (3)
i=1

donde Z; es el retorno de intensidad de un look, pero
este modelo presenta un problema tedrico.

La raiz cuadrada de una variable aleatoria con
distribucién exponencial obedece una ley Rayleigh.
Para esta distribucién sélo se conoce una expresién
cerrada para la densidad de convoluciones cuando
n = 2 [Yanasse et al. 1995]. Adun en el caso n > 3,
la distribucién dada por la densidad (1) puede usar-
se como una buena aproximacién para la densidad
de la variable aleatoria definida en la ecuacién (3),
resolviendo parcialmente asi este problema.

Aunque el nimero de looks n deberia, en principio,
ser un entero raramente se observa ésto al estimar
esta cantidad a partir de datos reales. Una de las
razones para ello es que los datos que se promedian
para formar la imagen multilook no son independien-
tes debido, entre otros factores, a las caracteristicas
no ideales del sensor. En [Vieira 1996; Yanasse et al.
1993] se muestra como estimar n, llamado de ahora
en méas “nimero equivalente de looks”, a partir de
imagenes SAR reales.

Es importante destacar que la manera presentada
para obtener el modelo multiplicativo no es la tnica
posible. Otro abordaje consiste en construir la varia-
ble aleatoria del retorno en amplitud Z4 através de
un paseo aleatorio multidimensional, observando la
distancia del proceso al origen cuando el nimero de



pasos crece indefinidamente. Esta derivacién se basa
en el modelado del nimero medio de reflectores ele-
mentales que constituyen cada célula de resolucién.

3. BACKSCATTER DE AMPLITUD

En la literatura se encuentran dos modelos para
el backscatter de amplitud: una constante, asociada
a areas homogéneas y que lleva a un retorno dis-
tribuido segin una ley raiz cuadrada de Gamma, y
una distribucién raiz de Gamma, asociada a &reas
heterogéneas y que lleva a un modelo KX 4 para el re-
torno. En varios trabajos [Lopes et al. 1990; Ulaby
et al. 1986] se verificé que la heterogeneidad expre-
sable por este iltimo modelo no es suficiente para
algunas dreas y sensores, llevando a la necesidad de
extenderlo.

El modelo multiplicativo més general que los au-
tores conocen es el que se obtiene al utilizar la dis-
tribucién raiz de Gaussiana inversa generalizada para
el backscatter de amplitud (propuesta en [Frery et al.
1996]). Se dice que la variable aleatoria X4 obedece
la distribucién raiz de Gaussiana inversa generalizada
con parametros a, v y A si su densidad es dada por

('\/’Y)m/2 p2a-1,
Ka (2v27)

- exp (—-% - /\:1:2) , >0, (4)

fXA (2:)

donde K, denota la funcién de Bessel modificada de
tercer tipo y orden «. El espacio de variacién de los
parametros es el conjunto definido por

>0, A>0 si a<0,
>0, A>0 si a=0, (5)
v>20, A>0 si a>0.

Esta situacién serd denotada X4 ~ N~1/2(a,, ).
Los momentos de orden r de esta variable aleatoria

son dados por
r/4 Ka+r/2 (2V 7);)

Kq (2v73)

Si X4 ~ N~1/2(a,v,)) entonces se dice que X; =
X2 sigue una distribucién Gaussiana inversa ge-
neralizada. Varias propiedades y aplicaciones de
esta ultima pueden verse en ][Barndorff-Nielsen and
Blesild 1981; Jgrgensen 1982

== 3)

Algunas de las ventajas de usar para X4 la dis-
tribucién caracterizada por la densidad dada en (4)
son las siguientes:

o la densidad que caracteriza la distribucién resul-

tante de multiplicar X4 por una variable con -

distribucién T''/2(n,n) (que, como ya vimos, es
un modelo interesante para el speckle multilook de
amplitud) puede obtenerse analiticamente;

65

o la distribucién raiz cuadrada de Gaussiana in-
versa generalizada se reduce a los siguientes casos
particulares

— a una distribucién raiz cuadrada de Gam-
ma, llevando a un retorno con distribucién
Ka;

— a la distribucién de la reciproca de una va-
riable aleatoria distribuida como una raiz
cuadrada de Gamma, llevando a un retorno
con distribucién G4, cuya definicién e im-
portancia serdn vistas en las préximas sec-
ciones;

— a una constante, que redunda en speckle
puro, esto es, a retorno distribuido segin
una raiz cuadrada de Gamma.

Estas relaciones y casos particulares se resumen en

la Figura 1, donde «Dyn y «Prn denotan conver-
gencia en distribucién y en probabilidad, respectiva-
mente. Es importante notar que estas propiedades
permiten, por lo menos en tesis, realizar el modelado
del backscatter de cualquier tipo de area (suponiendo
datos de amplitud bajo el modelo multiplicativo) con
la distribucién A ~1/2 (a,~,\), escogiendo convenien-
temente sus pardmetros

La distribucién I'~1/2 est4 asociada al backscatter de
dreas extremamente heterogéneas dado que las mo-
delan muy exitosamente [Frery et al. 1996]). De he-
cho, fue la bisqueda de modelos para dreas urbanas,
dentro del referencial multiplicativo, que llevé a pro-
poner el uso de la distribucién A'~1/2, y como caso
particular de la I'"1/2, para el backscatter de este tipo
de éreas.

4. RETORNO DE AMPLITUD

Puede probarse [Frery et al. 1996] que si X4 ~
N-=12(a,v,\) y si Y4 ~''/2(n,n) son independien-
tes, entonces Z4 = X 4 - Y4 obedece una distribucién
denominada G-Amplitud con pardmetros a,v, A, n,
denotada por Ga(a,~, A,n), cuya densidad es dada
por:

a—n

2n™ (VN2 ani (7 + nzz) T
I'(n)Ka (2v27) A

Kon (2\/,\ (y + nmz)) , z€RR, (6)

y con el espacio de pardmetros dado en (5).

fz()

Sus momentos de orden r son dados por:

/4 Ka+r/2 (2\/%) F(n + 1"/2)
Ko (2V/4N)T(n)

520 = (325)
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Figura I: Resumen de las relaciones entre las distribuciones para el backscatter en formato de amplitud asociadas

al modelo multiplicativo.

Tal como anteriormente mencionado, la distribucién
G4 posee como casos especiales las seguintes distri-
buciones:

1. la distribucién K4(a, A,n), cuando v — 0 con
a, A > 0, cuya densidad es dada por:

_ 4z (atn)/2-1
fz(-’v)—ﬁ;)'ﬂn—)()‘ ?)

Kan (22V30), 0, A2 > 05 (7)

2. la distribucién G%(a,v,n), cuando A — 0 com
—a,v > 0, cuya dAensidad es dada por:
2n"I'(n — o)y~ %z?*?
I(n)L(-a)(y + nz?)n-e’
—a,v,n,z > 0. (8)

fz,(z) =

2

3. la distribucién I''/2, que tanto puede venir de (7
cuando a, A — oo, con a/X — (1, como de (8
cuando —a,y — o0, con —a/y — f2.

)

Estas relaciones estin resumidas en la Figura 2,

D P . .
donde “—” y “—5” denotan convergencia en dis-

tribucién y en probabilidad, respectivamente. Es im-
portante notar que estas propiedades permiten, por
lo menos en tesis, reducir qualquier estimacién de
pardmetros (suponiendo datos de amplitud bajo el
modelo multiplicativo) a la estimacién de a, v y
A (supodremos n conocido o previamente estimado)
para la distribucién G4. Realizada esta estimacién,
el drea bajo estudio es clasificada segin los valores
observados. Las funciones de distribucién acumu-
ladas de las distribuciones K4 y G4 pueden consul-
tarse en [Frery et al. 1996; Yanasse et al. 1995]. En
esta ultima referencia se discuten con detalle los pro-

blemas numéricos asociados al uso de la distribucién
Ka.

La distribucién G% estd asociada a 4reas extrema-
z A .

mente heterogéneas por los mismos argumentos ex-

puestos al final de la seccién 3.

En particular, dado que en [Frery et al. 1996] se
verificé que es suficiente utilizar los modelos K y G°,
basta observar el valor estimado del parametro a para
tener una idea de la homogeneidad del area bajo es-
tudio: valores estimados “cercanos” a cero indican
un area heterogénea, mientras que valores absolutos
“grandes” indican un drea homogénea. Mas adelante
seran vistos algunos de estos valores estimados con
datos reales.

En la Fig. 3 se muestran algunas densidades G9 de
un look, con media unitaria. La distribucién I''/2 se
muestra como caso limite de la G%, segin se ve en
las propiedades mostradas en la P“‘ig. 2. El uso de
escala doblemente logaritmica para la comparacién
de densidades puede verse en [Barndorff-Nielsen and
Blasild 1981]. De estas figuras puede verse que a
medida que a — 0 las modas se acercan al origen y,
simultdneamente, el decrecimiento asintético de las
densidades se vuelve mas lento. Las consecuencias
de este comportamiento quedan en evidencia al veri-
ficar que sélo se tienen momentos de orden r para la
distribucién G9 sir < —2a.

La fuerte influencia que el nimero equivalente de
looks tiene en esta distribucién se ilustra en la
Fig. 4, donde se dibujaron varias densidades de la
distribucién G4 de media unitaria con @ = ~1 y var-
ios valores de n. De esta figura queda en evidencia
que cuanto mayor n mas simétrica es esta densidad,
pareciéndose cada vez més a una normal. Asi siendo,
se verifica que cuanto menor n més critico es el desvio
de la hipétesis Gaussiana.

Las distribuciones en formato de intensidad, tanto
para el backscatter como para el retorno, surgen
facilmente de aplicar la transformacién de densidades

dada por fx,(z) = fx,(vz)/(2V/7) a las respectivas
densidades en formato de amplitud.
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Figura 2: Resumen de las relaciones entre las distribuciones asociadas al modelo multiplicativo para datos en

formato de amplitud.

Figura 3 Densidades, en escalas lineal y doble-
logaritmica, de las distribuciones G%(-1,4/7%,1)
(linea continua), G9(-2,1.621,1) (guiones largos),
GY(-20,24.512,1) (guiones) y I''/?(1,7/4) (guién-
punto-punto-punto).

5. FORMATO COMPLEJO

Aunque en la mayoria de las aplicaciones de imagenes
de radar a percepcién remota raramente se utilizan
datos en este formato, tales imagenes tienen interés
practico pues, entre otras cosas, permiten verificar
el funcionamiento del sistema sensor [Yanasse 1991].
Asi siendo, a seguir se presentan las densidades que
caracterizan las distribuciones asociadas al retorno
complejo resultantes de los backscatters caracterizados
en la Figura 1.

Las distribuciones denotadas Gc, G y K¢ en la
Figura 5 estdn caracterizadas, respectivamente, por
las siguientes densidades:

_ 1 Yl (7+-’c2)‘:’i,
fz,(z) = K. (2\/X’;) = B\

Figura 4: Densidades, en escalas lineal y doble-
logaritmica, de las distribuciones G9(—1,4/72,1)
(linea continua), G9%(~1,0.360,2) (guiones largos)
and G9(—1,0.328, 8) (guiones).

Koy (2VAG+),
r(1/2 - a)
fz,(z) JrroT(=a)

2 a+1/2
fr.(@) = m\/’\——;—w—%xa_% (21IVA),

(a® + 7)1,

donde z € R y los pardmetros a, v y A pertenecen al
conjunto especificado en (5). Estas distribuciones son
las marginales de los datos en formato complejo, y Z,
denota tanto la componente real como la imaginaria.

La distribucién G estd asociada a 4reas extrema-
mente heterogéneas por los mismos argumentos ex-
puestos al final de la seccién 3.



68

D
a,-,\_—;)oo N(O, ﬁl /2) 5

afA—p)

Va Heterogéneo

740
a,A>0

Homogéneo

D
Situacién General Y, Extremamente heterogéneo

Alo
—a,7>0

2 [N0.1/26)]

—a/y=82

Figura 5. Resumen de las relaciones entre las distribuciones asociadas al modelo multiplicativo para datos en

formato de complejo.

6. ESTIMACION PARA EL FORMATO DE
AMPLITUD

El problema de estimacién de los pardmetros de las
distribuciones asociadas al modelo multiplicativo no
est4 ni satisfactoria ni totalmente resuelto en la lite-
ratura. Los problemas encontrados son varios, siendo
uno de los principales la notable dificultad [Joughin
et al. 1993]p(o, en la mayoria de los casos, imposi-
bilidad) de encontrarse formas computacionalmente
tratables para los estimadores de maxima verosimili-
tud.

Por estos motivos suele usarse el método de los mo-
mentos como alternativa para estimacién de parame-
tros. Queda por resolver el problema de cuiles mo-
mentos involucrar en la estimacidn, pero éste es otro
de los muchos problemas en abierto.

Suponiendo conocido el nimero equivalente de looks
n, algunos estimadores para los pardmetros de las
distribuciones I''/2(n,n/B), Ka(e, A\, n) y G4 (a,v,n)
basados en este método son, respectivamente, las
soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

B = my;

[(n)I(n+1/2)T (@)l (a+1/2) /,’n:, =0

(P(n+1/4)T (a+1/4))” m1y2

3= (rn+1 2)T (a+1/2 )2_1_

- I'(n)I'(a)m, n
r2(—a—1/4)2(n+1/4) _ maye =0

F(-a-1/2)T(n+1/2)I(-a)l(n) my

—_—— ~ 2
o mil(—a)l'(n)
r=n (I‘(—a—l /2)I‘(n+1/2)) ’

donde n; denota el momento muestral de orden j

dado por m; =3 ;- 2].

7. APLICACION A UNA IMAGEN REAL

El ejemplo de aplicacién que se verd a seguir fue
mostrado en [Frery et al. 1996]. Los datos provienen
del sensor JERS-1, y corresponden a una region del
Amazonas brasilefio conocido como Reserva Florestal
de Tapajos, estado de Para. En la Fig. 6 se observan
tres clases vegetales: selva virgen con relieve ondu-
lado, selva virgen con relieve plano y uan regién que
sufrié desflorestamiento.

A cada uno de esos conjuntos de datos se le estimé
los pardmetros de las distribuciones /2, K4 y G%
ademas del coeficiente de variacién. Los valores esti-
mados se muestran en la Tabla 1. La dltima columna
de esta tabla muestra los p-valores resultantes de
aplicar el test x? a los tres ajustes mencionados.

De la Table 1 y de los ajustes mostrados en la
Fig. 7 puede concluirse que el pardmetro a de la dis-
tribucién G4 estd fuertemente relacionado al grado
de homogeneidad de los datos, y que es menor para
areas mas homogéneas. El parametro alpha de la dis-
tribucién K4 también mide la homogeneidad de las
dreas, siendo mayor para aquéllas mas homogéneas.
Como previsto por el modelo, la distribucién I''/2
s6lo.se ajusta bien a datos de alta heterogeneidad.

El ajuste por la distribucién GY siempre es posible,
mientras que no ocurre lo mismo con la distribucién
Ka. Esta adaptabilidad (atin méas notable en el
andlisis de dreas urbanas presentado en [Frery et al.
1996]), sumada a las ventajas analiticas de la primera
distribucién en relacién a la segunda, hacen que la
distribucién GY sea una seria candidata a reemplazar
a la distribucion K4 en varias aplicaciones.

8. EXTENSIONES

Se desconocen técnicas de estimacién computacional-
mente viables para los pardmetros a,~, A de la dis-
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Tabla 1: Pardmetros estimados en las regiones vegetales de Tapajds

~

Area cv B @,

~ ~ Dy2
(@,9) /2 )CXA g

Relieve ondulado || 0.463 | 1361240

Deflorestamiento || 0.318

(2254, 1877-10-)
Relieve plano || 0.335 | 1303020 | (13.652, 1.048 - 10~9)
684111 | (21.157,3.083-10°) | (—21.657,14180400) | 0.69 | 0.84 | 0.48

(—3.040, 2819050) 0.00 0.01 | 0.04
(—14.290,17314500) | 5-10=* | 0.78 | 0.81

tribuciones G, ni se dispone de ningin resultado que
permita llegar a estas distribuciones para el retorno
através de los paseos aleatorios mencionados al final
de la seccién 2. de este trabajo. Las propiedades de
varias alternativas de estimacién de los pardmetros
de las distribuciones K4, G4 y G? estdn siendo es-
tudiadas. Los autores no conocen ningiin trabajo
que aborde las distribuciones ¢ multidimensionales
ni tampoco variables aleatorias correlacionadas con
estas distribuciones.
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Figura 7. Ajustes por tres densidades a los datos de
las dreas vegetales: I''/2 (guiones), K4 (guiones lar-
gos) and G (linea continua).

Figura 6: Areas vegetales de selva con relieve ondu-
lado, selva con relieve plano y regién desflorestada.
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