Capitulo 7

Topologia Digital

A Topologia Digitalestuda a aplicacéo das no¢des definidas em Topologia sobre imagens binarias. Nes
capitulo vamos introduzir algumas nocdes basicas de Topologia Digital, tais como conexidade, burac
pontos isolados, bordas, arvores de adjacéncia, homotopia, etc.

Existem varias formas de apresentar os conceitos de Topologia Digital. Uma das mais conhecidas cc
siste em estabelecer a nocaadg@cénciaentre pontos e, a partir desta definicdo, construir os demais
conceitos e propriedades [KonR0s89].

Aqui, introduzimos a Topologia Digital a partir da no¢cacedpaco morfolégicoque se apresenta
como uma simplificacdo da no¢éo de espaco topolégico.

7.1 Conexidade

No capitulo anterior deu—se 0 nome de abertos aos invariantes de uma abertura. De uma maneira equ
lente pode—se dar o nome de aberto aos subconjuntos de uma cole¢ao sup—fechado (Proposi¢éo 3.9), d
gue a colecao dos invariantes de uma abertura é sup—fechada (Proposicao 6.2). Estes abertos, que char
mos damorfoldgicos diferem dos abertos de uma topologia como se pode verificar a partir das seguinte:
definicbes que incluem a aeorfologia

Definicdo 7.1(morfologia, abertos morfoldgicos e espaco morfoldgico) — hmdologia M num con-
junto E€ uma subcolecéo sup—fechada®¢E], C) que contentt. Os subconjuntos emtb chamam-se
deabertogmorfologico$ segundait. Em particularf) eE séo abertos (morfolégicos). Usspago mor-
folégico é um par E, Ab) ondeE é um conjunto et € uma morfologia erg. O

Quando nao houver duvida sobre a morfologficemE usada, no lugar de dizer que o subconjunto
A deE é um aberto segundo a morfologia, diremos simplesmente gdeé um aberto (morfoldgico)
emE e queE é um espaco morfoldgico.
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132 CAPITULO 7. TOPOLOGIA DIGITAL

Definicdo 7.2(topologia, abertos topolbgicos e espaco topoldgico) —tdpmogiad™ num conjuntde
€ uma morfologia efatal que a interse¢éo de dois subconjuntos &um subconjunto efh. Os subcon-
juntos enJ’ chamam-se dabertostopoldgico$ segundd/’. Em particularf) e E sdo abertos (topoldgi-
cos). Umespaco topoldgicé um par E,J) ondeE € um conjunto & € uma topologia er. O

Das definicbes acima, concluimos que todo espaco topolégico € também um espaco morfolégico. Mas,
nem todo espaco morfoldgico € um espaco topoldgico. Ou ainda, todo aberto topolégico segundo uma
topologiad” € também um aberto morfol6gico segurdo

Por exemplo, sejami e B dois subconjuntos d& tais que AUB = E. Entdo, a subcolecéo
M = {0, A B, E}¢ umamorfologia em EOs subconjunto8, A, B eE saocabertos morfoldégicos segundo
M. Asubcolecad” = {0, A B,AnB, E}é umatopologia no conjunto EOs subconjunto, A, B, ANB
e E sdoabertos topologicoge também morfolégicosegundad .

Um fechaddmorfolégicg segundo uma morfolog{eesp fechadqtopolégicg segundo uma topolo-
gia) € o complemento de um aberto segundo esta morfologia (resp. topologia).

Exercicio 7.1(propriedade dos fechados morfol6gicos) — Mostre que os fechados morfol6giEfem
mam uma subcolecaiof—fechada d€?(E), C) (i.e., umaamilia de Moorg Em particular, mostre que
() e E séo fechados morfolégicos. O

A nocao de morfologia é importante porque a partir dela podemos construir a definicdo de conexidade
morfolégica, diretamente inspirada da conexidade em topologia.

Inicialmente, € bom observar que um subconjunto de um espac¢o morf@dmide ser simultanea-
mente aberto e fechado. Por exemplo os subconj@etesao sempre morfologicamente abertos e fecha-
dos. Segundo a morfologi&(E), todo subconjunto deé morfologicamente aberto e fechado, desde que
todo subconjunto e seu complemento pertenc@fE Esta observacao leva a nogédo de conexidade.

Definicdo 7.3(espaco morfolégico conexo) — Um espaco morfologiEoi€) é conexo segundott
quandof) e E sdo os dois Unicos subconjuntostdebertos e fechados. O

Quando n&o houver duvida sobre a morfoladiaemE usada, diremos simplesmente @lé um
espaco (morfolégico) conexo.

A idéia de um conjunto conexo é a de um conjunto formado por partes nao disjuntas, é o que esclarece
a seguinte proposicao.

Proposicao 7.1(definicdo equivalente de espaco conexo) — Um espaco morfoldgidb)(é conexo
segunda/it se e somente g0 existem dois abertos segundb, A e B, disjuntos e n&do vazios, tal que
E = AUB. O

Prova — Seja E, M) um espaco morfoldgico, entdo

E énédo conexo segundtt, < JA € P(E) — {0, E}, aberto e fechado segundit
(definicdo de espaco morfolégico conexo)

< JABE M — {0}, ANB = (e E= AUB.
(B = AS, definicdo de fechado segundié e complementaridade provas)
(A = B e definicdo de fechado segundb provam<=)
O
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Para passar da nocao de espaco conexo para subconjunto conexo, precisamos introduzir a nocac
subcolecao induzida.

SejamE um conjunto €8 uma subcolecéo d&(E). SejaX um subconjunto dg, a subcolecéo di(X),
denotadaXn® e dada por

XNB ={B" € P(X): AB € B, B' = XnB},
chama—se dsubcolecéo induzida em X p@x

Exercicio 7.2(propriedade de subcole¢des induzidas) — S¥jaeX, dois subconjuntos de um conjunto
E e B uma subcolecdo d&(E). Sejam®PB,; = X, NP, B, = X,NB e B,, = X,NB,. Mostre que se
X, C X, entaod,,; = B,. Este resultado &€ uma consequéncia da seguinte observagge $gocam

B, seB, é aiintersecdo d¢, comB, seB, é a interse¢do d¢, comB, e seX, esta contido enx,;, como
mostra a Figura 7.1, ent® € a interse¢do d¢, comB;. O

Fig. 7.1 — Propriedade dos elementos de subcole¢des induzidas.

Exercicio 7.3(propriedade de uma subcolecao induzida por uma morfologia) E5efa) Um espaco
morfolégico. Usando a distributividade generalizada da unido e da intersecao, proveéumseibcon-
junto deE entédo a subcole¢c®n A, induzida enX por b, € uma morfologia. Em outros termos, se
A € um aberto er entdoX N A € um aberto erX. O

Observamos o seguinte. Sejxine X, dois subconjuntos de um espaco morfologiEai() tais que
X, C X;. Pela propriedade enunciada no Exercicio 7.8,&em aberto enx,, isto €, sé\ € um aberto
segundatb, = X;NAb, entdoX, N A é um aberto segundd, N M. Mas, pela propriedade enunciada
no Exercicio 7.2, isto significa qué,N A é um aberto segund$, N M. Em outros termos, $&é um
aberto emX; entdoX,NA é um aberto enX,.

Definicdo 7.4(subconjunto conexo de um espaco morfolégico) — Um subconfudgaim espago mor-
folégico (E, M) € umsubconjunto conexguanddX € um espaco morfoldgico conexo segundo a morfolo-
gia induzida enX por . O

Exercicio 7.4(conexidade e indugéo) — Sejaly (fb4) e E,, Mb,) dois espacos morfoldgicos tais que
E, C E; e M, € induzida enk, por Ab,. Mostre que s& C E, entdoX € um subconjunto conexo de
(Eq, M;) se e somente €€ um subconjunto conexo dé,(Ab,). O
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Daqui para frentds sera o retangulBet(n,, n,) deZ?(ver Capitulo 4). Para definir a nocdo de conex-
idade digital de um subconjunYadeE a partir da nocao de conexidade (morfolégica), vamos introduzir
um segundo conjunto denotadg € dado por

2E = Ret(2n4, 2n,),
e equipa—lo de uma morfologia por meio de uma dilatacéo conveniente.

Denotaremos pad; a dilatacao (i.t. ou c.i.t) sobe®(2E), pelo quadrado & 3 de ZE centralizado
na origem. Denotaremos pae b as fungdes dE em P(2E) definidas por

aly) = oo(f2yD) e b(y) =d6.({2y)° € B).
Denotaremos pad, € e, a dilatagéo e a eroséo @€E)) em P(2E) definidas por

da) = U aly) e ,eMm= () by) (Y€ PE)).
yey y e Y’

Observamos qué; e e sdo doioperadores de ampliagdoutuamente duais por complementagéo
e quepe = €.

Com estes ingredientes podemos agora definir a nogcdo de conexidade digital.

Definicdo 7.5(conexidade digital de um subconjunto) — Um subconjMrieE € dito4—conexdresp.
8—conexd se e somente sge(Y) (resp.oda(Y)) € um subconjunto conexo do espago morfologico

(2E, 0a(?(E))). Um subconjunto que ndo € 4—conexo (resp. 8—conexo)e-diésconexfresp. 8-desco-
nexg. O

Chamaremos o espac¢o morfolégick(@4(P(E))), deespaco de vizinhanca 8

Sejame, e ,0 a eroséo e a dilatagéo formando, respectivamente) gere duas conexdes de Galois
(€a0a) € (0,p€). A primeira € uma conexado de Galois enfP€2E), D) e @(E), C), a segunda entre
(P(2E), C) e @(E), D). Neste casce, € ,0 sdo dados por

eaX) ={yEE ay) c X} (XEP(E)
pOX) ={y EE: XCby)}® XE P2E)).
Observamos qugo = 0.

Observamos tambem qu&)(da) = ¢ € (0)(,e) = ¢, € que as restricdes dgad,(P(E)) e de,d a
p€(P(E)) séo dois isomorfismos de reticulados.

Exercicio 7.5(propriedade dos abertos no espaco de vizinhanca 8) — Mostre que pafanotE) e
todo abertdA emd4(Y),

pe(Y) C A = d4Y) CA O
Prova — Para tod& em P(E),
b€Y) =0 = 0(e(Y) =0 (propriedade da dilatagéo)
= Y=0 (69)Ge) = 1)

isto Y = 0 = pe(Y) = 0.
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Para todor e Y em P(E),

YNY'C =0 = e(YNYS) = 0 (resultado anterior)
< LeMNLe(Y9) = 0 (,€ € uma eroséo)
<= Le()Nda(Y) = 0, (0a € e Sdo mutuamente duais por complementagéo)

isto é, pela consisténcia entre a intersecéo e a inclys@),C 0,5(Y') = Y CY'.
Para todo abertd’ segundo a morfologia,;(P(E)) e todoY em P(E),

pe(Y) C A" = Le(Y) C dalea(A)) (A" € 0a(P(E)) € €a)(0a) = 1)
= Y C e4(A) (resultado anterior conf’ = €5(A"))
= 0a(Y) C da(ea(A")) (04 € isotbnico)
= 04(Y) C A, (A" € 04(P(E)) e €a)(0a) = 1)

isto é,,e(Y) C A" = J(Y) CA.

Para todoY em P(E) e para todo abertd em 64(Y), por definicdo de aberto, exist¥ em
A" € 0,5(P(E)) tal queA = A’ Nd4(Y). Para toddr em P(E) e para todo abertd emd4(Y),

pe(Y) C A = Le(Y) C A NAY)
= Le(Y) CA

= 04(Y) C A’

(A = A'Nda(Y))

(propriedade da intersec¢ao)

(rsultado anterior)

= 04(Y)Noa(Y) C A'nd4(Y) (propriedade conjunta da intersecdo e da incluséo)

= 04(Y) C A'noyY) (idempoténcia)

= 04(Y) C A, (A =A"NdoyY))
isto é,,e(Y) C A = d,4(Y) CA O
Exercicio 7.6(relacdo entre os dois tipos de conexidade digital) — Usando o resultado do Exercicio 7.5
mostre que s¥ for 4—conexo entédo ele sera 8—conexa. O

Prova — Basta mostrar que ge(Y) for um subconjunto conexo do espago morfologids §2(P(E))),
entdo o subconjuntd,(Y) também o sera.

SejaA C d4(Y) um aberto e fechado ed(Y). O subconjuntAn,e(Y) sera aberto e fechado em
pe(Y), poise(Y) € contido end 5(Y) (ver a observagéo seguindo o Exercicio 7.3). Cpa(¥d) € conexo,
teremosAne(Y) = Le(Y) (pela definicdo de subconjunto conexo, ndo pode existir outro aberto e fechado
nao vazio, a ndo sge(Y)). Portanto,e(Y) C A. Entéo, pelo resultado do Exercicio B(Y) C A, isto
€, A = 04(Y) edy(Y) é conexo. O

A Figura 7.2 mostra um conjunto 4—desconexo e a Figura 7.3 mostra 0 mesmo conjunto 8—conex
Na Figura 7.2, os quatro quadradox 3 sédo abertos segundg(P(Ret(5,5))), suas interse¢cbes com
0a(Y)© formam quatro quadradosxlL1 que séo abertos segundo a subcolecéo induzidg@hpor
0a(P(Ret(5,5))), como é possivel formar com eles dois subconjuntos disjuntosyeritéé 4—conexo.

No entanto, na Figura 7.3, os quatro quadradgs33sdo abertos segundg(P(Ret(5, 5))), suas inter-
secdes comy(Y) formam os mesmos quatro quadrados 3 que sédo abertos segundo a subcolecdo indu-

zida emd 4(Y) por d4(P(Ret(5,5))), comondo é possivel formar com eles dois subconjuntos disjuntos,
entdoy é 8—conexo.



136 CAPITULO 7. TOPOLOGIA DIGITAL

Ret(10, 10) Ret(5, 5)

Fig. 7.2 — Um subconjunto 4—desconexo.
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Fig. 7.3 — Um subconjunto 8—conexo.

A Figura 7.4 mostra um conjunto 4—conexo. Nesta figura, os dois quadrad@ssdo abertos
segundadd o(P(Ret(3, 4))), suas intersecdes cargY®)© formam dois retangulos % 2 que sdo abertos
segundo a subcolecéo induzida®fr©) ¢ pord 5(P(Ret(3, 4))), como néo é possivel formar com eles dois
subconjuntos disjuntos, ent&e 4—conexo.

A necessidade de se usar dois tipos de conexidade vai ser esclarecida apés termos introduzido a noga
de componente conexa. Esta no¢do decorre da definicdo de conexidade. Um dado subconjunto pode na
ser conexo mas nele podemos distinguir partes conexas que chamaremos de componentes conexas.

Proposi¢édo 7.2unido de uma familia de subconjuntos conexos de um espago morfologico)s)sgja (
uma familia de subconjuntos conexos de um espag¢o morfolégico. Se existir umgamTtaim a todos

0s X;, entdo a unidX = |_J X; sera conexa. O
i € |
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Fig. 7.4 — Um subconjunto 4—conexo.

Prova ([Lima76, p 92]) — Sej& C X um aberto e fechado efnSubstituindo, se necessaAqorS — A
(que ainda sera aberto e fechado), podemos supox,cfeA. Para cadaeml, AnX; sera aberto e
fechado en¥;, pois X; é contido enX (ver a observagéo seguindo o Exercicio 7.3). Pela escoka de
a hipotese sobrk;, An X; € também néo vazio. Conxp é conexo, para todeml, teremosAn X; = X;
(pela definicdo de subconjunto conexo, néo pode ter outro aberto e fechado néo vazio ¥;ndeoser

tantoX; C A, para todo eml. Entéo, pela propriedade de uniXo= U Xi CAistoé X =AeXe
i €1

conexa. 0

A Proposicao 7.2 da um sentido a nocdo de componente conexa dado um ponto num espaco m
folégico.

Definicdo 7.6(componente conexa dado um ponto num espaco morfolégico) x Baj@onto de um
espaco morfolégicX. A componente conexay@ado x no espaco &a uniao de todos os subconjuntos
conexos do espagbque conténx. O

Pela definicdo de componente conexa dado um ponto, observamos que, paeniddx € Cy e
Cx € um subconjunto conexo Hdpela Proposicdo 7.2), e ge& um espaco conexo se e somente se ele
€ a componente conexa relativa a cada um de seus pontos.

Proposicao 7.3(principio de maximalidade das componentes conexas) — A componente Codexa
X num espaco morfolégicd € omaior subconjunto conexo d€ que conténx. Em outros termos, se
Cy C SC XeSé conexo enta€y = S O

Prova— Sejamx € X e Cx = {S € P(P(X)); Sé conexo & € S}, entdo pela definicdo déy e a pro-
priedade de unia@y = supcxeCy € Cy. Isto €, pelo resultado enunciado no Exercicio@, &0 maior
elemento deey. O

Definicdo 7.7(componente conexa de um espaco morfoldgico) — Um subcogjuieaim espagco mor-
folégico X € umacomponente coneXxade X se e somente se por algaramX, C = Cy, ondeCy € a
componente conexa dado 0 porto O

Em seguida, vamos verificar que as componentes conexas de um conjunto formam uma particao, is
€, elas recobrem o conjunto e sdo duas a duas disjuntas.

Proposicao 7.4(particdo das componentes conexas) — As componentes conexas de um espago mc
folégico X formam uma particao de O
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Prova — SejanC; e C;duas componentes conexas de um espaco morfokigieda definicao de compo-
nente conexa, existeme X, emXtais queC; = Cx eC; = Cx e

CxNCyx # ) = 3Ixe X xE Cy eCy (definicdes de intersecao e de vazio)
= Cx UCy € conexa (Proposicéo 7.2)
= Cx UCy € conexa e contém e X; (x € Cy e propriedades da uniao)

= Cy U CXJ_ € conexa e contém e X;, € Cx eCXJ_ C Cyu CXJ_
(propriedade da uniao)
= Cy = CXiUCXJ_ e CXJ_ = CXiUCXJ_ (Proposicao 7.3)
= Cyx = Cx. (transitividade da igualdade)
Em outros termosC; = C; = C;nC; = 0.
Seja C));¢, a familia de todas as componentes conexas do eXpsgnos

X = LEJX{X} (decomposicéo de um conjunto como unido de singletons)
X
- U Cy (x € Cx e propriedades da uniao)
xe X
= 'LeJ| C (definicAo de componente conexa)
|
C X. (C, C X e propriedade da uniao)
Em outros termos, pela anti-simetria da inclu3ae, U C,; e afamilia C;); <, forma uma particéo de
X. el _

A partir das propriedades dos espacos morfologicos podemos deduzir propriedades de topologia digi-
tal.

Proposi¢éo 7.5unido de uma familia de subconjuntos 4—conexos e 8—conexos) —Y$egja (ma
familia de subconjuntos 4—conexos (resp. 8—conexds) 8le existir um pontg, comum a todos 0¥;,

entdo a unia = |_J Y, sera 4—conexa (resp. 8 conexa). O
i €1

Prova — Vamos fazer a prova no caso da conexidade 4)XSejge(Y) e sejaX; = ,e(Y;) para todo em
|. Os conjuntosP(E) e ,e(P(E)) sendo isomorfos, o subconjunto néo vaaf y,}) € incluido em todos
0sX; que por isto tém um ponto em comum. Com¥;&sio subconjuntos conexos do espago morfologico
(2E,04(P(E))), pela Proposigéo 7.2, a unido do® também um subconjunto conexo neste espaco. Mas,
pelo isomorfismo esta unido é o propKioo que prova qu¥ € um subconjunto 4—conexo Be

A prova da conexidade 8 é similar a da conexidade 4. O

A Proposicéo 7.5 da um sentido a nocao de componente 4—conexa e 8—conexa dado unkponto de

Definicdo 7.8(componente 4—conexa e 8—conexa de um subconjunto dado um ponto) s eEnto
de um subconjunt¥ deE. A componente 4—conexaesp.8—conexi Cy de Y dado ¥ a uniéo de todos
0s subconjuntos 4—conexos (resp. 8—conexo¥)gles contény. O
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Pelos mesmos argumentos usados no caso dos espacos morfoldgicos, a componente 4—conexa (r
8—conexa)Cy de um subconjunt¥ deE dado um ponty emY, & omaior subconjunto 4—conexo (resp.
8—conexo) def que contény.

Chamaremos deomponente 4—conexa@sp.8—conexade um subconjuntovm subconjunto que se
identifica a uma componente 4—conexa (resp. 8—conexéjlddo algum ponto dé

Pelos mesmos argumentos usados no caso dos espacos morfolégicos, as componentes 4—conexa
8—conexas) de um subconjuntale E formam uma particdo dé

A componente conexa de um subconjunto pode ser obtida através do uso repetido da dilatac&o con
cional (ou geodésica) como vamos ilustrar em seguida.

Ao longo deste capitulo, quando fizermos referéncia a coBgdentendemos qui é a colecdo
P(E) no caso invariante por translaca gé a coleca@®(E @ E') no caso condicionalmente invariante
em translagéo (ver Capitulo 4).

Defini¢ao 7.9(dilatacdo e erosao condicional) — S8jam elemento d&¢ e sejaX um subconjunto de
E. Os operadoredg y € eg x SObre?(E) dados por, para todbem P(E),

Opx(Y) = 0g(V)NX e egx(Y) = eg(Y)UX
sdo chamados, respectivamentedititacaoe erosao condicionalou geodésicapor B dado X. O

A Figura 7.5 mostra uma dilatacéo condicional pelo losangwa33a cruz) e seu efeito sobre um
subconjuntoy reduzido a um Unico ponto.
Definicdo 7.10(n—dilatagdo condicional e-eroséo condicional) — Sepa> 0, sejaB um elemento de
B e sejaX um subconjunto dE. Os operadore&gX e eg,x sobre?(E) dados pon — 1 composi¢cdes
sucessivas

ag,x = (aB,X)n € eg,x = ('EB,x)n

sdo chamados, respectivamentenddilatacado condicionalou geodésicae n—erosado condiciongbu
geodésicapor B dado X O

A Figura 7.6 mostra uma 3—dilatac&o condicional pelo losangl@® 3a cruz) e seu efeito sobre um
subconjuntoy, reduzido a um unico ponto. A figura mostra um efeito de preechimento controlado pelo
subconjuntoX.

Definicdo 7.11(abertura e fechamento por reconstrucao a partir de um marcadorB-ugegemento
deBg e sejaY um subconjunto dé. Os operadoregs; v e¢g v sobre(E) dados por, para todcemP(E),

Yey(X) = ] U Bx(Y) € ¢puX) = N epx(Y)

=1,. n=1
sédo chamados, respectivamenteallerturae fechamento por reconstrucédo dado o marcador Y O

A Figura 7.7 mostra, em (a), uma abertura por reconstrucao pelo losangulo (axr8zjaglo um
marcadorY reduzido a um unico ponto. Observamos o efeito desta abertura sobre um subegnjunto
4—desconexo. O resultado desta abertura sobre um subconjunto 4—-deX@aeomponente 4—conexa
deX que contém o marcaddrA Figura 7.7 mostra, em (b), uma abertura por reconstrucéo pelo quadrado
3 X 3 dado o mesmo marcad6iO resultado desta abertura sobre o subconjunto 8—créea@ompo-
nente 8—conexa @€ que contém o marcad¥risto €, aqui 0 proprio subconjurXo
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Fig. 7.5 — Dilatag&o condicional.

De um modo geral, a abertura por reconstrucao e o fechamento por reconstrugcado permitem extrair,
respectivamente, os objetos das imagens e os objetos do fundo das imagens que tem intersecao nao vazi
respectivamente, com o marcador e com o complemento do marcador. A conexidade considerada é defini-
da pelo elemento estruturaBteQuandd € o losangulo X 3 (a cruz) os objetos extraidos pela abertura
e pelo fechamento por reconstrucao sao 4—conexos. QBandauadrado & 3 os objetos extraidos
pela abertura e pelo fechamento por reconstru¢cao sao 8—conexos.

Um ponto importante a ser discutido em topologia digital sobre o retéRgt(lo,, n,), € a necessi-
dade de se ter dois tipos de conexidade: a conexidade 4 e a 8. Uma andlise dos subteNfdaésgura
7.8 ilustra esta necessidade. Se usamos 0 mesmo tipo de conexidade para a analise dos siYbeonjuntos
Y¢ encontramos uma anomalia.



141

Fig. 7.6 — 3—dilatacéo condicional.
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Fig. 7.7 — Aberturas por reconstrucao.
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(0,0) (0,0)

Ret(5, 5) Ret(5, 5)

Fig. 7.8 — Um subconjunto e seu complemento.

Se usarmos a conexidadeYde Y¢ sdo dois subconjuntos desconexXésefn quatro componentes
4—conexas &°tem duas) o que é anormal, pois, um dos dois deveria ser considerado conexo para justificar
a separacao do outro em varias componentes conexas. Por exemplo, o sub¢dejuetia ser concid-
erado conexo para sepaxdem duas componentes conexas, ou entédo, deveria ser consifem@iakexo
para separaY em quatro componentes conexas.

Se usamos a conexidadeYg Y° sdo dois subconjuntos conexos o que é anormal também, pois, no
caso da figura, um dos dois deveria ser desconexo para justificar a presenca de partes totalmente rodeiads
pelo outro subconjunto.

Este problema tem uma solucdo se analisamos as imagens binarias usando as duas conexidades: un
para o subconjunto considerado e a outra para seu complemento. Isto €, temos duas maneira de analis:
topologicamente uma imagem binaria sem encontrar anomalias.

Por exemplo, na Figura 7.8 as quatro componentes 4—coneXadaéotalmente rodiadas pelo sub-

conjunto 8—conexd®. Ou ainda, o subconjunto 8—coneksepara as duas componentes 4—conexas de
Y&,

7.2 Buraco, borda, arvore de adjacéncia e homotopia

A partir da definicdo de subconjunto 4—conexo e 8—conexo, podemos definir as no¢cdes de adjacéncia entre
dois pontos e entre dois subconjuntos. Estas definicdes sédo equivalentes as dadas em [KonRo0s89].

Definicdo 7.12(adjacéncia entre dois pontos)Deis pontos y e Y, de E sdo4—-adjacenteqresp.
8—adjacentgsse e somente se 0 subconjuryg, ¥,} € 4—conexo (resp. 8—conexo). O

Definicdo 7.13(adjacéncia entre dois subconjuntos) — Dois subconjifjtey, deE sdod—adjacentes
(resp.8—adjacentesse e somente se existem dois pontos, um pRrEm Y, e um pontg, emY,, 4—adja-
centes (resp. 8—adjacentes). O

Para definirmos a no¢éo de buraco precisamos introduzir primeiro uma relacéo de ordem parcial entre
subconjuntos conexos. Bee B sdo dois subconjuntos He A € 4—conexo (resp. 8—conexo), entao dize-
mos queA envolveB se cada ponto d8 esta contido em uma componente 8—conexa (resp. 4—conexa)

finita de Z2 — A.
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A Figura 7.9 mostra uma componente 4—conégae envolvd3. Neste exemplo, todos os pontos de
B est&o contidos numa componente 8—conexa fini@?de Y, o proprioB.

Y(= 0 Y (=E-Y) B

Fig. 7.9 — Um buraco num subconjunto.

Definicdo 7.14(buraco) — Seja& um subconjunto dE. Uma componente 8—conexa (resp. 4—conexa) de
Y¢, 8—adjacente (resp. 4—adjacente) a uma componente 4—conexa (resp. 8-&de¥xnvolvida por

C, chama-sburaco 8—conexresp4—conexpem C Umburaco 8—conex(resp.4—conexpem Yé um
buraco 8—conexo (resp. 4—conexo) numa componente 4—conexa (resp. 8—cokliexa) de O

A Figura 7.9 mostra um buraco 8—conéxamum subconjuntd. Neste exemploB é um buraco
8—conexo na componente 4—coné&xdeY (aquiC é o propriaY). O subconjunt® é uma componente
8—conexa de&° (= E — V), 8—adjacente @ e envolvida po€. Verificamos assim que o subconjuivto
temum sduraco 8—conexo: 0 subconjuda mesma maneira, podemos verificargtemdoisbura-
cos 4—conexos: 0s dois quadrados 2 formandoB.

Definicdo 7.15(ponto isolado) — Urmpontode um subconjunt¥ deE é 4—isolado(resp.8—isoladq se
e somente se ele ndo é 4-adjacente (resp. 8—adjacente) a nenhum outroYoonto de O

Os pontos isolados de um subconjunto podem ser obtidos através do uso do chamado operador s
gerador como vamos ilustrar em seguida.

A partir das quatro classes de operadores elementares da Morfologia Mateméatica podemos constr
mais duas outras classes de grande importancia tedrica e pratica. A primeira é a classe dos operadores::
geradores e a segunda a dos operadores inf-geradores. Aqui, nGs vamos nos restringir aos operad
construidos a partir de operadores elementares invariantes por translacéo ou condicionalmente invariar
em translagéo.

Definicéo 7.16(anti—dilatac&o e anti—eroséo) — I&jam elemento d&g. Os operadore$’; ee®z sobre
P(E) dados pelas composicdes

aaBz"‘"ch e GaB=~€B

sdo chamados, respectivamenteanie-dilatacaoe anti—eroséo pelo elemento estruturante B O
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Definicdo 7.17(operadores sup—geradores e inf-geradores parametrizados por dois subconjun-
tos) — SejanA e B dois elementos d&g tais queA C B. Os operadored, g € up g Sobre?(E) dados
por, para todX em P(E),

— a — a
App = €pN 0% € Upp = 0pV €%

sdo chamados, respectivamentegplerador sup—geradaroperador inf-gerador de parametros A e B
O

O operador sup—gerador de parame&asB® é equivalente ao chamadperador“Hit—Miss’ de
parametro®\ e B, em outros termos,
H|t—M|SSA’B = AA’BC.

Exercicio 7.7(definicdo equivalente dos operadores sup—geradores e inf-geradores parametrizados por
dois subconjuntos) — Mostre que, no caso invariante em translacao, o transformado de um subconjunto
X de Ret(n;,n,) pelo operador sup—gerador de parameire® € o subconjunto

AapX) ={X€E: (A+Xx) CXC(B+x}
e o transformado pelo operador inf—gerador de param&edsé o subconjunto
tagX) = {xEE: (A'+X)nX = dou B +xUX = E}. O

Dados dois subconjuntdse B deE, tais queA C B, chamaremos deadraoou, matematicamente,
deintervalo fechad@ colecao de todos os subconjuntoE dae conténd\ e estao contidos eBj denota-
remos esta colecad\[B],

[AB] = {X € PE): AC XC B}.

Observando a expressaoAjgs(X) no enunciado do Exercicio 7.7, verificamos que o operador sup—

gerador de parametrdse B “procura” emxX o padréo A, B]. Um pontox € um ponto dé 5 g(X), se e
somente se o padrao posicionado@aisa conX (no sentido de contéK). Em outros termos, o operador
sup—gerador realiza o casamenterfiplate matchiriy entre o padrdo e as estruturas geométricas que
aparecem na imagem.

Por exemplo, sejar e B dois subconjuntos deet(5, 5) dados por
00000 11111 00000
00000 11011 00100

A=|00100| eB=|10101| (B°=|01010).
00000 11011 00100
00000 11111 00000

Como A e B® sdo subconjuntos com poucos pontos e que estes estdo agrupados, para simplificar a
notagéao, representam@® B¢ na forma de submatrizes que contém todos os 1s e o0 elemento posicionado
na origem, & na forma de submatriz que contém todos os 0s e o0 elemento posicionado na origem. Desta

forma temos
| << lig - fied)

A=

[eoNoNo)
OO
[eoNoNo)
ROR
OO
ROR
o O
RPOPR
o O
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Nesta representagéo é entendido que os elementos nao representados valére Bjpara pard.
Finalmente, representaremos o padrdd] pela matriz

[.O.]
[A,B] =101 0}
.0 -

Nesta representacéo, os elementos representados pelo sinvadéon indiferentemente 0 ou 1. E
entendido também que os elementos ndo representados valem indiferentemente 0 ou 1. Este padrao ¢

tém, em particular os seguintes subconjuntos,
0o0oO0ff100f[|0OO01f|O0O0OO||O0OO0O|f1012f (0012 101
010((010f|0210f|0210f(0210f{0O10} (010} .-010]
0oof|o00Of|O0OOOf|OO1l|100f/(00OO0Of([0012 101

A Figura 7.10 mostra o operador sup—gerador de paramet®somo escolhidos acima e seu efeito
sobre um subconjunto com duas estruturas em fornxaelde +. O resultado € a eliminacao da estrutura
em forma de+.

A Figura 7.11 mostra a extracdo de pontos isolados por meio de operadores sup—geradores. Em
temos os pontos 4—isolados e (b) os 8—isolados.
Definicdo 7.18(borda—4 e borda—8 de um subconjunto) — $eja subconjunto dE. A borda—4(resp.
borda—§ de Yé o conjunto de todos os ponto¥dpie sdo 4—-adjacentes (resp. 8—adjacentes) a pelo menos
um ponto deY®. O
Definicao 7.19(borda—4 e borda—8 entre duas componentes conexas) ¥-iBejaubconjunto dE. A
borda—4(respborda—8§ de uma componente 8—conéresp 4—conexaC de Y, relativamente a uma com-
ponente 4—conex@esp.8—conexa C' de ¥ é o conjunto dos pontos ébque sadl—adjacentegresp.
8—adjacentgsde um ponto enc'. O
Proposicao 7.6conexidade das bordas) — S¥jam subconjunto dE. A borda—4 (resp. borda—8) de
uma componente 8—conexa (resp. 4—con€xd@@ Y, relativamente a uma componente 4—conexa (resp.
8—conexa)C’ de Y¢ é 8—conexa (resp. 4—conexa). O
Prova — Ver [Rosenf79, Capitulo 2]. O

As bordas de um subconjunto podem ser obtidas através do uso do chamado extrador de bordas cc
vamos o ilustrar em seguida.
Definicao 7.20(extrator de bordas) — SejakeB dois elementos d&g. O operadoreg , g Sobre?(E)
dados pela composicéo

Yag = 0a ~ €,
€ chamado dextrator de bordas de parametros A e B O

SeA € o singleton que contém a origer € o quadrado ou o losangulo (a cruzy 3, entaoy g
extrai as bordas relativas as componentes, respectivamente, 4—conexas e 8—conexas de um subconijt
As Figuras 7.12 e7.13 ilustram a extracao da borda relativamente a uma componente, respectivamer
4—conexa e 8—conexa.

Umacurva fechada simples um subconjunto 4—conexo (resp. 8—conexo) cujos pontos sdo 4—adja-
centes (resp. 8—adjacentes) a dois, e somente dois, outros pontos do subconjunto.

Umacurva aberta simplesum subconjunto 4—conexo (resp. 8—conexo) cujos pontos sdo 4—adjacente:
(resp. 8—adjacentes) a dois, e somente dois, outros pontos do subconjunto, com excec¢éo de dois pol
gue sdo 4—adjacentes (resp. 8—adjacentes) a um so6 outro ponto do subconjunto.
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Fig. 7.10 — Operador sup—gerador.

Em 1969, Buneman introduziu a nocdo de arvore de adjacéncia para imagens binarias [KonRos89].

Definicdo 7.21(arvore de adjacéncia de um subconjuntoarMre de adjacéncia@desp.8) de um sub-
conjunto YdeE é o grafo cujos vertices sdo as componentes 8—conexas (resp. 4—conéaas) cempo-
nentes 4—conexas (resp. 8—conexasytle cujas arestas sédo os pares formados por duas componentes
conexagi—adjacentegresp.8—adjacentes uma sendo d¥ e a outra deY©. O

Em [Rosenf74] temos uma prova que o grafo mencionado na Definicdo 7.21 € mesmo uma arvore.

A Figura 7.14 mostra os arvores de adjacéncia 4 e 8, respectivamente em (b) e (c), do suliconjunto
mostrado em (a). Os vertices da arvore sao coloridos de cinza para as compofivemtisiaianco para
as componentes d¢. Considerando a adjacéncia 8, o conjihapresenta urhuraco



7.2 BURACO, BORDA, ARVORE DE ADJACENCIA E HOMOTOPIA 147

|
} Ane(Y)
’1A,B ‘
‘ 000
© "7 [8 ; 8]

Fig. 7.11 — Extragéo dos pontos isolados.

Dois subconjuntosom a mesma arvore de adjacéncia 4 (resp. 8) sdo chamatidsodeotdpicos
(resp.8—homotépicgs Um operadory sobre®(E) é 4—homotdpicqresp.8—homotbpichse e somente
se, para todX em P(E), X e y(X) sdo 4—homotépicos (resp. 8—homotopicos). Diz—se de um operador
homotdpico que ele conserva@amotopia

No estudo dos operadores homotépicos de afinamento e espessamento (ver Capitulo 9) a nocao de y
tos simples € muito importante.

Definicdo 7.22(pontos 4—simples e 8-simples) — Um pontte um subconjunty¥ de E € umponto
4—simpleqresp.8—simpley se e somente s¢— {y} tem o mesmo arvore de adjacéncia 4 (resp. 8) que
Y. O

Os candidatos eiva ser pontos 4—simples (resp. 8—simples) sdo os pontos nao 4—isolados (resp. 8—isi
lados) que pertecem a borda—4 (resp. borda—8) de
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Fig. 7.12 — Borda relativa as componentes 4—conexas.
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Fig. 7.13 — Borda relativa as componentes 8—conexas.
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Fig. 7.14 — Arvores de adjacéncia.
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