Capitulo 5

Dualidades entre dilatacOes e erosoes

Neste capitulo voltamos a considerar os operadores elementares do Capitulo 3 em toda sua generalid
isto €, os operadores ndo serdo necessariamente invariantes ou parcialmente invariantes por translac

Dentro desse contexto definimos a dualidade entre dilatacGes e erosdes, como uma correspondér
um para um entre o conjunto das dilatacdes e o das erosdes. Exemplificamos este conceito, apresente
duas das mais importantes dualidades conhecidas: aquela baseada na estrutura de reticulado comple
aquela baseada na estrutura de reticulado completo Booleano. Verificamos que a primeira € mais func
mental, porque € baseada na nocéo de conexao de Galois que é definida para qualquer reticulado comp

O estabelecimento de uma dualidade, através das conexdes de Galois, entre o reticulado das dilatag
e 0 das erosdes vai ser usada para deduzir uma caracterizagéo das erosdes a partir da caracterizaca
dilatacdes, apresentada no Capitulo 3. Esta dualidade vai ser importante também para deduzir propt
dades dos operadores de abertura e fechamento morfolégico no préoximo capitulo.

5.1 Conexao de Galois

As definicBes de dilatacbes e de erosGeslgais no sentido que, se trocarmos a relacao “esta contido”
(C) pelarelacdo “contem™®), os operadores que eram dilatacdes passam a ser erosdes e 0s operador
gue eram erosdes passam a ser dilatacdes. Vamos mostrar que existe uma relagdo um por um entre as
tacdes e as erosdes. E isto que nés vamos estudar nesta secdo. A nog¢do chave para levar adiante
proposito € a deonexdo de GaloifBirkho67].

Definicdo 5.1(conexado de Galois) — Sejarre 8 dois operadores sobge O par &,) é umaconexao
de Galoisentre P, D) e @, C) se e somente se 0s trés axiomas abaixo sao satisfeitos,

X1 D Xy = a(X,) Ca(Xy) (X, X, €P) (isotonia dex)
Y, CY, = B(Yy) DAY (Y, Y,E D) (isotonia dep)

XD pBa(X) e YCaB(Y) (XY E D).
(anti—extensividade &z e extensividade deg)
O
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Proposicdo 5.1(definicdo equivalente de conexao de Galois) — Sejaf dois operadores sobe O
par @,() é umaconexdo de Galoisntre {, D) e @, C) se e somente se

XDBY) & YCaX) (XYeEP). O
Prova — Por um lado, supondo que, ) € uma conexdo de Galois, para tedeY em®,
XD BY) = a(X) D a(B(Y)) (isotonia dex)
< a(X) D aB(Y) (definicdo do composto)
< af(Y) C a(X) (dualidade entre_ e D)
= Y C a(X), (extensividade dep e transitividade de”)
da mesma maneira,
Y C a(X) = B(Y) C B(a(X)) (isotonia def)
<= A(Y) C Ba(X) (definicdo do composto)
< fa(X) D A(Y) (dualidade entre_ e D)
= X D B(Y). (anti—extensividade & e transitividade de)

Em outros termos, se (3) € uma conexao de Galois, entao
XDBY) = YCaX) (XYeEP).

Por outro lado, supondo que, ) verifica a equivaléncia
XDBY) = YCaX) (XYeEP),

para todoX em?,
Y =a(X) = XD B(a(X)) (implicacdo<)
< X D fa(X), (definicdo de composto)
isto é,Ba é anti—extensiva. Da mesma maneira, para Yoeio &,
X =) = Y Ca@) (implicacéo=>)
< Y C af(Y), (definicdo de composto)
isto é,a é extensiva. Finalmente, para tadpe X, em®,

X1 D X, = X; D pa(Xy,) (anti-extensividade & e transitividade de)
< X; D B(a(Xy)) (definicdo de composto)
= a(X,) C a(Xy), (Y = a(X,) e implicagéo=)

isto €,a € isotdnica. Da mesma maneira, para tége Y, em,

YL CY, = Y, Caf(Yy) (extensividade da e transitividade deC)
< Y; Ca(B(Yy) (definicdo de composto)
= B(Y,) D B(Yy), (X = B(Y,) e implicagéio=)

isto €, € isotbnica. Em outros termos, sgfl) verifica a equivaléncia
XDBY) & YCa(X) (XYeEP),
entdo &,p3) € uma conexdo de Galois. O
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A Figura 5.1 ilustra uma conexao de Galeig3). Um caso particular de conexao de Galois € quando

—

a

B
V\_/

Fig. 5.1 — Conexéao de Galois.

o par @,p) verifica a equivaléncia abaixo,

X=pY) = Y=aX) (XYeEP),
ou ainda, de uma maneira equivalenfe,= ¢ e fa = 1 (isto é,a ef séo bijecbes reciprocas).
Exercicio 5.1(exemplos de conexdo de Galois) — Feg@ um grupo Abeliano. Mostre que os pares
(tw,T-u), para todar emE, e o par £,7) sdo conexdes de Galois entfdK), D) e @(E), C). O

Vamos caracterizar mutuamente os elementos de uma conexao de Galois. Daqui para frente, os lir
tantes superiores, inferiores, os supremos e os infimos serdo sempre relativos ao conjunto parcialme

ordenado ¢(E), C). Para todos operadores 3 sobre®, sejama eﬂ_os operadores sobgedados por
B(X) = supfY € P: XD BV} (XE P)
a(Y) =in{Xe P: YCa(X)} (YEP).
Proposicdo 5. caracterizacdo mutua dos elementos de uma conexdo de Galois) -a Sefadois
operadores sobre Se o pard,) € umaconexao de Galoientre {, D) e (@, C), entdo
a= ,6T e f=a O
Prova — Pela Proposicéo 5.1, para tolem®,
{(YeP: XD} ={Ye:Y Ca(X)},
isto €,a(X) € o maior elemento dey{€e P : X D A(Y)}, em outros termosq(X) € o supremo desta
colec&o. Assim, por definicdo gfepara todoX em?P,
a(X) = B(X).
A prova da segunda igualdade decorre da primeira igualdade por dualidade. O
A conexdo de Galois é importante em Morfologia Matematica por causa da proxima proposicao.

Proposicdo 5.3(propriedade de uma conexdo de Galois) — Sejafhdois operadores solideSe o par
(a,p) é umaconexdo de Galoisntre ¢, D) e (P, C) entéo

BEA e a€E. O
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Prova— De um lado, paratodd C ? (4 = 0) e X € P,

XD supB() < sup(y) C X (dualidade entre_ e D)
< Xéls. dg«) (definicdo de supremo)
< B(Y) C X(YeE) (definicdo de I.s.)
< XDA(Yeq) (dualidade entre_ e D)
< YCaX (YEY) (Proposicéo 5.1)
< a(X) él.s. dey (definicdo de I.s.)
< supy C a(X) (definicdo de supremo)
< X D B(supy), (Proposicao 5.1)

isto €,X D sup(l) = X D f(supy). Fazendo, sucessivamente= S(supy) e X = sugp (), obte-
mos, por anti—-simetria da relacay, para toddy C P (U = 0),

p(supy) = sugs(Y).

Por outro lado,
0 Ca® < 0DpO) (Proposicéo 5.1)
= B(0) = 0. (0 é o menor elemento d&
Isto &, desde qud) (C a(()) é sempre verdad@(0) = (. Assim, S(supl) = sugB() mesmo para
Y = 0.
Em outros termogi € A. A prova quez € E decorre dgg € A por dualidade. O

Com os resultados acima, relativos a conexdo de Galois, podemos enunciar a seguinte proposicao,
prépria as conexdes de Galois entre reticulados completos.

Proposicao 5.4(definicdes equivalentes de uma conexao de Galois) — &ggfrdois operadores sobre
P. As trés proposicdes abaixo sdo equivalentes:

(1) (@,B) é uma conexao de Galois entfe D) e @, C);

(Qa€E e =g

B)BEA e a=§ O
Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Pela Proposicdocb S, E e pela Proposicéo 5.2,= a.

Vamos provar que (2) implica (1). Pela Proposicdo 3.1 isotdnico. Sejay € P, e seja
By ={UE P: YCa(U)}, entdo

Y CY, = (Y, Ca(U) =Y, Ca(U) (Ue P)) (transitividade deC)
< By, C By, (definicéo dexy)
= inf%y C infP%y, (propriedade do infimo)
< a(Yy) Ca(Yy), (definicOes dex e %y)
= (Y1) CB(Yy), B=a

isto €,6 € também isotbnica.
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Para todoX € 9,

XeD = X D inf%
a a

%Y %Y

< XD a(a(X))
< XD pa(X)
< X D fa(X),

isto é, desde queX(e %a(x)) € sempre verdadgq é anti—extensivo.

Para todoY € P,
a(®By) ={VeP: IX e By, V=aX)}
={veP: IXe P, YCa(X)eV = a(X)}
c{veP: YCV}
em outros termosy é |.i. dea(%y). Para todoy € P,
Y é Li. dea(%y) <= Y C infa(%y)
< Y C a(inf%y)
= YCaaM)

< Y Ca(B(y))
< Y C af(Y),

isto é, desde queY(é l.i. dea(%y)) é sempre verdadep é extensivo.
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(infimo € L.i.)
(definicoes dex e %)

B=a)

(definicdo de composto)

(definicdo de imagem)
(definicdo deX%y)
(deducéo logica)

(definicdo de infimo)

(oo é erosao)
(definicoes dex e %)
B=a)

(definicdo de composto)

Em outros termos, pela Definicdo 5d, ) € uma conexdo de Galois.
A prova que (1) e (3) séo equivalentes decorre da equivaléncia entre (1) e (2) por dualidate.

A partir da proposigdo acima, podemos enunciar o seguinte resultado que relaciona dilatagbes
erosoes.

Proposicao 5.5dual isomorfismo entre as dilatagOes e as erosdes) — O mapeamento do reticulado con
pletoE das erosdes sobfe no reticulado completd das dilatagdes sobge
€E—>¢€
€ um dual isomorfismo. Isto é,~ € € uma bijec&o e para todg e e, emE,
€1 S € & €< € (antitonia dupla)
O inverso de& — € € 0 mapeamento
9 0.
O grafico dee — € € 0 conjunto de todas as conexdes de Galois ebtre) e P, C).
O

Prova — A equivaléncia entre (1) e (2) da Proposi¢céo 5.4 mostra que o gratice deé o conjunto de
todas as conexdes de Galois enfre D) e (P, C). A equivaléncia entre (2) e (3) mostra que o0 mapea-

mentoe — € € uma bijecdo e seu inverso é> 9, desde que = (¢) e = @
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Vamos provar a antitonia dupla de-> €. Para todae, e e, emE,

€1 =€, = €,X) Ce,(X)(XE D) (definicdo de<)
< (YCeX) = YCe,(X) (XY EDP) (transitividade deC)

= XD g(Y) = XD (VX YEDP) (Proposicdes 5.1 e 5.4)
= (V) D eY) (Y € P) (transitividade deD)
e (V) C () (Y E P) (dualidade deC e D)
Sese (definigio de<)
O

A Proposicao 5.5 mostra que existe uma correspondéncia um por urk eftré Figura 5.2 ilustra
este resultado.

Fig. 5.2 — Bije¢&o entre as erosdes e as dilatagoes.

A bijecao entre as dilatacdes e as erosbes permite caracterizar as erosdes simplesmente a partir d
caracterizacao das dilatacdes, feita no Capitulo 3.

Proposicéo 5.6caracterizacdo das erosdes) — O mapeamericededF,
€ —ac,
ondea, é a funcdo dada por
a(y) = in{Xe P:yeeX)} (yEE)
€ uma bijecao. Seu inverso é
a—é€aq,
ondee, € a erosdo dada por
eaX) ={y€ E: XDaly)} (Xe).
Paratodax € E, a. = a. e para toda € PE €, = cﬂ O

Prova — Vamos provar que o mapeameste a. € a composicéo da bijecae- a, (Proposicéo 3.5) pela
bijecédoe — € (Proposicéo 5.5). Paratodo= E ey € E,
a(y) = e({y}) (definicao a;)

=inf{X € P: {y} C e(X)} (definicdo ¢)



5.1 CONEXAO DE GALOIS 87

=inf{Xe P: ye eX)} (definicdo de singleton)
= ad(y). (definicio dea)
Isto é, para tode € E, a. = a.. Por ser a composicdo de duas bijeeae, a. € uma bijecao.

Vamos provar que 0 mapeameate> €, € a composicao de— 5(Proposigéo 5.5) p@+— 04 (Pro-
posicdo 3.5). Para todoe PEe X € P,

5a(X) = supfY € P: X D da(Y)} (definicdo ded)

=sup{y€®: x> U a(y)} (definicdo dedy)
vey
= U Y (propriedade da uniao)
X D , g 2O
={yeE:aved, x> U ay)eyeVv (definicdo da unido)
y ey

={yeE:Aye?, XDay)(y €Y)eyecyY} (propriedade da unido)
={y€E: XD a(y)} (deducéo logica))
= €(X). (definicio dexy)

Isto é, para toda € PF, €5 = d,. Por ser a composicao do inversoede e pelo inverso dé — a.,
a+— €, € 0 inverso de — a.. O
A Proposicao 5.6 mostra que existe uma correspondéncia um por ubiefifreAs funcdes a valores

nas partes dE caracterizam sem ambiguidade as erosfes. A Figura 5.3 ilustra este resultado e most
como ele é obtido. A funcém € chamada deincao estruturante da eroséo

Fig. 5.3 — Bijegc&o entre as erosdes e as fung¢des estruturantes.
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A Figura 5.4 mostra quatro modos de representar uma erosao por um bloquinho. Em (a) e (d), fazemos
uma referéncia explicita a erosdo. Em (b) e (c), a erosao é caracterizada pela sua funcao estruturante. Corr

ja indicado no Capitulo 3, para um dado subconjdntsubconjunte4(X) chama—serosao de X pela
fungéo estruturante.a

X Y = ¢(X) X Y = e(X)

— € — o Q0 ————

(@) (b)

X Y = ex(X) X Y = €,X)

—ero— —ea—

(©) (d)

Fig. 5.4 — Quatro modos de representar uma erosao.

A bijecdo apresentada na Proposicéo 5.6 inverte as relacdes de ordem definidéesphreomo
enunciado na préxima proposigao.

Proposicao 5.7(dual isomorfismo de reticulados) — O mapeamento do reticlatis erosdaso reti-
culado das funcdes deem P(E), € — a., € um dual isomorfismo de reticulado, istx é; a. € uma
bijecéo e para tode, ee, emE,

€1 < €,<8, < a, . (antitonia dupla)
O
Prova — Pela Proposi¢éo 5.6,~ a. € uma bijecdo. Para todg ee, emE,

61S62<=>62S6

€1 (Proposicao 5.5)
ae, (Proposicéo 3.11)

S A, =
< A, < A, (Proposicéo 5.6)
O

Como ja foi indicado no Capitulo 3, o conjunto das erosdes, provido da relacdo de<oréeum
reticulado completoEm particular, no caso das erosdes, para#do E, temos

sup¥ < Supy e infy = infw,
PP E E Pp?
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Proposicéo 5.8 propriedade da uniéo e interse¢do de erosdes) —eJeiqama familia de erosdes sobre
P e seja &)<, a familia das respectivas fungoes estrutrantes, isto-€ a., para toda € |. Entéo

€ — €

iel i\e/l 8
€ <€ . O

i\e/| ' i/e\l 8
Prova — A prova é similar a da Proposicédo 3.12. O

Em particular, a intersecéo de duas erosdes coincide com a erosao que tem como fungéo estruture
a unido das funces estruturantes. A unido de duas erosdes é menor que a erosao que tem como ful
estruturante a intersecao das fungdes estruturantes. Em outros termos,

€1\ € = €3va, € €1V €)= €4 g,

Pelas Proposicdes 3.5, 5.4 e 5.6, para \ddPF, o par €,,0,) € uma conexdo de Galois. Entéo,

pela Proposicdo 5.1, para todaE PF,
XD0xY) = YCeaX) (XYEP),

e pela Proposicéo 5.2,
eaX) =supfye P: XD da(V)} (XEP)
0aY) =Iinf{XeE P: YCes(X)} (YEP).

De uma maneira similar ao caso geral, podemos caracterizar as erosoes invariantes por translaca
Proposicao 5.9conexédo de Galois invariante por translacao) —&Segeconjunto das dilatacdes invaria-
ntes por translacéo solifee sejaE’ 0 das erosdes invariantes por translacao shi8ejan ef dois
operadores sobre Se o pard,) € umaconexao de Galoientre {, D) e (@, C), entdo

la€E =peAN

2peEAN = acFE. O
Prova — Para provar (1), basta, pela Proposicdo 5.4, mostrar gjg@e.teentde é também i.t.. Para todo
a €E',Yem% euemkE,

eY+u) =inf{XE P: Y+ uCe(X)} (definicdo dee)
=inf{X &€ P: YCeX)— u} (propriedade do translado)

=inf{Xe P: YCeX-u)} (e éi.t)
= (in{XEe P: YCe(X)}) +u (propriedade do translado)

=€(Y) + u (definicao dex)

Isto €,e € também i.t. A prova de (2) é similar. O

Proposicao 5.1(caracterizacéo das erosoes i.t.) — &&ja conjunto das erosdes invariantes por trans-
lagdo. O mapeamento @& em P(E),

€ — BE 1
ondeB¢ é 0 subconjunto dado por
B = Iinf{X &€ P: o€ eX)}
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€ uma bijecao. Seu inverso é
B—ep,

ondeeg € a erosao invariante por translagéo. dada por
eg(X) = X©B (XeE ).

Para todcee € E, B, = B, e para tod® € P, eg = 0. 0
Prova — A prova é similar a da Proposicéo 5.6. Precisamos apenas verificat gug.sentde é também
i.t.. Isto decorre das Proposicdes 5.2 e 5.9. O

Pelas Proposigfes 5.4 e 5.10, para Bd® &, o par €g,05) € uma conexdo de Galois. Entdo, pela
Proposicao 5.1, para tod e P,

XDdgY) & YCeg(X) (X YE D).
A Figura 5.5 ilustra a implicacée- e a Figura 5.6 a implicacée-.
Pela Proposicéo 5.2,, para toda= &P,

eg(X) = supfy € P: XD g(V)} (XEP)

og(Y) = Inf{XE P: YCeg(X)} (YEP).

A

010
que quedgeg(X) C X. D& uma razao para isto ocorretr. O

010 11
Exercicio 5.2(Conexao de Galois) — Sefa= [1 1 1] e sejaX = [ 1 1]. Determine geg(X). Verifi-
11

A nocéao de conexdo de Galois, apresentada nesta secao, permitiu definir uma primeira dualidade entre
as dilatacOes e as erosdes, que serd muito Util para introduzir as aberturas e fechamentos morfologicos
no proximo capitulo. Na préxima secao, vamos introduzir uma segunda dualidade.

5.2 Dualidade por complementacéo.

Vamos agora definir as no¢des de operador dual por complementacéo e de transposto de uma funcac
estruturante.

Definicao 5.2(dualidade por complementacao) — Sejam operador sobr@ O dual (por complemen-
tacdo) dey é o operador sobf® denotaday” e dado por
P (X) = p(X9)° (XE D). O

Dois operadores ef sobreP sdomutuamente duais por complementagé@ somente se as proprie-
dades equivalentes abaixo sdo satisfeitas

L) xEPLXY) & xeaX)* XEEXEP)
@a=4
@p=a".

Exercicio 5.3(operadores mutuamente duais) — Prove a equivaléncia entre as trés propriedades acima.
O
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Fig. 5.5 — Propriedade de uma conexao de Galois (comecando pela eroséo).

Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Para totle &,

a(X) = ((a(X)9)° (idempoténcia da complementagéo)
={XEE: x€ pX9}° (Hipotese (1))
={XEE: x& (X9} (definicdo de complemento)
={XEE: x€ X% (definicao de complemento)
= B(X9° (deducso l6gica)
= B"(X). (definicdo de operador dual)

Isto é, sob a Hip6tese (1), = A"
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Vamos provar que (2) implica (3). Para tode 2,

a’(X) =B (Hipotese (2))
= " (X9° (definicdo de operador dual)
= (B((XH99° (definicao de operador dual)
= B(X). (idempoténcia da complementacao)

Isto é, sob a Hip6tese (P,= a”.
Vamos provar que (3) implica (1). Para todee 9 ex € E,

X € B(X9) < xEa’ (X9 (Hipotese (3))
< X € a((X99° (definicdo de operador dual)
< X E a(X)©. (idempoténcia da complementacgéao)

Isto &, sob a Hip6tese (,€ f(X°) = x € a(X)¢ (xE E,X € P). O

Pelas duas Ultimas equivaléncias acima, o0 mapeamenty” de ¥ em®? é uma bijecéo e ele é
seu proprio inverso. No caso das restricid®& podemos evidenciar um outro dual isomorfismo entre
as dilatacoes e as erosoes.

Proposicao 5.11(dual isomorfismo entre as dilatacdes e as erosdes) — O mapeamento do reticulado com-
pletoE das erosdes sobfe no reticulado completd das dilatagdes sobge

€ — 6*
é um dual isomorfismo. Isto é,~ ¢" é uma bije¢do e para todg e €, emE,

€156, €, <¢€;. (antitonia)
O inverso de: +— € é 0 mapeamento

00"

O gréfico dee > € é 0 conjunto de todos pares de erosdo—dilatacdo mutuamente duais por complemen-
tacao. O

Prova — Temos que provar que &= E entdoe” € A. Para toddy C 9, seja
U'={XeP: X}
Paratodce € E e C P,

(U n=(€U 1o (definicio de dual por complementagao)
Y E q Y E q
= () YO)© (lei de Morgan generalizada)
Ye
=(( () X)° (definigdo de?y’)
X € q’
=( () eX)° (defini¢do de eroséo)

X e q’
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= (YQU e(Y9)° (definicdo de’)
= chy (e(Y9)© (lei de Morgan generalizada)
= chy e (V). (definicdo de dual por complementacéo)

Isto é,¢" é uma dilatacéo.
Da mesma maneira, podemos provar qué &A entdod” € E.
Comoe = (¢') ed = (07)", e~ € é uma bijecdo e seu inversd é> 9"

Vamos provar a antitonia de— ¢ . Para tod, e e, emE,

€1 =€, = €,X) Ce(X)(XE D) (definicdo de<)
= €(Y9) Cex(Y)(YE D) (a complementagéo € uma bijecao)
= (e5(Y9)¢ C (e(Y))C (Y€ D) (antitonia da complementacéo)
= ex(Y) Cerl(Y) (YE D) (definicdo de dual por complementac&o)
S er<e€]. (definicéo de<)

Finalmente, para tode € E, o par €,€") é formado por uma erosdo e por uma dilatacéo, que s&o
mutuamente duais por complementat¢cao. Inversamente, em todpipaiofmado por uma erosao e por
uma dilatacdo mutuamente duais por complementagdodual (por complementacaokdesto €, §,0)

pertence ao grafico de— e". Em outros termos, o grafico de—¢" é o conjunto de todos pares de
erosao—dilatagdo mutuamente duais por complementagao. O

A Proposicao 5.11 € uma outra maneira de mostrar que existe uma correspondéncia um por um en
A eE. A Figura 5.7 ilustra este resultado.

Definicdo 5.3(transposto de uma fungéo estruturante) —&efaa funcdo d& em P(E). O transposto
dea é a funcédo d& em P(E), denotada! e dada por

a(x) = {yE€ E: x€ ay)} (x € E). O

Exercicio 5.4(definicdo equivalente de dilatacdo por uma fungéo estrurante) 6 Sejaa dilatacdo
sobre?®(E) de funcédo estruturange prove que para todg € P,

0aY) = {x€E E: a(xnY = 0}. O

Duasfuncdes eb deE emP(E) sdomutuamente transpostas e somente se as proposi¢des equiva-
lentes abaixo séo satisfeitas

xealy) ®yebXx xyeEE);
a=Dbt;
b=al.

Pelas duas Ultimas equivaléncias acima, o mapearaenta' deF em?F é uma bijecdo e ele é seu
proprio inverso.
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Fig. 5.6 — Propriedade de uma conexao de Galois (comecando pela dilatac&o).

P
P
P

Proposicao 5.14transposicéo versus dualidade por complementacdo) — As proposicdes abaixo séo
equivalentes. Para todoe b em 9°F,

a eb mutuamente transpostes 0, € €, mutuamente duais por complementagao;
6a = €

*

Gb zabt- ]

o

Prova — Vamos provar a segunda proposicéo. Paraa@n PF e X em?,

cSa*(X) = (04(X%)° (definicdo de dual por complementacao)
= {x€ E: a(xnX° = 0}° (Exercicio 5.4)
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= {x € E: a(x)nX° = @} (definicdo de complemento)
={x€EE: a(x) C X} (consisténcia entr@ e C)
= e4(X) . (definicdo de erosao por uma fungao estruturante)

Isto é,aa = eat .

*

Em outros termos, a composicadode> 0" por a— d,, isto é,a+> 0, é idéntica a composicdo de
b e, pora— a', isto é,a—e,.

As outras proposicées decorrem deste resultado usando o fato que os mapeamentas— 0,
b+ e, e a— a' sdo bijecdes. O

Fig. 5.7 — Bijecdo entre as erosdes e as dilatacdes através da dualidade por
complementacgao.
A Figura 5.8 ilustra o resultado da Proposi¢do 5.12 e mostra como ele é obtido.

Quandd= é um grupo Abeliano, dois subconjuntesB deE sdomutuamente transpostss e somente
se as proposi¢des equivalentes abaixo sédo satisfeitas

QD xeA+y=yeB+Xx (Xye€E

(2) A = B!

(3)B = A!.
Exercicio 5.5(subconjuntos mutuamente transpostos) — Prove a equivaléncia entre as trés propriedad
acima. 0

No caso invariante por translagéo temos resultados similares aos da Proposi¢ao 5.12. Por exemplo
propriedades abaixo s&o equivalentes. ParaAcB em P,

(1) A eB mutuamente transpostes 0 , € eg mutuamente duais por complementagéo
(2) 0p = en
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Fig. 5.8 — Transposic¢ao versus dualidade por complementacao.

QuandaA e B séo simétricos, as duas igualdades acima simplificam—se e temos

*

6A =€A e eB*=5B.

11
As Figuras 5.9 e 5.10 ilustram estas igualdades nokas® = [1 1
11

(ea((Y))°
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|

€a

Fig. 5.9 — Dualidade por complementagéao (usando uma erosao).
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Fig. 5.10 — Dualidade por complementacéo (usando uma dilatagéo).



