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Apresentação 

A Escola de Computação é um dos mais tradicionais, sérios e densos 
eventos científicos da área de Informática no Brasil. Iniciada em 1979, a 
Escola é um foco de atualização e articulação de pesquisadores e 
estudantes de Ciência da Computação: através de uru numero de cursos 
básicos e avançados sobre o estado da arte em diversas linhas de pesquisa, 
provê um ambiente único para troca de experiências e atualização científica 
e profissional. 

Nesta IX Escola, como nas anteriores, estão sendo gerados e impressos um 
número de livros-texto em português, ampliando assim a literatura nacional 
na área; muitos dos livros de Escolas anteriores - e certamente desta - se 
tornaram textos largamente usados em cursos nacionais de graduação e 
pós-graduação. 

Além dos 8 cursos nacionais, outros 12 cursos internacionais são parte da IX 
Escola; todos estão sendo ministrados pelos mais renomados profissionais da 
área no país e no exterior. 

A IX Escola também compreende a ExpoComp, uma exposição de 
protótipos acadêmicos, a Escolinha de Computação, urna série de cursos de 
informação e motivação para estudantes do segundo grau maior e o 
WoLLIC, o Workshop on Logic, Language, Information and Computation. 

Este livro ê parte de uma coleção de oito volumes especialmente preparados 
para a IX Escola de Computação, promovida pelo Departamento de 
Informática da Universidade Federal de Pernambuco e realizada em 
Recife-PE, de 24 a 31 de julho de 1994. 
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Prefácio 

A Morfologia Matemática foi criada em meados da década de sessenta, pelo grupo liderado por Georges 
Matheron e Jean Serra, da École Superieure des Mines de Paris, em Fontainebleau. Até o final dos anos 
setenta, seu grande potencial para a Análise de Imagens tinha sido reconhecido e bastante utilizado na 
Europa, principalmente nas áreas envolvendo Microseopia. A partir dos anos oitenta, a Morfologia 
Matemática começou também a ser difundida nos Estados Unidos e hoje é um fértil campo de pesquisas, 
tanto teóricas como práticas, sendo vigorosamente explorado em todo o mundo. 

No INPE, a Morfologia Matemática começou a ser estudada por volta de 1984, com a chegada de um 
engenheiro que participava de um programa de cooperação técnica com a Franca, Christian Guichou. Em 
1986, foi desenvolvido na Divisão de Processamento de Imagens do INPE um software de Análise de Ima-
gens baseado na Morfologia Matemática e denominado ANIMA, por vários membros daquela Divisão. 
Embora esse software fosse relativamente simples, oferecendo apenas algumas operações em imagens 
binarias, já era possível obter resultados interessantes, como deteção de bordas, contagem de partículas, 
etc. No ano seguinte, um dos autores deste livro, Junior Barrera, completou com brilho sua dissertação de 
mestrado na área. Os estudos prosseguiram, com o outro autor do livro, Dr. Gerald J. F. Banon, liderando 
uma série de seminários sobre os trabalhos de Petros Maragos. Além de alguns resultados aplicados, 
envolvendo a eliminação de listras em imagens do satélite Spot, ou a avaliação do desempenho de dete-
tores morfológicos de bordas que haviam sido propostas por Robert M. Haralick, importantes resultados 
teóricos foram obtidos pelos autores deste livro, com a generalização de decomposições para operadores 
invariantes por translação (i.t.) e isottinicos, para o caso de operadores i.t., mas não necessariamente 
isotônicos e a extensão desses resultados originalmente formulados para subconjuntos. para o caso geral 
de transformações quaisquer entre dois reticulados completos. 

O autor deste prefácio teve, portanto, a oportunidade de ser testemunha do empenho e da capacidade 
demonstrados pelos Drs. Banon e Barrem, que agora oferecem à comunidade acadêmica a oportunidade 
de, pela primeira vez, ter disponível em lingua portuguesa um texto dedicado à Morfologia Matemática. 

São José dos Campos, maio de 1994. 

Nelson D. A. Mascarenhas. 
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Capítulo 1 

Introdução 

A análise de imagens por computador digital (ou, simplesmente, análise de imagens)é uma tecnologia 
importante na sociedade moderna, pois auxilia o desenvolvimento de atividades humanas nas mais diver-
sas áreas: medicina, odontologia, biologia, geologia, meterecdogia, astronomia, engenharia de produção, 
robótica, física, química, macro—economia, direito, arquitetura, artes, arqueologia, ... 

Um paciente com um tumor no cérebro necessita de uma cirurgia, A operação é delicada e o neurocirur-
gião deve planeja—la cuidadosamente. Dentre as informações mais relevantes para descrever o quadro 
estão a localização, o tamanho e a forma do tumor. Para adquirir dados dessa natureza o cirurgião dispõe 
da tomografia, um conjunto de imagens de fatias transversais do cérebro adquiridas por um dispositivo 
eletrônico. A análise dessas imagens leva às informações desejadas, porém este procedimento normal-
mente envolve tarefas complexas: visualização de objetos tridimensionais a partir de cortes, observação 
dos objetos sob pontos de vista diversos, diferenciação de texturas similares, tomada de medidas geométri-
cas precisas, etc. Nesse caso, o papel da análise de imagens ê exatamente fornecer ferramentas para sim-
plificar essas tarefas. 

Um robô móvel desenvolve tarefas num universo hóstil. As suas câmeras acusam a presença de um 
obstáculo em rota de colisão e o computador de bordo corrige o seu curso. Para o seu deslocamento no 
ambiente desconhecido, o robô faz uso de algoritmos automáticos de analise de imagens para a identifi-
cação de alvos e a inferência de posição. 

Os bancos de dados constituem um dos usosmais populares dos recursos da informática. Embora os 
bancos de dados mais comuns (funcionários de uma empresa, alunos de uma escola, etc.) armazenem ape-
nas informações descritas na fomm de cadeia de caracteres, existem aplicações em que é importante arma-
zenar imagens: a polícia federal gostaria de dispor de um banco de fotos e impressões digitais de crimino-
sos, o instituto de marcas e patentes gostaria de dispor de um banco dos logotipos das empresas 
cadastradas, o museu do Louvre gostaria de dispor de um banco de suas obras de artes, etc. Um dos proble-
mas chaves em banco de dados convencionais é a consulta e o mesmo vale para bancos de imagens. Dada 
uma certa amostra de impressão digital, como verificar se ela pertence a um criminoso fichado? Dado um 
certo logotipo proposto para ser registrado, como verificar se ele é plágio ou não? Dada urna certa obra 
de arte, como identificar qual o seu estilo? As técnicas de análise de imagens aparecem como o caminho 
natural para responder a essas perguntas. 

Em uma sociedade cada vez mais competitiva, o controle de qualidade de produtos industrializados 
constitue uma das principais preocupações dos engenheiros de produção: as placas de circuitos impressos 
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devem ter as suas trilhas perfeitas, as barras de ligas metálicas devem suportar cargas correspondentes as 
suas especificações, as cintas de aço que robustessem os pneus devem estar distribuídas de forma regular 
ao longo da superfície de borracha, os grãos de arroz polidos não podem estar quebrados, as peças de 
cerâmica não podem estar lascadas, etc. Em todos os casos, o controle deve se processar de forma precisa, 
sistemática, eficiente e sem danificar o pmduto. A análise de imagens atinge esses objetivos através de 
algoritmos que identificam padrões geométricos que refletem qualidades dos produtos. Assim, as trilhas 
dos circuitos devem ser contínuas e disjuntas de trilhas vizinhas, a distribuição de grãos em secções trans-
versais de ligas permite aferir a resistência do material, a distância entre as cintas dos pneus deve ser 
constante, os grãos de arroz devem ser ponteagudos e ter um comprimento mínimo, as peças de cerâmica 
devem ser lisas. 

Antes do advento do uso de computadores para a edição de textos, uma infinidade de documentos foi 
produzido por máquinas de escrever. A necessidade de arquivar esses documentos em bancos de dados 
ou reproduzi—los, após a modificação de pequenos trechos, motivou o desenvolvimento de equipamentos 
que adquirem esses documentos na faliu a de imagens digitais e os transformam em arquivos de characteres 
compatíveis com os editores de texto. A principal tarefa desses sistemas de análise de imagens especializa-
dos é reconhecer os caracteres e palavras presentes nas imagens dos textos. 

Estudos geológicos e sondagens locais em uma região apontam a existência de petróleo. Antes de to-
mar a decisão de investir recursos para a extração do óleo, o responsável pela empresa petrolífera necessita 
de maiores informaçõ es sobre a viabilidade econômica da operação. Urna das in formações mais relevantes 
para caracterizar o quadro é a permeabilidade da rocha, isto é, a dificuldade que o óleo teria para escoar 
através da rede de canais intensos à rocha. Para isso, é precisso estudar a geometria da rede de canais. Por 
exemplo, se existirem muitos canais estreitos a energia necessad a para retirar o óleo tende a ser grande. 
Usualmente, extraisse uma amostra cilíndrica da rocha e carta—se essa amostra em fatias transversais. Cada 
latia corresponderá a uma imagem. A partir desse conjunto de imagens, reconstroisse a estrutura tridimen-
sional dos canais. Os problemas envolvidos nesse procedimento são similares aos que aparecem na análise 
de tomografias. 

O volume da safra agrícola é uni parâmetro macro—econômico muito importante, contudo, em países 
de dimensão continental, como o Brasil e o Canadá, a sua estimação é uma tarefa complexa. O caminho 
usualmente adotado para atacar o problema é a análise de imagens de sensoriamento remoto. Cada cultura 
tem uma resposta característica, quando observada pelos sensores dos satélites: a "assinatura espectral". 
Os procedimentos de análise de imagens devem identificar as regiões onde ocorrem culturas com a mesma 
assinatura espectral. Procedimentos análogos podem ser adotados para identificar e classificar outras for-
mas de ocupação do solo, como, por exemplo, o nível e a origem de desmatamentos em grandes florestas. 

E o número de exemplos de aplicações não para por aqui. Poderiamos falar do controle de tráfico urba-
no, da previsão de tempo, da análise de campos de temparatura, da classificação de cromossomos ou de 
galáxias, da análise do adensamento de células com abeDações genéticas, etc. De fato, parece que a cada 
dia que passa surgem novos horizontes para aplicações dessa tecnologia emergente, que é tema de pesqui-
sas contínuas em universidades e centros de pesquisa de todo o mundo. 

Apesar da incrível diversidade de objetivos, todos esses problemas têm uma característica comum: a 
necessidade de extrair informações a partir de imagens. 

A noção intuitiva de imagem encerra um conjunto de informações: sugestões, significados, ambigui-
dades. etc. Normalmente, dependendo do contexto envolvido, essas informações têm características com-
pletamente diferenciadas: um biólogo examinando através de um microscópio as características dos cro-
mossomos de uma célula e capaz de responder algumas perguntas relativas a herença genética do indivíduo 
do qual a célula foi extraída, um geólogo examinando feições lineares em fotos áreas é capaz de responder 
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perguntas relativas a características geológicas da região. Embora as imagens microscópicas de cromosso-
mos e as imagens áreas de feições geológicas forneçam informações absolutamente não correlacionadas, 
as duas imagenspodem ter caracteriscasgeométricas e espectrais similares, por exemplo, um cromossomo 
observado individualmente poderia ser confundido com uni pequeno rio ou com um trecho de estrada. A 
análise de imagens exploraexatamente as características geométricas e espectrais comuns a qualquer ima-
gem, de forma que um único conjunto de técnicas é aplicável aos mais diversos contextos. 

As pesquisas em análise de imagens iniciaram—se no início da década de sessenta, como parte das ativi-
dades do programa espacial americano, conduzido pela NASA. O objetivo original era melhorar a quali-
dade das imagens captadas pelas sondas espaciais. Com  o passar dos anos a tecnologia desenvolvida foi 
reaproveitada em outros campos e apareceram novos problemas, que motivaram novas descobertas. His-
toricamente, a área sofreu grande influência das universidades americanas e caracterizou—se pelo uso de 
técnicas digitais de diversas naturezas:fitrzagem linear, reconhecimento estatístico de padrões, gramáti-
cas formais, redes neurais, inteligência artificial, etc. 

Por volta do ano de 1964, na Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris, em Fontainebleau, George 
Matheron e Jean Serra decidiram experimentar uma abordagem singular para resolver problemas de 
analise de imagens: extrair informação de imagens a partir de transformações de formas, realizadas atra-
vés de dois operadores ou transformações elementares, que eles denominaram dilatação e erosão. 

A dilatação e a erosão foram criadas a partir das noções de soma e subtração de Minkowski, introduzi-
das, respectivamente, por Minkowslci [Minkow03] e Haxiwiger [Hadwig50, Hadwig571. As transfor-
mações produzidas nas imagens binárias (i.e. cujos pireis podem tomar apenas os valores O ou 1) pelas 
dilatações e erosões dependem de padrões predefinidos, chamados elementos estruturantes, que as son-
dam localmente. Na dilatação, verifica—se quando o elemento estruturante toca o objeto (i.e., os pireis da 
imagem binária que têm o valor 1) e na erosão, quando ele está contido. 

Fazendo a analogia com um jogo de armar, as operdores seriam os objetos criados, enquanto as dila-
tações e as erosões seriam as peças a serem encaixadas. Assim como no jogo de armar as peças são usadas 
para construir módulos e os módulos são integrados para formar objetos,na estratégia deMatheron e Serra, 
as dilatações e as erosões são usadas para criar operadores simples e estes são compostos para produzir 
operadores mais complexos. De fato, este mecanismo levou a resultados muito interessantes: os diversos 
esqueletos, a descrição de formas por granulometria, os filtros morfológicos, a extração de contornos, o 
preenchimento de buracos, etc. 

Entre 1964 e 1968, Matheron e Serra, com a ajuda do engenheiro Jean Claude Klein, transformaram 
a sua idéia em tecnologia, construindo o primeiro analisador morfológico de imagens: o "Textura Ana-
lyser", um computador com hardware especializado para realizar, com eficiência, dilatações, erosões e 
operações lógicas entre imagens binárias. Com  esse instrumento muitos problemas práticos de análise de 
imagens foram resolvidos, o quemotivou a sua industrialização e provocou um grande impulso das pesqui-
sas em uma nova disciplina: a Morfologia Matemática (MM). 

O nome Morfologia Matemática, hoje em dia consagrado, apareceu na época no próprio campus de 
Fontainebleau. A palavra morfologia vem do grego e significa estudo (LE lenta) das formas (i.e. mor-
pitas). Consistente com o significado literal, o propósito original era analisar estruturas geométricas, em 
imagens microdpicas de amostras de rochas ou metais, e relacionar os resultados com propriedades físi-
cas dos materiais. 

Ainda na década de sessenta, Serra e Matheron fundaram o Centre de Morphologtr Mathématique de 
l'École National Supérieur des Mines de Paris. Os principais resultados obtidos nesse centro ao longo de 
três décadas de pesquisa foram organizados em três livros: Random Sets and Integral Geometry 
[Mather75], Image Analysis and Mathematical Morphology [Serra82] e Image Analysis and Mathemati- 
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cal Morpho to gy, parti! [Serra88j. Esses três livros, hoje clássicos da área, estabeleceram as bases da teoria 
e indicaram como ela pode ser aplicada a problemas reais de análise de imagens. 

As bases teóricas da MM para subconjuntos furam formalizadas pelos próprios Serra e Matheron nos 
primeiros anos de pesquisa. Estudando as dilatações e erosões, eles descobriram uma coleção de proprie-
dades interessantes e chegaram a um resultado instigante: qualquer operador imaname por translação 

e isofônico ou crescente (i.e., que preserva a relação de inclusão)pode ser decomposto como um su-
premo de erosões ou ínfimo de dilatações. Em outros termos, as dilatações e erosões são os elementos fun-
damentais para construir uma ampla classe de operadores. Este resultado teórico vinha a corraborar com 
a riqueza dos resultados práticos obtidos pelo -Texture Analyser". 

Posteriormente, as idéias estabelecidas para operadores sobre subconjuntos foram estendidas para 
operadores sobre funções (i.e. imagens em niveis de cinza). A ligação entre os conceitos aplicados a sub-
conjuntos e os conceitos aplicados a funções estabeleceu-se pela noção de sombra de uma função (i.e. 
lugar geométrico dos pontos situados abaixo do gráfico da função). As erosões e as dilatações aplicadas 
a uma função têm uma relação um para um com erosões e dilatações aplicadas à sombra desta mesma 
função. Dadas as definições de erosão e dilatação entre funções, pode-se construir uma série de operadores 
análogos aos conhecidos para subconjuntos. 

Os operadores clássicos aplicados a funções reais são os operadores lineares i. r.. Estes operadores têm 
cenas características singulares: existe uma relação um para um entre o conjunto dos operadores lineares 
i.t, c o conjunto das funções reais, isto é, a cada operador linear podemos associar uma única função real, 
chamada de função de espalhamento patamal. e a cada função real podemos associar um único operador 
linear; o transformado de uma função real por um operador linear é o produto de convolução desta função 
pela função de espalhamento pontual do operador. 

As dilatações e erosões id. aplicadas a subconjuntos têm certas características semelhantes aos opera-
dores lineares: existe uma relação um para um entre o conjunto das dilatações (resp. erosões) e o conjunto 
dos subconjuntos, isto é, a cada dilatação (resp. erosão) podemos associar um (Mico subconjunto, chamado 
de elemento estruturante, e a cada subconjunto podemos associar uma única dilatação (resp, erosão); o 
transformado de um subconjunto por uma dilatação (resp. erosão) é a soma (resp. diferença)de Minkowski 
deste subconjunto pelo elemento estruturante da dilatação (resp. erosão). 

Algumas contribuições à teoria da MM para funções foram feitas por Sternberg, que também criou, 
juntamente com os Seus colaboradores do Environment Research lnstitute of Michigan, um sistema para 
a análise de imagens biornédicas: o "Cyroccmputer". 

A partir da década de oitenta. Matheron e Serra perceberam que os resultados obtidos para conjuntos 
e funções tinham essencialmente um fator comum: dependiam de uma relação de ordem, a inclusão. no 
caso de subconjuntos, e a relação de ordem herdada da relação de ordem entre números inteiros, no caso 
de funções. Este fato motivou a generalização da temia para o domínio dos reticulados completos: conjun-
tosequi nados com urna relação de ordem e tais que o supremo e o ínfimo de qualquer subconjunto existem. 

A partir dessa formulação mais abstrata, as definições e propriedades da MM para subconjuntos e 
funções podiam ser vistas como casos particulares de uma teoria geral_ A formulação da MM sobre reticu-
lados completos permitiu também reinterprerar resultados clássicos e vislumbrar novos horizontes: as li-
imarizaçaes de imagens cm niveis de cinza, as funções distâncias e a amastragem podem ser vistas como 
erosões ou dilatações, etc. 

A idéia de decomposição de operadores i.t. e isotônicos em termos de erosões ou dilatações foi retoma-
da por Maragos e por Dougherty e Giatifina, que, independentemente, concluíram que existiu um conjunto 
mínimo de erosões ou dilatações suficiente para representar os operadores dessa classe. 
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Os resultados sobre a decomposição de operadores it. e isotônicos foram generalizados por Sanou e 
Barrem para o caso de operadores i.t. não necessariamente isotênicos. Esta extensão foi possível com a 
introdução de mais duas classes de operadores elementares: as anti—dilatações e as anti—erosões. 

A partir dessas decomposições, Doughety desenvolveu a técnica de projeto de filtros morfológicos óti-
mos. A idéia original de Dougherty foi aplicar a teoria de estimação clássica para estimar a base de um 
operador que é ótimo segundo um certo critério, por exemplo, o mínimo erro absoluto ou o mínimo erro 
quadrático. Como qualquer operador i.t. tem uma base correspondente, o universo de busca é a própria 
classe dos operadores i.t.. Esta formulação é o primeiro resultado conhecido que permite o projeto de fil-
tros morfológicos. 

Banon and Barrera ainda extenderam o seu resultado original sobre subconjuntos para o caso geral de 
operadores quaisquerentre dois reticulados completos. Este resultado é ainda mais instigante, pois garante 
que a MM é capaz de representar qualquer tranformação entre reticulados completos. Em particular, a teo-
ria de circuitos de chaveamento, classicamente empregada para o projeto de arquiteturas de computadores, 
pode ser vista como uma caso particular da representação de tranformações entre reticulados completos 
pela MM. 

Outros resultados relevantes no domínio dos reticulados completos são a teoria dos filtros morfológi-
cos, devida a [Serra88], e a morfologia sobre grafos, devida a Vincent. Na sua teoria dos filtros morfológi-
cos, Serra estudou detolhadamente a classe dos operadores isotônicos e idempotentes (i. e., invariantes a 
autocomposição). Vincent, propos a genralização de uma coleção de algoritmos clássicos para o domínio 
dos grafos de vizinhança (i.e., grafas construídos a partir da relação de vizinhança entre objetos). 

Em resumo, sob um ponto de vista teórico, a MM estuda decomposições de operadores (i.e mapea-
mentos ou transformações) ente reticulados completas em termos de quatro classes de operadores ele-
mentares: dilatações, erosões, alui—dilatações e anti— erosões.Estateoria é suportadapor v ários resultados 
teóricos, que caracterizam propriedades importantes de várias classes de operadores entre reticulados 
completos, como os filtros morfológicos, os esqueletos, as granulometrias, etc. Sob um ponto de vista 
prático, esta técnica tem aplicações em vários Problemas de Analise de Imagens (e.g. restauração, seg-
mentação, medidas, descrição simbólica, etc.), assim constituindo—se em uma abordagem unificada para 
os Problemas de Analise de Imagens. Este fato, é uma característica singular da MM, pois classicamente 
cada tipo de problema em Análise de Imagens é resolvido por um conjunto de técnicas que não são Cieis 
para outros tipos de problemas. 

O estudo da MM ficou restrito ao grupo da École des Mines de Paris por vários anos, antes de encontrar 
outros adaptos na Europa e Estados Unidos. Um fato que evidenciou o crescimento do interesse da 
comunidade científica internacional pela MINI foi a publicação de números especiais sobre o tema nas re-
vistas Computer Vision, Graphics and Image Processing e Signal Processing, respectivarnente, em 1986 
e 1989. 

Hoje, aMM é uma matéria intensivamente pesquisada em Universidades e Centros de Pesquisa de todo 
o mundo, contando com dois congressos internacionais específicos sobre o tema, vários livros publicados 
e em preparação, além de uma extensa coleção de artigos nos periódicos mais importantes das áreas de 
Analise de imagens e Matemática. 

Este livro É uma introdução à MM para subconjuntos e suas aplicações em Análise de Imagens Binárias 
Bidimensionais. Associado ao livro oferecemos um software para analise morfológica de imagens: a caixa 
de ferramentas MMach. Este software roda sobre a plataformaKHOROS, que é um ambiente para Análise 
de Imagens que tomou—se muito popular. No apêndice A apresentamos uma breve descrição da caixa de 
ferramentas MMach. 
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No Capítulo 2 é introduzida a noção de imagem binária, assim como, as duas estruturas matemáticas 
apropriadas para descrevê—las: a algebra de Boate e o reticulado completo. As imagens binárias são 
representadas equivalentemente por subconjuntos ou funções binárias, Para falar dessa equivalência apre-
sentamos também a noção de isomorfismo. As noções de reticulado completo e isomorfismo serão retoma-
das em outros capítulos para descreverem outros objetos de interesse. 

No Capítulo 3, introduzimos a definição axiomática dos operadores elementares da MM, assim como, 
a representação construtiva da dilatação. Na última parte deste capítulo, apresentamos formas de 
construção de um operador a partir de outros e estudamos as propriedades que são preservadas nestas 
construções. Mostramos também que as classes dos operadores elementares formam reticulados comple-
tos. 

No Capítulo 4, estruturamos o domínio dos operadores como um grupo Abeliano. Essa estrutura per-
mite definir a operação de translação e, consequentemente, a classe dos operadores invariantes por trans-
loção (ii). Introduzimos também as noções de adição e subtração de Minkowski e verificamos que os 
operadores elementares i.t_ podem ser descritos explicitamente em termos dessas operações. Para aprovei-
tar as propriedades interessantes dos operadores i.t. e evitar os efeitos de borda indesejáveis que eles podem 
apresentar em certas condições práticas, definimos ainda a classe dos operadores condicionalmente in-
variantes por translação. 

No Capítulo 5 voltamos a estudar os operadores elementares definidos no Capítulo 3 em toda a sua 
generalidade. Dentro desse contexto introduzimos a noção de dualidade entre dilatações e erosões como 
uma correspondência um para um entre o conjunto das dilatações e o conjunto das erosões. Exemplifica-
mos este conceito apresentando duas das mais importantes dualidades conhecidas: aquela baseada na es-
trutura de reticulado completo e aquela baseada na estrutura de reticulado completo Booleano. A partir 
da primeira, deduzimos também uma caracterização para as erosões a partir da caracterização para as dila-
tações apresentada no Capítulo 3. 

No Capítulo 6 introduzimos duas novas classes de operadores: as aberturas c os fechamentos,que ocu-
pam um papel fundamental na área dos filtros morfológicos. Primeiramente, apresentamos as noções de 
aberturas e fechamentos algébricos. Em seguida, apresentamos os casos particulares das aberturas e dos 
fechamentos morfológicos. Finalmente, estudamos as aberturas e fechamentos i.t. e apresentamos o teore-
ma de Matheron para as aberturas e fechamentos, que estabelece uma forma construtiva para a represen-
tação de aberturas e fechamentos algébricos, respectivamente, em termos de aberturas e fechamentos mor-
fológicos. 

No Capítulo? apresentamos a teoria da Topologia Digital, que estuda a aplicação das noções definidas 
em Topologia sobre imagens binárias. A partir da noção de espaço morfológico, que se apresenta como 
uma simplificação da noção de espaço topológico, introduzimos alguns conceitos básicos de Topologia 
Digital, tais como conexidade, ponto isolado, bordas, árvores de adjacência, homotopia, etc. 

No Capítulo 8 mostramos que a MM pode ser entendida como uma linguagem formal para a descrição 
de operadores: a Linguagem Morfológica. A partir da caracterização da MM como uma linguagem formal 
conceituamos uma Máquina Morfológica como um a implementação particular da Linguagem Morfológi-
ca. Assim, um programo em uma Máquina Morfológica corresponderá a uma frase da Linguagem Mor-
fológica. Finalmente, discutimos a arquitetura de uma Máquina Morfológica típica. 

No capítulo 9 apresentamos um conjunto de programas para Máquinas Morfológicas (i.e., operadores 
da MM) que tem sido usados intensivamente para solucionar problemas de Análise de imagens: a Caixa 
de Ferramentas da Morfologia Matemática. Esses programas são organizados hierarquicamente confor-
me o número de chamadas que fazem a programas que representam operadores elementares. Uma coleção 
de exemplos de aplicação ilustram o efeito dessas ferramentas a imagens reais. 



Capitulo 2 

Álgebra e imagens binárias 

Em Análise de Imagens, os objetos mais simples que manipulamos são as imagens binárias. Estas imagens 
são representadas matematicamente por subconjuntos ou, de maneira equivalente, por funções binárias. 
Nos seus primórdios, a Morfologia Matemática era usada para estudar o relacionamento entre os meios 
porosos e sua permeabilidade [Mather67, Serra82]. Neste caso, os objetos considerados eram os grãos, 
que eram representados matematicamente por subconjuntos do espaço Euclidiano de 2 ou 3 dimensões. 

Neste capítulo, apresentamos as duas estruturas matemáticas apropriadas para descrever as imagens 
binárias e suas operações: a álgebra de Boole e o reticulado completo. Para falar da equivalência entre os 
subconjuntos e as funções binárias, apresentamos também a noção de isomorfismo. 

As noções de reticulado completo e isomorfismo, apresentadas neste capítulo, serão usadas também 
para descrever outros conjuntos de interesse nos próximos capítulos. 

2.1 Subconjuntos versus funções binárias 

Nesta seção, vamos mostrar a equivalência entre subconjuntos e funções binárias. 

Seja E um conjunto não vazio. Um elemento genérico de E é denotado s. Temos então x E E. Uns 
subconjunto de E é denotado genericamente por X. A coleção de todos os subconjuntos de E é denotada 
5) (E). Temos então X E 5)(E). 

Definição 2.1 (função binária) —Uma função binária definida sobre E é um mapeamento de E em (0,1 }, 
isto é, para cada elemento de E a função binária toma um único valor O ou I. 

Urna função binária definida em E é denotada genericamente por 

f : E 	(O, l). 

O conjunto de todas as funções binarias definidas em E é denotado 10, I } E. Temos então f E {O, 1)E. 
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Denota—se por f(x) o elemento de (0,1) associado ao ponto x de E através de f O conhecimento de 
f(x), para todo x em E. define sem ambigüidade a função f que passe então a ser denotada 

f : x f(x). 

O gráfico de uma função é o conjunto de todos os pares (x, f (x)). O gráfico de uma função f indica qual 
é o valor tomado porfem cada ponto x de E. A Figura 2.1 mostra o gráfico de uma função binitiaf particu- 

ffi x  par (x, O) 

dx  par (x, 1) 

Fig. 2.1 — Gráfico de uma função binária. 

lar. Nesta figura, os elementos de E estão representados por pontos pretos, os pares (x, O) estão representa-
dos em cinza e os pares (x, 1) em branco. 

Ao nos referirmos ao gráfico de urna função usaremos, quando não houver inconveniência, simples-
mente a palavra função a qual ele é equivalente. 

A fim de estabelecermos formalmente a equivalência entre as noções de função binária e de subcon- 
junto, precisamos definir as noções de suporte de uma função e de função indicadora de um subconjunto. 

O suporte del função f E (0,11 E, denotado suporteW, é o subconjunto de E dado por 

suporte(f) = (x E E: f(x) A 0). 

Afunção indicadora de um subconjunto X E T(E), denotado /x, é a função de E em {O, 1 } dada por 

íi se x E X 
/x(x) (x E E). 

O caso contra no 

 Figura 2.2 mostra um exemplo de um subconjunto X (conjunto dos pontos pretos na área cinza) e 
de uma função binária f Neste exemplo, a função binária f coincide com a função indicadora de X e, por 
sua vez, X coincide com o suporte de f 

Proposição 2.1 (relação entre subconjuntos e funções binárias) — O mapeamento de 9(E) em (0,1) E  

X 1-*  x 

é uma bijeção, seu inverso é 

f suporteW. 

Prova — Em primeiro lugar, para todo X em 9(E) e x em E, temos 

x E suporte(1 x) ce• T x (x) O 	 (definição de suporte) 

/ x(x) = 1 	 (propriedade das funções em (0,1( E) 

x G X, 	 (definição de função indicadora) 
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em outros termos, para todo Xem T(E),suportg(1 g) = X. Isto prova que o mapeamento 	1 x é injetor. 

Em segundo lugar, para todo f em (0,1 ) 2  e x em E, temos 

isuportow(x) .= taxe suporte°, 	 (definição de função indicadora) 

f(x) O 	 (definição de suporte) 

f(x) = 1, 	 (propriedade das funções binarias) 

isto é, / suporteto(x) = f(x), 

em outros termos, para todo f em (0,1 } 5, I „pode®= f. Isto prova que o mapearnento 	/ré sobrejetor 

e, consequentemente. uma bijeção. 	 O 

x 	 1, 

suporte(J) 	 f suporte(?) 

Fig. 2.2 — Função indicadora e suporte. 

A Proposição 2.1 mostra que existe uma correspondência um por um entre 9(E) e (0, 1( E. A Figura 
2.3 ilustra este resultado. 

Uma imagem em preto e branco ou imagembinária definida numa grade E, formada por seus elemen-
tos de imagem ou pixels é, então, convenientemente representada tanto por um subconjunto de E quanto 
por uma função binária de E em (O, 1). 

No caso de uma representação por um subconjunto, a imagem binária é assimilada ao subconjunto X 
dos elementos a de E que representam a posição dos pixels brancos. Por abuso de linguagem, o subcon-
junto X é então chamado de imagem. 

No caso de uma representação por uma função binária a imagem é assimilada à função bináriaf de E 
em (O, 1), que toma o valor O nos elementos x de E que representam aposição dos pixels pretos e o valor 
1 nos elementosx de E que representam a posição dos pixels brancos. For abuso de linguagem, a função 
bináriafé, então, chamada de imagem e para todo x em E, o par (x,f(x))é chamado de mirei da imagem 
ixéa posição do pire] e f(x) é seu valor. 

O subconjunto X e a função binária f da Figura 2.2 são representações matemáticas equivalentes da 
imagem binaria mostada na Figura 2.4. 
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T(E) (0,1JE 

Fig. 2.3 — Bijeção entre os subconjuntos e as funções binárias. 

Do ponto de visto cornputacional, a representação por um subconjunto é realizada através de uma lista 
de posições x cujos ponteiros não têm nenhum significado particular, enquanto a representação por uma 
função binária é realizada através de uma lista de valores f(x) cujo ponteiro tem o significado de posição 

Dependendo da proporção de pixels brancos na imagem, pode—se preferir uma representação ou outra 

A representação por subconjuntos é conveniente para imagens cuja proporção de pixels brancos é alta, 

enquanto a representação por funções binárias é conveniente para imagens com esta proporção baixa. 

2.2 Álgebras de Boole dos subconjuntos e das funções binárias 

Amanipulação de imagens binárias é convenientemente descrita pelas operações encontradas na estrutura 

de Álgebra de Boole. 

A coleção T(E) de todos os subconjuntos de E provida das operações habituais de união, interseção 

de subconjuntos e complementação de subconjunto fonna UMIlálgebradeBoole denotada (T(E),u, n, 5. 
Em outros termos, estas operações verificam os axiomas abaixo [BirLan65, p. 258]. 
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Para todo subconjunto A, fi e C em T(E), 

AUA = A e AFIA =A 

AUB = BUA e MIE = BCIA 

(AU B)UC = AU(BUC) e (Ana)nc=Anumc, 
AU(Af1B) = A e ANAUB) = A 

AU(1311C)= (AUB)I1(AUC) e A.0(BUC)= (AnB)u(Anc) 

(idempotência) 

(comutatividade) 

(asso natividade) 

(absorção) 

(distributividade) 

existem dois subconjuntos O e 1 em 9(E) tais que 

A U O = OUA = A e Aíll =111A = A 	 (identidade) 

Ano =onA =o e AUI =IUA -= 1 	 (lei dos nulos) 

ACUA = ALIA' = I e A' nA = AnAC = 0. 	 (complementaridade) 

Os elementos O e 1 chamados de elementos nulos ou neutros são, respectivamente, os elementos 0 e 
E de g) (E). 

As operações de união ( V), interseção ( A) e complementação ( -) entre funções binárias são 
construídas a partir das definições de união ( V ), interseção ( A ) e complementação ( -) entre os elemen-
tos de (0, 1), dadas nas Tabelas 2.1 e 12. 

Tabela 2.1 - DEFINIÇÃO DE UNIÃO E INTERSEÇÃO. 

a b aVb aAb 

o o ' 	o o 
O 1 1 O 

1 O 1 O 

1 1 1 1 

Tabela 2.2 - DEFINIÇÃO DE COMPLEMENTAÇÃO. 

a 	-a 

O 	1 

1 	O 

Definição 2.2 (união entre duas funções binárias) - Sejam f 1  e f2  duas funções binárias definidas em E. 

A união das funções binárias fi  e f2  é a função binária definada em E, denotada fi  V f2  e dada por 

(ti V f2)(x) = ft(x) V f2(x) (x E E). 

A operação de união entre duas funções binárias, denotada V, 60 mapeamento dado por 

(fi,f2)fi Vfz o 
A Figura 2,6 mostra a união fl  v f2  das funções f, e f2  da Figura 2.5. 

AFigura 2.7ilustra, através de um bloquinho, a operação de união entre duasfunções binárias e o resul-
tado obtido em termos de imagens binárias. 
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Fig. 2.5 - Duas funções binarias. 

f, v f, 

Fig. 2.6 - União de duas funções binárias. 

Definição 2.3 (interseção entre duas funções binárias) - Sejam f i  e f2  duas funções binárias definidas 
em E. A interseção das fimçães binárias fi e f2 é a função binaria definada em E, denotada fl  A f2  e dada 
por 

(f, A f2)(x) 	(x) A f2(x) (x 	E). 

A operação de interseção entre duas funções binárias, denotada A, é o mapeamento dado por 

(1.112) '->fl A fr 
A Figura 2.8 mostra a interseção f i  A f2  das funções fi  e f2  da Figura 2.5. 

A Figura 2.9 ilustra, através de um bloquinho, a operação de interseção entre duas funções binárias 
e o resultado obtido em termos de imagens binárias. 

Definição 2.4 (complementação de uma função binária) - Seja f uma função binária definida em E. O 
complemento da função binária fé a função binária definada cai E, denotada f e dada por 

(— f)(x) = f(s) (x E E). 

A operação de complementação de função binária, denotada —, é o mapeamento dado por 

f 	 o 
A Figura 2.10 mostra o complemento — f da função f da Figura 2.1. 

A Figura 2.11 ilustra, através de um bloquinho, a operação de eomplementação de urna função binária 
e o resultado obtido em termos de imagens binárias. 
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FE 

I A 
1..■• 	f, v f 

ti 
Hg. 2.7 — Operação de união entre duas funções binárias. 

A A I2 

Fig. 2.8 — Interseção de duas funções binárias. 

Proposição 2.2 (álgebra de Boole das funções binárias) — O conjunto (0,1 ) E  das funções binárias pro-
vido das operações de união, interseção e complementação forma uma álgebra de Boole, denotada 
((0,1) E, V, A, —). 

Prova — O conjunto (0,1 ) provido das operações de união, interseção e complementação, definidas nas 
Tabelas 2.1 e 2.2,6 uma algebra de Bode, onde° e I são os elementos nulos. Pelo Teorema de Huntington 
[Birkho67, p. 44], basta verificar que para todo a,b e c em (0,1}, 

a A b = ((— a) V (— b)) 

aVb=bVa 

a V (b V c) = (a V b) V c 

(a A b) V (a A (— b)) = a. 
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Assim, todos os axiomas da álgebra de Boole são verificados pelos elementos de (0,1). Pelas Defi-
nições 21- 2.4, os axiomas da álgebra de Boole são também, por herança, verificados pelos elementos 
de (0,1} E. 

Os elementos nulos de ({0,1} E, V, A, ) Sk as funções O : x O e 	xl-> 1. 

Fig. 2.9 - Operação de interseção entre duas funções binárias. 

Fig. 2.10 - Complemento de uma função binária_ 

Proposição 2.3 (isomorfismo entre álgebras de Boole) -A álgebra de Bode dos subconjuntos de E e a 
álgebra de Boole das funções binarias definidas em E, são isomorfas. Em outros temos, X1-■ i,, é um 
isomorfismo entre álgebras de Boole, isto é, X •-• I x  é uma bijeção e para todo A e Bem 9 5 (E), 

1A 1iB= IA  V l a  

1ARB = 1 A A JB 
/ A , = 'A' 
	 C 

Prova - Pela Proposição 2.1, X 1- ■ I x é uma bijeção. Basta, então, verificar as 3 igualdades do enunciado. 
o 
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Fig. 2.11 — Operação de complementação de uma função binária. 

Exercício 2.1 (prova da Proposição 2.3) — Usando as definições de função indicadora, e das operações U 
e V , prove a primeira igualdade do enunciado da Proposição 2.3. 

Como consequência da Proposição 2.3, temos também que, para todo f e g em (O, 1) E, 

suporte(f V g) = suporte(f)Usuporte(g) 

suporte(f A g) = suporte(j) n suporte(?) 

suporte( — J) = (suporte(f)r. 

A Proposição 2.3 indica que as operações de união, interseção e complementação podem serefeituadas 
indiferentemente no domínio dos subconjuntos ou das funções binárias. 

Combinando a operação de interseção e a de complementação, define—se a subtração habitual entre 
subconjuntos. A diferença entre os subconjuntos A e 8 de E. denotada A — B, é o subconjunto A fl B`. 

Define—se também uma subtração equivalente entre duas funções binárias em {O, 1 } E , 

Definição 2.5 (subtração entre duas funções binárias)— Sejam fie  f2  duas funções binárias definidas em 

E. A diferençadasfunções binárias f, e f 2 é a função binária definada em E, denotada f1  — f2  e dada por 

—f2 =f, A (— f2) • 

A operação de subtração entre duas funções binárias, denotada —, é o mapeamento dado por 

O 

A Figura 2.12 mostra a diferença f 2  fi  entre as funções f2  e fi  da Figura 2.5. 

A Figura 2.13 ilustra, através bloquinhos, a operação de subtração entre duas funções binárias e o resul-
tado obtido em termos de imagens binárias. 

Exerdcio 2.2 (equivalência entre a subtração entre subconjuntos e a subtração entre funções 
binárias) — Usando as definições de — e —, e a Proposição 2.3, mostre que, para todo A e B em T(E), 

ia —n = 	• o 

A subtração entre duas imagens binárias é Mil para comparar duas imagens como será visto na Seção 
2.4. 
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Fig. 2.12 — Diferença entre duas funções. 

Fig. 2.13 — Operação de subtração entre duas funções binárias. 

2.3 Extensão das operações de união e interseção 
As operações de união e interseção entre dois subconjuntos estendem—se para famílias de subconjun- 

tos. 

Seja ! um conjunto, cujos elementos serão chamados de índices e serão representados genericamente 
port. Seja (Mei, ou simplesmente (A i), quando não houver dúvida sobre o conjunto de índices, uma 
família de elementos de TA com índices em !. Una família (A,) é um mapeamento de /em 

A união da família dos subconjuntos A i éo subconjunto de E denotado U A i e definido por 
i E / 

U A i = (x E E:3i E I, x E A i }. 
i E/ 
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Se / for vazio então UA 1  = 0. 
lei 

O mapeamento (Apl. u A é a operação de união entre os elementos de unia família de subconjun-
i E 

tos. 

Da mesma maneira, a interseção da familia dos subconjuntos A ;  é o subconjunto de E denotado n A i  
i E 

e definido por 

n  A i  = 1x E E: Vi E /, x E A i ). 
i 	I 

Se ! for vazio, então n A = 
i E / 

O mapeamento (A 1) ,-+ n A i é a operação de interseção entre os elementos de uma família de sub-
i E I 

Conjuntos. 

As operações de união e interseção de duas funções binárias estendem—se da mesma forma para 
famílias de funções binárias. 

Seja (as) uma família de elementos de (0,11 com índices em L A união da família dos elementos ai  

é o elemento de (0,1) denotado V  ai  e definido por 
i E I 

1 se 3i E I, ai  = 1 
V ai = 

i E I 	O caso contrário. 

Se 1 for vazio, então \,/ ai = 0. 
i E I 

O mapeamento (a) 	\I a i  é a operação de união entre os elementos de uma família de O e 1 eé 
i E / 

denotada v . 

Da mesma maneira, a interseção da família dos elementos ai  é o elemento de {O, 1) denotado 

A ai  e definido por 
i E .1 

1 	se Vi EL a i  = 1 

i E .1 	0 	caso contrário. 

Se / for vazio então A a1 — 1. 
i E I 
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O mapeamento (a) ■• A ai  é a operação de interseção entre os elementos de uma família de O e 1 
i 

e é denotada A . 
Exemplos importantes de famílias de elementos de (O, I ) são as próprias funções binárias. Neste caso, 

a união e a interseção de uma função binária f. isto é, respectivamente, 

V f(x) e A f(,) 
E E 	x E E 

são indicadores (valem ti ou 1) que servem para testar se f é um elemento nulo da álgebra de Boole 

((O. I } F, V, A, —). Temos 

f=Oc• V f(x) .= O e f=1<é• A f(x)= 1. 
x E E 	 x E E 

A Figura 2.14 ilustra as operações de união e interseção de uma função binária/1 

FIE e 
1 	 v fio 	 1 	 \I f(x) 
I f  

111:10 	 
1 	 0 	 o 

Fig. 2.14 — Operações de união e interseção de uma função binária. 

Definição 2.6 (união de uma famila de funções binárias) — Seja (f i) urna família de funções binárias de 

(O, 1) E , com índices em 1, A união ela faini7ai de funções fi e a função binária de 10,1) E , denotada \,/ f 
l ei  

e definida por 

( V ARA = V A(A (x e E). 
iEl 	iEl 
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O mapeamento (h) 1-.) V héa operação de união entre os elementos de uma família de funções 
i E 

binárias. 

Se /for vazio então V héa função binária constante xi-t O. 
l ei  

Definição 2.7 (interseção de uma famfia de funções binárias) -Seja (f) uma família de funções binárias 
de {0,11 E, com índices em L A interseção da família de fitnções fé a função binária de (0,1 ) E  denotada 

Afi e definida por 
i E / 

( A fim A f ax) (x E E). 
g 

 
ei / 

	

O mapeamento (h) 	A hé a operação de interseção entre os elementos de uma família de funções 
i E 

binárias. 

Se /for vazio, então A héa função binária constante xl-) 1. 
lei 

Proposição 2.4 (absorção generalizada) - Seja (fi) uma família de funções binárias de (0,1) E, com 
índices em L Para todo k E /, 

	

fi) A h =.4 	( A fi) v fk = .4 • 	 o 
i E / 	 lei  

Prova - Para todo k E / e todo x em E. 

fk(x) = 1 et. (3i E I, fax) = 1) e fk(x) = 1 	 (i = k) 

▪ ( V fi(x) = 1) e fk(x) = 1 
i 

(definição da união de uma família de elementos de (0,1)) 

( V f i(x)) A fk(x) = 1 	 (definição da interseção em {O, 1)) 
i E / 

" ( V p(x) A fk(X) = 1 
l e i  

(definição da união de uma família de elementos de {O, 1} E) 

▪ (( V fJ A f(x) = 1, 	 (definição da interseção em (0,1) E ) 
E / 

isto é, fk(x) = (( V f) A fk)(X); em outros termos, para todo k E I, 
iE I 

fk = ( V fi) A fk• 
lei 
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Usando um raciocínio similar, prova-se também que, para todo k E I, 

fft = (A ft) V fk • 
iEl 

Proposição 2.5 (distributividade generalizada) - Seja (4) uma família de funções binárias de (0,1 } E  

com índices em [Para todo g E (0,1) E, 

(V fs) A 8 = V (fi 11/4  g) c ( A )1) v g= A (fiv g). 	 Cl 
i E / 	 i E / 	 i E / 	 i E / 

Provo -Para todo g E (0,1) E  e para todo x em E, 

(( V .1 .() A g)(4 = I 4» ( V fi) (X) A 8 (X) = I 	 . 
(El 	 ( C l  

(definição da interseção em (0,1) E) 

• ( V fi(X)) A g(x) = 1 
i E / 

(definição da união de uma família de elementos de {0,1) E) 

• ( V Mx» = 1  c g(x) = 1  
(El 

(definição da interseção em 10.1)) 

• (3i E 1, f ,(x) = I) e g(x) = 1 
(definição da união de uma família de elementos de {0, 1 }) 

a 3i E /, (fax) = 1 e g(x) = 1) 	 (equivalência lógica) 

a 3i E 1, fi(x) A g(x) = I 	(definição da interseção em (0,1 }) 

al  V 01(4 A g(z)) = 1 
i E I 

(definição da união de uma família de elementos de (0,1)) 

• V 01 A Sfiz) = 1 	(definição da interseção em (0, 1} E) 
i E / 

( V (f A 2f))(x) = 1 , 
i E 

(definição da união de uma família de elementos de (0,1) E) 

	

isto é, (( V fi) A g)(z) = ( 	(fiA g))(x). Em outros termos, para todo g E (0,1) E, 
i E I 	 iEl 

DAS =  V (fiA g). 
lel 	 iEl 
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Usando um raciocínio similar, prova—se também coe, para todo g E (0,1) 2, 

(A.ovg= A (fi \( 8). 
LE I 	 i E I 

2.4 Reticulados dos subconjuntos e das funções binárias 

O primeiro conceito fundamental em Morfologia Matemática é o de relação de ordem parcial. No caso 
dos subconjuntos usa—se a relação habitual de inclusão. Esta relação permite a comparação de certos sub-
conjuntos entre si. 

A coleção 9)(E) de lodosos subconjuntos de E provida da relação de inclusão ( C) forrna um conjunto 
parcialmente ordenado, denotado (95(E), C). Em outros termos, esta relação verifica os três axiomas 
abaixo de uma relação de ordem. 

Para todo subconjunto A, E e C em 

A C A 	 (reflexividade) 

AC/3 eBCA 	A = B 	 (anti—simetria) 

ACE eBCC 	ACC. 	 (transitividade) 

A comparação entre certas funções binárias se faz em termos de uma relação construída a partir da 
definição da relação 5 entre os elementos de (0,1 }, dada na Tabela 2.3, onde 1 significa que a relação 
é "verdadeira" e O que ela é "falsa". A Tabela 2.3 dá também a definição da relação =. 

Tabela 2.3 — DEFINIÇÃO DAS RELAÇÕES BINÁRIAS. 

a b a= b 
,_ 

a S b 

O O 1 1 
O 1 O 1 
1 	" O O - 	 O 
1 1 1 1 

Definição 2.8 (relações entre duas funções binárias) — Sejam f i  e f2  duas funções binárias definidas em 
E. A função binária fi  é igual à função binária f2 , denota—se f1  = f2 , se e somente se, para todo x em 
E, fi(x) = f2(4, isto é, 

= f2 	(ft(x) = f2(x) (x E E)). 

A fruição binária f 1.  é menor que a função binária f2 , denota—se fi  5 f2 , se e somente se, para todo 
x em E, f i (x) f2(x), isto é, 

f 2 « (f,(x) 5  1-2(x) (x E E». 
A relação -= entre funções binárias é chamada de relação de igualdade. A relação 5 entre funções 

binárias é chamada de relação "menor que" 

A relação "menor que" é dita obtida por ordenamento punmal. 



22 
	

CAPÍTULO 2. ÁLGEBRA E IMAGENS BINÁRIAS 

A Figura 2.15 mostra duas funções comparáveis no sentido que a relação "menor que", aplicada aestas 
duas funções, é verdadeira. As funções f f  e f2  da Figura 2.5 não sâo comparáveis, mas as funções !1  A f2 
e fi  v h (representadas na Figura 2.15) são comparáveis. 

Fig. 2.15 — Duas funções binárias comparáveis. 

As Figuras 2.16 e 2.17 ilustram. através de bloquinhos, a comparação entre funções binárias e os resul-
tados obtidos em termos de imagens binárias. For convenção, 1 na saida de um bloquinho significa que 
a relação é "verdadeira" e O que ela é "faça". 

Fig. 2,16— Relação de igualdade entre funções binárias. 

Proposição 2.6 (conjunto parcialmente ordenado das funções binárias) —O conjunto 10,1 }E das funções 
binárias definidas em E, provido da relação "menor que" forma um conjunto parcialmente ordenado, 

denotado (10,1 ) E, 5 ). 	 C 

Prova — O conjunto [0, 1) provido da relação 5 definida na Tabela 2.3 é um conjunto parcialmente orde-
nado. Basta verificar que esta relação satisfaz os três axiomas de uma relação de ordem. Isto é feito nas 
Tabelas 2.4 — 2.6. 
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Então, para todo f,gehem {O, 1)E e todo x E E, 

f(x) f(x) 

f(x) 5 8(4 e g(x) f(x) 	f(x) g(x) 

f(x) g(x) e g(x) s h(x) 	f(x) S h(x). 

Isto é, pela Defmição 2.8, a relação "menorque" satisfaz também, por herança, os três axiomas de uma 
relação de ordem. 	 O 

Fig. 2.17 - Relação "menor que" entre funções binárias. 

Tabela 2.4 - PROVA DA REFLEXIVIDADE. 

a aSa 

O 	1 

1 	1 

Tabela 2.5 - PROVA DA ANTI-SIMETRIA, 

a b a s b 1,5a a5bebSa a= b a5bebSaa=b 

O O 1 1 1 1 1 

01 1 O O O 

1 O O 1 O O 1 

1 1 1 1 1 1 1 
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Tabela 2.6 —PROVA DA TRANSITIVIDADE. 

a b c asb bsc asbebsc asc asbebsc=>asc 

O O O 1 1 1 1 

O O 1 1 1 1 1 

O 1 O 1 O O 1 1 

O 1 1 1 1 1 1 1 

1 O O O 1 O O 1 

O 1 O 1 O 

1 1 O 1 O O O 1 

1 1 1 1 1 1 1 

Proposição 2.7 (consistência entre álgebra de Boole e conjunto parcialmente ordenado) — Para todo f e 

g em (0,1) E, as seguintes proposições são equivalentes 

(1) f 5 g 

(2)fVg=g 

(3) JÁ g = f 

(4) (-- f) V g 	1 

(5) f (— g) = O 

(6) f s = O. 	 O 
Prova —Vamos provar que (1) e (2) são equivalentes. Na Tabela 2.7 prova—se que, para todo a e b em 

(0,1 ),a5b 4> a V b b. Então, para todof e g em 10, 11 E  e todo x E E. 

f(x) 	g(x) =t• f(x) V g(x) = g(x). 

Isto é, pelas Definições 2.2 e 2.8, para todo f e g em (0,1) E, 

fSg ofVg=g. 

Vamos provar que (2) e (3) são equivalentes. Supondo que f V g = g, para todo f e g em { 0,1} E , 

f = fAVV 	 (absorção) 

= f A g , 	 (hip6tese f V g = g) 

isto é, f V g = g 	f Ag= f. 

Supondo que f A g = f, para todo f e 8 em (0,1)E, 

8 = (f A 8) V 8 	 (absorção) 

= f V g, 	 (hipótese f A g = f) 

istoé,fVg=gfAg=f. 

Vamos provar que (3) e (4) são equivalentes. Supondo que f A g = f, para todo f e g em (0,1 ) E, 

1=(— .DV f 	 (complementaridade) 

=(—ftV (f A g) 	 (hipótese f A g =fl  
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= (e-  ./9 V .f) A ((— 79 V 8) 	 (distributividade) 

.= / A ((— J) V g) 	 (complementaridade) 

= (— f) V g, 	 (identidade) 

isto é,fAg=f( — f)Vg=1. 

Supondo que ( — J) V g = I, para todo f e g em (0,11 E, 

	

f = f I) 1 	 (identidade) 

= f A ((-J) V g) 	 (hipótese ( - p v g = 1) 

.= (f A (- f)) V (f A g) 	 (distributividade) 

=0V(f Ag) 	 (complementaridade) 

= f A g, 	 (identidade) 

	

isto é, f A g .r. f 	( — f) V g = I . 

A prova da equivalência entre (2) e (5) é similar a prova anterior. 

Finalmente a prova da equivalência entre(S) e (6) decorre da Definição 2.5. 	 Cl 

Tabela 2.7 — PROVA DA CONSISTÊNCIA. 

a b a5b aVb aVb=b asboaVb=b 

O O 1 O 1 1 

011 I 1 1 

O O 1 O 1 

1 1 1 1 1 1 

Exercício 2.3 (conservação da relação de ordem) — Usando a Proposição 2.7, mostre uma das duas pro-

priedades abaixo. Para todo f,g e hem (0,1) E, 

fSg=>fVhSgVh 

f5g=:•fAh5gAh. 

Exercício 2.4 (involução e leis de Morgan) —Usando a Proposição 2.7 e os axiomas apropriados de álge- 
bra de Boole e de relação de ordem, mostre uma das duas propriedades abaixo. Para todo f e g em 10,1} E, 

- f = f 	 (involução) 

- V R) = (- A (- g) e - A = (- A V (- 8) 	 (lei de Morgan) 
o 

Exercício 2.5 (antitonia) — Usando a Proposição 2.7 e a lei de Morgan, mostre que, para todo f e g em 

(0,1) E, 

f 5 g o (- g)5(-J). 	 (antitania) 
o 

Pela Proposição 2.7 e pela definição de união de uma função binária, temos uma definição equivalente 

para a relação "menor que" ( 5) entre funções binárias: para todo f e g em {O, I }E, 

f s c> V (f 8)(4= o. 
xEE 



26 	 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRA E IMAGENS BINÁRIAS 

Adotando a convenção que 1 significa que a relação "menor que" ( 5) é "verdadeira" e O que ela é 
'falsa", a expressão acima é equivalente à expressão abaixo 

= V 	8)(A- 
seE 

A Figura 2.18 ilustra o algoritmo para testar se duas funções binárias são comparáveis. Este algoritmo 
é derivado da igualdade acima. 

(f5 g) 

V 

Fig. 2.18 — Algoritmo de teste de comparabilidade entre funções binárias. 

Finalmente, usando as propriedades de reflexividade e de anti—simetria da relação "menor que" ( 5), 
temos uma definição equivalente para a relação de igualdade ( = ) entre funções binárias: para todo f e g 
em {0,1 ) 5, 

f=g pfSgegSf. 

Adotando a mesma convenção (1 para "verdadeiro" e O para "falsa"), a expressão acima é equivalente 
a expressão abaixo 

= g) = (7` g) A (g f). 
A Figura 2.19 ilustra o algoritmo para testar se duas funções binárias são iguais. Este algoritmo é deri-

vado da igualdade acima. 

Exercido 2.6 (propriedade da união e da interseção de uma família de funções binárias) — Seja (fi) uma 
família de funções binárias de (0,1) E, com índices em/. Usando as Proposições 2.4 e 2.7, prove que, para 
todo k E 1, 

V fi 	Afi fk • 
L EI 	E I 

Vamos agora introduzir uma estrutura algébrica, extremamente importante em Morfologia 
Matemática, a de reticulado completo, intoduzida por G. Birkhoff em 1933. 
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1:11 1..3 	 

'Pállorl 
(f = g) 

Fig. 2.19 — Algoritmo de teste de igualdade entre funções binárias. 

Seja % uma subcoleção não vazia de 95 (E) e A um elemento de 9(E), O elemento A é um !imitante 
superior (Is.) de $ (em T(E)) se e somente se A E 9(E) eX c A para todo X E %. O elemento A é um 
!imitante inferior (1.0de S, (em T(E)) se e somente se A E 9(E) eA C X para todo X E %. 

Por exemplo, para qualquer subcoleção de T(E), Eé um limitante superior e 0 é um limitante inferior. 

Se % for vazio, então qualquer elemento de T(E) (inclusive o subconjunto vazio) é um limitante supe-
rior e inferior de %. 

A Figura 2.20 (resp. 2.21) mostra, através de um diagrama de Venn, um subconjunto A que é um limi-
tante superior (resp. inferior) da subcoleção % contendo os subconjuntos X I  e X2. 

Fig. 2.20 — Limitante superior de dois subconjuntos. 

Pela anti—simetria da inclusão, existe no máximo (mas pode não existir) um limitante superior (resp. 
inferior) de %em W. Quando este limitante superior (resp. inferior) existir ele é chamado de maior (resp. 
menor) elemento de S. 
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Fig. 2.21 — Limitante inferior de dois subconjuntos. 

A subcoleção 96 contendo os subconjuntos X, e X2 das Figuras 2.20e 2.21 não possui nem maior nem 

menor elemento. A coleção T(E) possue um maior elemento que é E e um menor elemento que é 0. 
Seja X um elemento de uma subcoleção %. Se Y é o maior elemento de %, então Y C X implica que 

Y = X (pois, pela definição de maior elemento, XE 	XC Y). Se Yé o menor elemento de %, então 

X C Y implica que Y = X (pois, pela definição de menor elemento, X E 	11  C X). 

Com todos os ingredientes acima, podemos agora introduzir dois conceitos de destaque que servirão 

na definição de reticulado completo. 

O supremo de (em T(E)), denotado sol, é, se existir, o menor dos [imitantes superiores de l£ em 

95(E). Em outros termos, para todo Yem T(E) 

Y 1.s. de 'I <> supW C Y. 

O ínfimo de % (em Us(E)), denotado inf, é, se existir, o maior dos limitantes inferiores de em T(E). 
Em outros termos, para todo Y em 95 (E) 

Y Li. de %.=, Y C infr 

O supremo de 0 é o menor elemento de 9)(E). isto é, 0. O ínfimo de 0 é o maior elemento de 5,(E), 
isto é, E. Em outros termos, sup0 = 0 e infil = E. 

No caso de ser a subcoleção contendo dois subconjuntos X, e X2  o supremo de é o subconjunto 

X, U X2  e o ínfimo é o subconjunto X, n X2. 

Exercício 2.7 (propriedade do maior e do menor elemento de um conjunto) — Mostre que, para todo 

C IP(E) e A E 95(E), A ê o maior (resp. menor) elemento de 96 se e somente se A = sup% (resp. 

A = infra e A E %. 

Exercício 2.8 (propriedade do supremo e do ínfimo) — Mostre que, para todas subcoleções 	e 'W2  de 

95A, 
11 1  C 11,2 	sup%, C sup 2  e inf962  C ina, . 

O conjunto parcialmente ordenado (T(E), C) provido das operações habituais de união e interseção, 

estendidas às famílias em g)(E), forma um reticulado completo. Em outros termos, para todo conjunto de 
indices /, estas operações verificam os dois axiomas abaixo [Szász71, p. 50]. 
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Para toda família (A ,),C, de subconjuntos de E, 

U AI = suP-41 e n Ai= inf-41 ,  
iE/ 	 iE/ 

onde .Al é a imagem de / através da família (A,),,,  isto é, 

= {Á E (E): 3i E l, A,= A}. 

De uma maneira equivalente, podemos dizer que o conjunto parcialmente ordenado (9 5(4 C) é um 
reticulado completo porque toda subcoleção de ,(E) possue um supremo e um ínfimo. 

O conjunto parcialmente ordenado (I 5 (E), C) possue um maior elemento que é E e um menor ele-
mento que é 0. 

Proposição 2.8 (reticulado das funções binárias) — O conjunto parcialmente ordenado ({0, 1}E, 5) das 
funções binárias definidas em E, provido das operações de união e interseção, forma um reticulado com-
pleto. Em outros termos, para todo conjunto de indices /, estas operações verificam os dois axiomas 
abaixo. 

Para toda família Mei  de funções binárias em (0,1 ) E, 

Vf1sup 51 e A = infSh  
EI 	 iEl 

onde 5,6 a imagem de/através a fiunfiia (f) ;ei, isto é, 

= E (E) : 3i E l, f, = 

De uma maneira equivalente, o conjunto parcialmente ordenado (10,1 / E, 5) é um reticulado com-
pleto porque todo subconjunto de (0,1 / E  possue um supremo e um ínfimo. 	 O 

Prova — Seja (fi) uma família de funções binárias em (O, 1 } E  com índices em /. Para todo g E { O, 1 }E 
em primeiro lugar, 

g is, de 5/  eg• Vi E I, f 5 g 	 (definição de Is, e de T i) 

Vfi= VViA8) 
(El 	iEl 

V fi= (V f0A8 
iEl 	iEl 

a (V DS8; 
iEl 

em segundo lugar, 

( V f ;) 5 g 	Vi E I, f  5 g. 
i E/ 

c. g is, de 51.  

(Proposição 2.7) 

(Proposição 2.5) 

(Proposição 2.7) 

(Exercício 2.6 e transitividade de 5) 

(definição de Is e de T i) 

Pela definição de supremo, isto prova que, para toda família (fi), Ei  de funções binárias em {0,1} E, 

V h= suP5r 
i E/ 
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Usando o raciocínio acima, prova—se também que, para toda família (f»1, de funções binárias em 

(a 1 	, 

Af1 infFj. 	 1:1 
f e l  

O conjunto parcialmente ordenado (10, 1 } E , 5) possue um maior elemento que é 	1 e um 
menor elemento que é O : x(—> 0. 

Pela Proposição 2.8, para todo f 1  e f2  em (0,11 E, distintos, 

fl  V f2  = sulátf1,f21 e fl  A f2 = infu1(f21. 

Exercício 2.9 (comparação entre a união e a interseção de duas funções binárias) — Usando o resultado 
acima e a definição de supremo e ínfimo, mostre que f 1  A f2  5 f V f2. 

Proposição 2.9 (isomorfismo de reticulados) — O reticulado dos subconjuntos de E e o reticulado das 
funções binárias definidas em E. são isomorfos. Em outros termos, X (—. 1 1 é um isomorfismo de reticu-
lado, isto é (pelo Lema 2 em (Birkho67, p. 241), 7 22 é uma bijeção e para todo A e B em 

A C /3 as 18  5 1 13  . 	 ((naná dupla) 
o 

Prova — Pela Proposição 2.1. Xi—>I x e uma bijeção. Basta, então, verificar a isotonia dupla. Para todo 
A e B em T(E), 

A C13.5e-(xEAxE13 (x E E)) 	 (definição de C) 

• = 1 	1 3(x) = 1 (c E E)) 	 (definição de I, e I ) 

<:() (18 (x) 5 1 8(x) (x E E)) 	 (definição de 5 em (0,11) 

es• 7, 5 / R 	 (definição de s em fO, 1 } E) 
o 

Uma consequência da Proposição 2.96 que as operações de união e interseção (estendidas) comutam 
com o mapeamento X ,• l, isto é, para toda família (M ie/ de subconjuntos de E. 

= V /4 e 1 A 1, 

	

4 	€ i 	
n  

• 	i 	z / 

	

,cr 	 .ci 

Como consequência da Proposição 2.9, temos também, para todo 2' e g em (0.11 E , 

f 5 g .)=. suporte(r) C suporteCe). 	 (isotonia dupla) 

A Proposição 2.9 indleaque a comparação pode ser efetuada indiferentemente no domínio dos subcon-
juntos ou das funções binárias. 



Capítulo 3 

Operadores sobre subconjuntos 

No capítulo anterior foram definidas vários mapeamentos, chamados de operações, envolvendo subcon-
juntos ou funções binárias. Neste capítulo, vamos introduzir outros mapeamentos que chamaremos de 
operadores. Estes mapeamentos generalizam as operações unárias no sentido que, relativamente a um 
dado ponto x de E, o resultado da transformação de um subconjunto ou de uma função bináriavai depender 
geralmente do subconjunto ou da função binaria como um todo. Isto é próprio de toda transformação que 
é construída a partir de uma noção de vizinhança. 

A Morfologia Matemática estuda a decomposição de operadores entre reticulados completos em ter-
mos de quatro classes de operadores: as dilatações, as erosões, as anti—dilatações e as anti—erosões. Estes 
operadores, chamadas de elementares ou primitivos, têm um papel fundamental porque a partir deles pode 
ser construído qualquer outro operador [BanBar91, BanBar93]. 

Modernamente os operadores elementares da Morfologia Matemática são apresentados de forma 
axiomática e a partir dessa definição sãodeduzidas as respectivas formasconstrutivas, chamadascaracteri-
ração dos operadores elementares, que permitem as implementações em computadores. Seguindo essa 
tendência, neste capítulo, introduzimos os operadores elementares de forma axiomática e apresentamos 
a caracterização das dilatações. No Capítulo 12, deduziremos acaracterização das erosões a partir da ca-
racterização das dilatações. 

Na última parte deste capítulo, apresentamos formas de construção de um operador a partir de outros 
e estudamospropriedades que são preservadas nestas construções. 

3.1 Operadores 

Daqui para frente, usaremos a representação dasimagens binárias por subconjuntos, isto é, a representação 
tradicional, em Morfologia Matemática, para as imagens binárias. Denotaremos simplesmente por 9 5  a 
colação T(ff), quando não houver dúvida sobre o conjunto E. 
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Definição 3.1 (operador) - Um operador sobre Pé um mapeamento de g)  em 5). 

Com esta definição, a complementação, definida no capítulo anterior, além de ser uma operação é um 
operador (degenerado). 

O conjunto de todos os operadores sobre 9)  será denotado 95! Um operador sobre Te denotado generi-
camente pela letra grega V. Temos então 4  E 059. 

Um operador sobre g)  transforma um subconjuto X em 91  em um subconjunto Y em P. A Figura 3.1 
mostra a representação de um operador, através um bloquinho com uma entrada e uma saida. 

Fig. 3.1 - Um operador. 

Nesta seção, vamos apresentar algumas propriedades importantes que se aplicam aos operadores. 

Definição 3.2 (extensividade e anti-extensividade) - Una operador V sobre P é 

extensivo se e somente se, para todo A em P. 

A C 9(A), 	 (extensividade) 

anti-extensivo se e somente se, para todo A em 9, 

tit(A) C A. 	 (anti-extensividade) 
o 

Definição 3.3 (idempotências) - Um operador V sobre Pé 

idempotente de tipo I ou simplesmente idempotente se e somente se, para todo A em 3), 

9(9(4 )) = V(A), 	 (idempotência de tipo 1 ou simplesmente idempotência) 

idempotente de tipo 2 se e somente se, para todo A em g ), 

V(9(A)) = A. 	 (idempotência de tipo 2) 
o 

O operador "limpeza" A r-4 é um exemplo de operador idempotente de tipo 1. 

A complementação A 1-> A' definida no capítulo anterior é um exemplo de operador idempotente de 
tipo 2, para todo A em g), temos 

(A`)` = A. 

Definição 3.4 (isotonia e antitonia) - Um operador 9 sobre P é 

isotânico (ou crescente)se e somente se. para todo A e E em 9, 

A C E 	V(A) C V(B). 	 (isotonia) 

antitônico (ou decrescente) se e somente se, para todo A e Bern 35, 

A C B 	tp(B) C tp(A). 	 (catatonia) 
O 

A complementação é um exemplo de operador antitônico, para todo A e B em T, temos 
A C B R' C A'. 
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A complementação é uma involuçáo, isto é, ela é idempotente de tipo 2 e antitânica. 

Vamos definir de maneira equivalentes as propriedades de isotonia e antitonia. 

Sejas uma subcoleção de V. Denotaremos por 9(%) a imagem de S através de 9 isto é, 

ip(S) = Y E V : RX E S, Y = 9(20}. 

Proposição 3.1 (definições equivalentes de um operador isotônico) — Seja 9 E 9 9. As três proposições 
seguintes são equivalentes: 

(1)9 é isotônico: 

(2)para todo 96 C 5, supip(%) C 9(supS); 

(3)para todo C V, OMS) C inf9(3). 

Prova ([HeiRon90, Lemma 2.1. p. 26(.1])— Vamos provar que (1) implica (2). 

IP é isotone 	V9 C 95, VX E 	9(X) C 9(supS) 	(definição de isotonia e X C supS) 

ca VS C 5, 9(supl) Is, de 9(%) 	 (definições de Is, e 

V35 C V', sup9(S) C 9(supS). 	 (definição de supremo) 

Vamos provar que (2) implica (1). 

VS C V, supp() C 9(supS) 
VÃ,),? E S, 9(A)U9(B) C 9(A UB) 

(propriedade de U) 

VA,B E 5, (B = A UB ipoo utp(B) c VA UB)) 
(implicação lógica) 

c» VA , B 9, (B -= A U13 9(muip(B) c 9(B)) 
(equivalência lógica) 

• VA,B E T, (B = A UB InA) c v(B)) 
(propriedade de U e transitividade de C) 

VA,B E 5, (A C B 0(A) C zp(B)) 
(consistência de U e C) 

• 96 isotone. 	 (definição de isotonia) 

De uma maneira similar, prova—se que (1) e (3) são equivalentes. 

Proposição 3.2 (definições equivalentes de um operador antitônico) — Seja ip E 5'9  . As três proposições 
seguintes são equivalentes: 

(1)9 é antitônico; 

(2)para todo C V, 9(sup%) C inf9(93); 

(3)para todo S C 5, sup0(96) C 9(in1I). 

Prova —A prova é similar a da Proposição 3.1. 	 C 
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3.2 Dilatações, erosões, anti—dilatações e anli—erosões 
Em seguinda vamos dar a definição de quatro classes (ou subconjuntos) fundamentais de operadores. 

Os operadores destas classes serão chamados de operadores elementares da Morfologia Matemática. Usa-
mos esta terminologiaporque a decomposição de qualquer operador pode ser feita em termos destes opera-
dores [BanBar93]. 

Definição 3.5 (dilatação, erosão, anti-dilatação e anti-erosão) - Um operador tp sobre g)  é 

uma dilatação se e somente se, para todo % C 5, 

tp(sup%) = suppg), 

uma erosão se e somente se, para todo % C 5, 

sp(inf%) = inftp(%), 

uma anti-dilatação se e somente se, para todo % C IP , 

1P(suP91) = inflP(%), 
uma anti-erosão se e somente se, para todo % C 9, 

n)(infI) = supp(%). 

O conjunto das dilatações é denotado A, o das erosões E, o das anti-dilações A' e o das anti-erosões 
E'. Uma dilatação é denotada genericamente por S. uma erosão por e, uma anti-dilatação por 8' e uma 
anti-erosão por e'. Para um dado subconjunto X, os subconjuntos b(X), e(X), ti a(X) e &XX) chamam-se, 
respectivamente, de dilatação, erosão, anti-dilatação e anti-erosão de X. 

Pela Definição 3.5, fazendo 96 = Øe lembrando que supd = 0 e ingá = E, temos, para toda dilatação 
6, erosão e, anti-dilatação ó' e anti-erosão e', as igualdades úteis abaixo 

c3(0) = 0, 

e(E) = E, 

ga(0) = 

E a(E) = 0.  
Proposição 13 (isotonia das dilatações e erosões) - As dilatações e as erosões são isotônicas. 	O 

Prova - As dilatações e as erosões verificam, respectivamente, as proposições (2)e (3) da Proposição 3.1, 
o que prova que elas são isoffinicas. 	 O 

Proposição 14 (antitonia das anti-dilatações e anti-erosões) - As anti-dilatações e as anti-erosões são 
antitônicas. 

Prova - As anti-dilatações e as anti-erosões verificam, respectivamente, as proposições (2) e (3) da Pro- 
posição 3.2, o que prova que elas são antitônicas. 	 O 

Pelas propriedades das operações de união e interseção estendidas às famílias de subconjuntos, pode-
mos definir de uma maneira equivalente as dilatações e erosões. Um operador sobre 5,  é uma dilatação 
se e somente se ele comuta com a união, e uma erosão se e somente se ele comuta com a interseção, isto 
é, deáeeEE se e semente se, para toda família (niej  em 5 

u es(xi) = á( u x,) e e( n 	= n e(X). 
iE/ 	iE I 	iEl 	iEl 
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Pelas Proposições 3,1 e 3.3, para toda dilatação 6 e erosão e, e para toda família (X) ie ,ein 95, 

d( n x,) n a(x) e U e(X i) C e( U 

	

(El 	LEI 	iEl 	(El 

As quatro classes de operadores elementares sobre 95(E) podem ser caracterizadas pelas funções de 
E em 95(E). Vamos, por enquanto, caracterizar apena,s a classe das dilatações [Serra88, Proposition 2.1, 
p. 413. Denotaremos o conjunto das funções de E em S'(E) por 95E. 

Proposição 3.5 (caracterização das dilatações) — O mapeamento de à em 9 5 E, 
s•aa, 

onde ad  é a função dada por 

a3(y) = 6({y}) (y E E) 

é uma bijeção. Seu inverso é 

a 1—> 	, 

onde 6„ é a dilatação dada por 

&207) = 	U a(y) (Y e 95). 	 O 
y E Y 

Prova — Antes de tudo, temos que verificar que 6„ é uma dilatação. Para todo a E TE e 91 C IP , 

da(SuP9) = U a(Y) 
YEsk ,PT 

= U a(y) 

YC tU Y 
Yegi 

=U U a(Y) 
Y cij yGY 

(definição de d a) 

(propriedade da união) 

(associatividade e idempotêneia da união) 

= U da(Y) 	 (definição de a.) 
Yerg 

= supd a(91). 	 (propriedade da união) 
Vamos provar que 6 1—> ad  é uma bijeção. Em primeiro lugar, para todo 6E àe YE 9 5, 

43.,M = U 08(y) 
yC Y 

= U a({y}) 
yEY 

U (y}) 
yEY 

(definição de tia) 

(definição de aa) 

(propriedade de dilatação) 
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= a(n, 	 (representação de Y por uma união de singletons) 

em outros termos, para todo ti E A, d a, = d. Isto prova que o mapeamento •-• a d  é injetar. 

Em segundo lugar, para todo a E T E  e y E E. 

a&CY) = (LAY)) 	 (definição de ad) 

= 	a(v) 
v E IA 

= a(y), 

em outros termos, para todo a E T E, aa. = a. Isto prova que o mapeamento 	ad é sobrejetor e conse- 

quentemente é uma bijeção. 

A Proposição 3.5 mostra que existe uma correspondência um por um entre A e TE. As funções a com 
valores nas partes de E caracterizam sem ambigüidade as dilatações. A Figura 3.2 ilustra este resultado. 
A função ad  é chamada de função estruturante da dilatação Ó. 

ar, 

a 	6, 

Fig. 3.2 - Bijeção entre as dilatações e as funções esutturantes. 

A Figura 3.3 mostra quatro modos de representar uma dilatação por um bloquinho. Em (a) e (d) faze-
mos uma referência explícita à dilatação. Em (b) e (c) a dilatação é caracterizadapela sua função estrutu-
rante. Para um dado subconjunto X. o subconjunto d a(X) chama-se dilatação de X pela função estrutu-
ratar a. 

Podemos caracterizar de uma maneira análoga as erosões, anti-dilatações e anti-erosões por funções 
estruturantes. Nestes casos, para um dado subconjunto X, os subconjuntos e a(X) , da G(X)e sa G (X) chamam-
se, respectivamente, erosão, anti-dilatação e anti-erosão de X pela função estruturante a. A caracteri-
zação das erosões será apresentada no próximo capítulo. 

33 Operações sobre operadores 

(definição de tia) 

(definição de singleton) 

Os operadores podem ser combinados de duas maneiras muito &eis para produzir novos operadores. Uma 
primeira maneira, dita paralela, consiste em usar as operações de união e interseção entre subconjuntos. 
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csa 	
Y = d,(X) 

(d) 

Fig. 3.3 — Quatro modos de representar uma dilatação. 

Definição 3.6 (união e interseção entre operadores) — Sejam V I  e V2 dois operadores sobre g; 

A união dos operadores til!  e -02 6 o operador sobre T, denotado V I  V V2 e dado por 

(9 1  V 92,)(X) = tfri(X)LIV200 (X E T). 

A operação de união entre dois operadores, denotada V, ê o mapeamento dado por 

(V1 , 92) 9 1 
A interseção dos operadores Vi l  e 412 é o operador sobre 95, denotado V I  A V2 e dado por 

Oh A 1,1)2XX) = (X) n'2(x) (X El?). 

A operação de interseção entre dois operadores, denotada A, é o mapeamento dado por 

(1P2, 1/1 2) l'.1P1 A *2. 

A Figura 3.4 ilustra a construção da união e interseção de dois operadores, através de bloquinhos. 

Seja um operador sobre P. O complemento do operador i é o operador sobre 9, denotado — V e 
dado por 

( — (P)(X) 	Ill(X) (X E T), 

A operação de complementação de um operador, denotada —, ê o mapeamento dado por 

O conjunto (959 , V, A 	) dos operadores sobre 95  provido das operações de união V, interseção A 
e complementação — forma uma álgebra de Boole (por herança da álgebra de Boole dos subconjuntos). 

As operações de união e interseção entre dois operadores estendem—se para familiar de operadores. 
Seja (V ;) uma família de operadores sobre G 5  com índices em I. 
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Fig. 3.4 — União e interseção de operadores. 

A união da família de operadores tp ,é o operador sobre g' denotado V 	e definido por 
iEl 

(V so)00 = 	V ia') (x E 5). 
LEI 	iEl 

O mapeamento 	V é a operação de união entre os elementos de uma familia de operadores. 
LEI 

Da mesma maneira, a interseção da família de operadores TA é o operador sobre 3  denotado A 
LEI 

e definido por 

( A IP)90 = n 	(x E 9) ). 
LEI 	iEl 

O mapeamento (h) 	A ?p i á a operação de interseção entre os elementos de tonafamitia de opera- 
i E 

dores. 

A comparação entre certos operadores se faz em termos de unia relação construída a partir da definição 
da relação C entre subconjuntos. 

O operador ip é menor que o operador 92, denota—se zfr, 5 02, se e somente se, para todo X em g), 
VI (X) C 1,0200, isto e, 

92  4** (V g") C 9200 (X E T)), 

A relação 5 entre operadores é chamada de relação "menor que". Esta relação ê obtida por ordenação 
pontual. 

Seja t o operador identidade, isto é, 

t(X) = X (X E g)), 
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Pela a definição da relação "menor que" entre operadores, um operador V é extensivo se e somente 
se t ig e anti-extensivo se e somente se VI 5 1. 

A relação 5 entre operadores é uma relação de ordem e o conjunto (0, ) dos operadores sobre 0 1' 
provido da relação 5 forma um conjunto parcialmente ordenado. Este conjunto provido das operações 
de união e interseção estendidas às famílias de operadores forma também um reticulado completo (por 
herançado reticulado dos subconjuntos, como aconteceu com as funções binárias), Em outros termos, para 
todo conjunto de indicesi, estas operações verificam, para toda família erpd iet  de operadores sobre 3s, 

V V;  = suptI5 e A tp, = inflPf  
i 	 i E 

onde ¶11 é a imagem dei através a (amuá. Ep i),.er, isto é, 

= 	E 90: 3i E l, = 

O conjunto parcialmente ordenado (5,9, 5 ) possue um maior elemento, que é Xi-> E, e um menor 
elemento, que é X t-> (6. 

Proposição 3.6 (sub-reticulados dos operadores extensivos e anti-extensivos) - O conjunto dos opera-
dores extensivos (resp. anti-extensivos) é um sub-reliculado completo de (90, ), isto é, a união e a 
interseção de qualquer família de operadores extensivos (resp. anti-extensivos)são operadores extensivos 
(resp. anE-extensivos). 

Prova - Seja (g i) ier  uma família de operadores extensivos e seja ) k um operador desta (amilia, então, 
para todo A E 5', 

A C ip kg) 	 (hip6tese) 

C 1.  j V1 ¡(A) 
	

(propriedade da união) 
i E 

= ( V Vi)(A), 	 (definição da união em 95g) 
E / 

isto é, V tp i  é extensivo. 
i E I 

Seja (pi) iej  uma família de operadores extensivos. Para todo A E 9 )  e i E 1, 

Á C V i(A). 	 (hipótese) 

Assim, para todo A E 9', 

A C n IPP1) 
i E I 

= A Vi i(A) ,  
i E 1 

isto é, A 	é extensivo. 
m e l 

(propriedade da interseção) 

(definição da interseção em g'") 

A prova relativa a anti-extensividade é similar a da extensividade. 



40 	 CAPÍTULO 3. OPERADORES SOBRE SUBCONJUNTOS 

Seja op aiei  uma família de operadores extensivos, então para todo A E 5, 

Em particular, se th e 11, 2  são dois operadores extensivos (resp. ant—extensivos) então 	V V2  e 
1,0 1  A ift 2  são extensivos (resp. anti—extensivos). 

Proposição 3.7 (sub—reticulados dos operadores isotônicos e antitônicos) — O conjunto dos operadores 
isotônicos (resp. antitônicos) é um sub—reticulado completo de (9°, 5 ), isto é, a união e a interseção de 
qualquer família de operadores isotônicos (resp. antitônicos) são operadores isotônicos (resp. antitônicos). 

o 

Prova — Ver a prova em [lvlather88, p. 122; HeiRon90, Proposition 2.2 (ii), p. 260]. 

Em particular, se ?Pie so, são dois operadores isotônicos (resp. antitônicos) então VI V V2 e ti A TP2 
são isotônicos (resp. antitônieos). 

O caso dos operadores elementares é mais complicado porque eles não formam sub—reticulados com-
pletos de (O, 5 ). Todavia, isto, longe de ser um inconveniente, dá uma chance para a decomposição dos 
operadores entre reticulados em termos de operadores elementares [Ban3ar93]. 

Vamos relembrar duas proposições importantes da teoria dos reticulados. 

Proposição 3.8 (condições suficientes para ter um reticulado completo) — Seja (I, 5) um conjunto 
parcialmente ordenado. Se, para todo % C I, o supremo de %existir então (L, 5 ) é um reticulado com-
pleto e 

int% = sup5s  , onde 3,s  = (VEZ: Fé 19. de %). 

Se, para todo % C L, o ínfimo de %existir então (L, 5) é um reticulado completo e 

sup% = heis  , onde 1n = I' E : Y é I.s. de 96). 

Prova —Vamos provar no caso da existência de um supremo. Em primeiro lugar, para todo % C .6, e todo 
A E 1. 

A = sup9s 	(VX E L, X é 1.s. de 3 % 	A 5 X) 	 (propriedade do supremo) 

(VX E %, X é 1.s. de .9 % 	A 5 X) 	 (T■ C L) 

VX E %, A 5 X 	 ( X él.i. de 3s  é verdade para todo X em 96) 

A é I.i. de %. 	 (definição de I.i.) 

Isto é, sup9s  é I.i. de %. Então, pela definição de limitante inferior e a transitividade de 5, para todo 
%. C e A' E é, temos A' 5 sup3% 	A' é lá. de %. 

Em segundo lugar, para todo IC,R,eA' EL, 

A' é 1.i. de % ai A' E 3 s 	 (definição de 3 s) 

A' 5 sup9s . 	 (propriedade do supremo) 

Isto é, para todo % C te A' E L, temos A' é I.i. de % 	A' 5 supis . 

Assim, para todo % C te A' E 4  temos A' é 1.i. de % er> A' 5 sup5s. Isto é, pela definição de 
ínfimo, para todo % C 4 temos int% = sup3s. O que prova a existência do ínfimo a partir da existência 
do supremo. 

No caso da existência de um ínfimo, a prova é similar [Birkho67, Theorem 3, p. 112], 
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Definição 3.7 (subconjunto sup—fechado e inf—fechado) — Um subconjunto 93 de uni reticulado completo 
(L, 5) é sup—fechado se e somente se para todo 93 C 93, o supremo de % (em 2,), sup%, pertence a 93. 

Ele é inf—fechado se e somente se para todo 11 C 31, o ínfimo de % (em J..), ilf%, pertence a 91. 

Em outros termos, um subconjunto % de um reticulado completo (L, S ) é sup—fechado (teso. inf-
fechada) se e somente se a operação de união (resp. interseção) extendida a familias sobre (L, 5) é fechada 
em 93. 

A segunda parte da próxima proposição é o Teorema 6, p. 7 em [Birkho67]. 

Proposição 3.9 (condição suficiente para um subconjunto de um reticulado completo ser um reticulado 
completo) — Seja (L, 5) um reticulado completo e seja 53 um subconjunto de L. Se 93 é sup—fechado 
então, para todo % C 53, 

sup% = suu%, 
i 	91 

e (93, 5 ) é um reticulado completo. 

Se % é inf—fechado então, para todo 93 C 93, 

¡rd% = inf 96, 
t 	91 

e (93, 5) é um reticulado completo. 	 Cl 

Prova — Vamos provar no caso do subconjunto % ser sup—fechado. De um lado, para todo 96 C 93 e 
A' E 91, 

suo% E 91 	sup 96 é Is. de %em 53 
t 	 t 

e 	 e 	 (propriedade do supremo) 
sup% S A' 	stip% 5 A' { 
t 	 t 

A' é 1.s, de 93cm S. 	 (transitividade) 

Isto é, para todo X C 93 e A' E %, 

(sup% E 31) 	(sup 96 5 A' 	A' é 1.s. de %em %). 
.t 	 t 

De outro lado, para todo % C 53 e A' E 93, 

A' é 1.s. de 96 em % 	A' é Is. de %em 2. 	 (53 C 1) 

sup £8 5 A'. 	 (propriedade do supremo) 
t 

Então necessariamente, para todo % C 93 e A E 93, 

(sup% E 93) 	(A' é 1.s. de % em 93 	sup 96 5 A'). 
t. 	 t 

Em outros termos, para todo 93 C 51, 
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(suta E 9)) => (stip% 5A' 	A' é 1.s. de % em 51). 
e 

sup3 = sup%. 
1. gl 

(definição de supremo) 

Isto provoque se 55 é sup—fechado então o supremo de qualquer subconjunto de 53 existe, e, pela Propo-
sição 3.8, 35 é um reticulado completo. 

No caso do subconjunto 91 ser inf—fechado, a prova é similar. 

Proposição 3.10 (propriedades dos operadores elementares) — O subconjunto A das dilatações (resp. E 
das erosões, A' das anti—dilatações e E das anti—erosões) é um subconjunto sup—fechado (resp. inf-
fechado, inf—fechado e sup—fechado) de 5 9 . 
Prova ([Senn88, p. 18; HeiRon90, Pron. 2.3]) —Vamos provar no caso do subconjunto A das dilatações. 
Para todo WCAe 96 C 9', 

(suptP)(supl) = ( V 4)Xsupn 
Ti, € lit 

(propriedade da união em IP') 

= 	U Tft(sup) (definição da união em 90) 
TPEW 

= U %PIM%) (V) é dilatação) 
E ill 

= U 	U V00 (propriedade da união em 59 
stElll XE% 

= U 	U IP(X) 
X E % ip e lil 

(comutatividacles das uniões) 

= 	U 	( V IP)(X) (definição da união em 519) 
XE% VET 

= U (suPWXX) (propriedade da união em 5 )5') 
X E % 

sup(supIP)(T). 	 (propriedade da união em 9') 

Isto prova que suplir E A e, consequentemente, que à é sup—fechado. 
No caso de E, A" e E', a prova é similar. 

Exercício 3.1 (propriedade das anti—dilatações)— Prove que as anti—dilatações formam um subconjunto 
inf—fechado de 0. 

Pelas Proposições 3.9 e 3.10, o conjunto A das dilatações (resp. E das erosões, &das anti—dilatações 
e E" das anti—erosões) provido da relação de ordem 5 é Um reticulado completo. Em particular, no caso 
das dilatações, para todo IP C A, temos 

suplif = supIP e inflir in1 111, 
A 	s, 
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Aplicando às funçõ es de E em 9(E), os mesmos mecanismos de construção usados para prover os oper-
adores sabre 95  das operações de união, interseção e complementação, e de uma relação de ordem consis-
tente com a união e interseção, obtemos a álgebra de Boole (@(E)E, V, À, —) e o reticulado completo 
(Ss(E) E, ). 

Propordção 3.11 (isomorfismo de reticulados).- O reticulado A das dilatações e o reticulado das funções 
de E em 3)(E), são isomorfos. Em outros termos, IS 1—> aa  é um isomorfismo de reticulado, isto é, 6i—) ai  
é uma bijeção e para todo 6 1  e 62 em A, 

6 i  562  s• ad, 	aa, . 	 (isotonia dupla) 
o 

Prova — Fazendo a hipótese que d s 6 2, para todo y E E, 

aa,(v) tr- 6 1(tyl) 

cs2(1y)) 

= aa,.(y), 

isto é, 6 1  5 62 	ar),  5 a32. 

	

Fazendo a hipótese que a a 	aa,, para todo Y E 95, 

6,(n = U a5  (y) 
yEY 

C Li a3(Y) 
y E Y 

(definição de ais ) 

(hipótese) 

(definição de a3 ) 

(caracterização da dilatação) 

(Il inótese e propriedade da união) 

	

= ôz(Y), 	 (caracterização da dilatação) 

isto é, 6,3, 5 .6a2 	6, 5 62. 

Proposição 3.12 (propriedade da união e interseção de dilatações) — Seja Ojiel uma família de dila-
tações sobre tPe seja (ai) ie/  a fam il ia das respectivas funções estudantes, isto é, ; a a,  para todo i E I. 
Então 

=V a • a: 	¡El iEl 

3 A S A 6 , • 	 o 
• ai 	e iEl 

Prova — Em relação â união, 

V s. 	"PA' 
	 (propriedade da união em V(E) e) 

rEl 

= sua dy 	 (consequência da Proposição 3A1) 
á 
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= sup 	 (Proposições 3.9 e 3.1 O) 
95' 

= V Ó! • 	 (propriedade da união em 9551) 
i 	I 

Em relação à interseção, 

(3 	= ain/A, A 	 (propriedade da interseção em 55(E) E5 

= inf.á z 	 (consequência da Proposição 3.11) 

5 inf e, 	 (e c gM 
Tt 

= A 6,• 	 (propriedade da interseção em 5 5") 
i E / 

Em particular, a união de duas dialatações coincida com a dilatação que tem como função estruturante 
a união das funções estruturantes. A interseção de duas dilatações é maior que a dilatação que tem como 
função estruturante a interseção das funções estruturantes. Em outros termos, 

8o , voz  = d i  V 8 2  e dai ", s 1.  A 62 . 

A Proposição 3.12 indica um caminho para a decomposição deumadilataçãod em termo de uma união 
de dilatações menores. Seja (E) iej  uma partição de E. isto é. (E) iej  é uma coleção de subconjuntos de 

E tais que E .= U Ei a EI BEJ  = 0, para todo i ti.  Seja (ai) ici a. familia de funções de Eem P(E)dada 
i E / 

por 

{a6(y) se y E E, 
ai(y) = 	 6.7 e E) 0 	c.c. 

Por construção ais  = V ai . Então, pela Proposição 3.12, d = V d o  
l ei 	 i E / 

Sejam a i  e az  as funções de E em T(E) mapeando os pontos x i  e x2  de E (pontos marquados com 
bolinhas pretas) nos subconjuntos da Figura 3.5 (pontos nas áreas cinzas). A Figura 3.6 mostra os subcon-
juntos mapeados por al  V a y e ai  A az  nos pontos x i  e x2 . A Figura 3.7 mostra os subconjuntos transfor-
mados do subconjunto (x i , x 2 ) pelas dilatações d oi  V d oz e b oi v oz . Conforme a teoria estes subconjuntos 
são iguais. A Figura 3.8 mostra os subconjuntos transformados do subconjunto {x 1 ,x2 } pelas dilatações 
do, A d oz e 6o , Ad 2  Conforme a teoria estes subconjuntos podem não ser iguais. 

Uma segunda maneira de combinar operadores, dita sequencial ou serial, consiste em ligar a saída de 
um operador com a entrada do outro. 
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x, c ata) x, e adx2) 

.... Ersi  . 

	

. 	 . 	 . 

..... 	 . 

	

e ceai ) 	 x2  c a2(s) 

Fig. 3.5 - Especificação das funções estruturantes. 
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• • LT211, 	- 

x, e (a, V a e)(x 

Fig. 3.6 - União e interseção das funções estruturardes. 

Definição 3.8 (composição de operadores) -Sejam tp i  e tp2  dois operadores sobre P. O composto (oupro-
duto) do operador II, pelo operador •ip 2  é o operador sabre T, denotado 1,0;0 2  e dado por 

(W192)(X) = ti, 1(tis2(X)) (X E 3))• 

A composição de um operador por um outro é o mapeamento dado por 

(IPI,V2) 	VilP2 • 
	 o 

A Figura 3.9 ilustra a composição de um operador por um outro, através de bloquinhos. 
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Fig. 3.7 - União de dilatações. 

Pela Definição 3.3, um operador* é idempotende de tipo 1 se e somente se 

IP* = 
e é idempotente de tipo 2 se e somente se 

VAP = 
Exercício 3.2 (associatividade da composição)- Mostre que a composição é associativa, isto é, para todo 
operador * I , *2  e 103 sobre T, 

1101)21P3) = (ftilell2)103 
Proposição 3.13 (propriedades do composto) - Sejam VI1  e 92 dois operadores sobre T. O operador 
*02, composto do operador VI pelo operador *2  tem as propriedades dadas nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3. 

o 
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Tabela 3.1 - EXTENSIVIDADE/ANTI-EXTENSIVIDADE DO COMPOSTO. 

11,2 6 extensivo lit, é anti-ext 

tp, é extensivo ip isit, é extensivo - 

tp, é alltl-CM, - tj/ÉV2 é allti-en 

Tabela 3.2 -ISOTONDVANTONIA DO COMPOSTO. 

tp, é isotone 1P2 é antitone 

V, é isotonc tpdpe  é. isutone yr,V:2  é antitone 

tp, é al 	tone VIVI, é antitone V,V2  é isotone 

Tabela 3.3 - CLASSE DO COMPOSTO. 

V 2  é dilatação V, é erosão V, é ariti-dilatação th e anti-erosão 

V, é dilatação V,V, é dilatação - - Vdp, é anti-eros. 

V, é erosão Vilif2 é erosão V iti), é anti-dil. 

V, é anti-dilatação strop, á anti-dd. V,V2  é erosão 

V, é anti-erosão 0,0, é anti-eros. 10,0 2  e dilatação 

Exercício 3.3 (propriedades da composição) - Prove que o composto de uma tuni-dilatação por uma 
anti-erosão é uma uma erosão. 

Finalmente, as maneiras paralela e sequencial de combinar os operadores podem ser combinadas. 

Proposição 3.14 (união e interseção versus composição) - Para todo operador sobre 95  e toda família 
(tfr i ) ie/  de operadores sobre 9, 

( V SPOO = V M111/P e ( A 111,4 = A wm; , 	/ 	/ E / 	sei 	 E / 

se it é uma dilatação, 

o( V wi) = V Ovs; 
L EI 	L E I  

se Ot é uma erosão, 

o( A to = A rPi; i E / 	i E / 

se ¢t é uma anti-dilatação, 
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en V tpà = A ni; 
iE I 	iEl 

se 0 é uma anti—erosão, 

oc A = V ø. 
iE I 	iEl 

Prova— Para todo operador # sobre T, toda família (ír,) ;ET  de operadores sobre 95, e X E 95, 

«V IPM(X) =  ( V ViROPCD 
iEl 

= U ViAb(X)) 
( EI  

(definição da composição) 

(definição da união em T P) 



r = 0144),Xx) 
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= U (100X) 	 (definição da composição) 
iEl 

= ( V 10/E)(X). 	 (definição da união em 51) 
i E 

A prova relativa à interseção similar a relativa à união. As outras igualdades são consequência direta 
das definições dos operadores elementares. 	 O 

Proposição 3.15 (relação de ordem versus composição) — Para todo operador 0, th e V) 2  sobre 95, 

11)2 	 42242; 

se Qi é isotônico, 

Vi2 
se ep é antitônico, 

01.0 2 	01P1' 	 O 

Exercício 3.4 (relação de ordem versus composição) — Prove a primmia e segunda implicação do enun-
ciado da Proposição 3.15. 

Observamos que a composição de dois operadores elementares podendo ser comutativa. Porexemplo, 
sejam x e y dois pontos de E e sejam a i  e 0 2  duas funções tomando os seguintes valores em x e y: 
a i (x) = (x), a l (y)= ()c) e a2(x) (y). Então, d a ,r3,, 1 ((x}) = ti)) e 6,,6„ 2((xl) = {x}. Isto é, neste 
caso, ma, aa,aa,. 





Capítulo 4 

Operadores invariantes por translação 

As funções estruturantes do capítulo anterior podem ser vistas como uma maneira de definir uma noção 
de vizinhança para os pontos do conjunto E. Por exemplo, seja a uma função estruturante definida sobre 
E. O conjunto a(x) pode ser visto como a vizinhança do ponto' . Neste capítulo, vamos estruturar o con-
junto E de maneira a podermos definir uma certa regularidade entre vizinhanças de pontos distintos. A 
estrutura considerada é a de grupo Abeliano, 

Com esta estrutura é possível definir os operadores de translação e transposição e, finalmente, a classe 
dos operadores invariantes por translação. Esta classe foi a primeira estudada em Morfologia 
Matemática, e possue muitas propriedades matemáticas interessantes. 

Neste capítulo, damos uma atenção especial a situação real onde o domínio das imagens é finito. Para 
tanto, será introduzida a noção de adição módulo n. A fim de estruturarmos o domínio das imagens 
segundo um grupo Abeliano com a liberdade de escolha do elemento neutro, usammos a noção de espaço 
afim ligado a um grupo Abeliano. 

As operações de adição e subtração de Minkowski são apresentadas e utilizadas explicitamente na 
caracterização das dilatações invariantes por translação. 

Em certas aplicações, os operadores elementares invariantes por translação podem apresentar efeitos 
de bordas indesejáveis, por isso introduzimos também aclasse dos operadores condicionalmente invarian-
tes por translação. 

4.1 Translações e transposição 

Seja Z e conjunto dos inteiros. Seja Z 2  o produto Cartesiano Z x Z, isto é, o conjunto dos paresordenados 
de inteiros. A maneira mais simples de definirmos a noção de vizinhança é considerar o conjunto E como 
sendo a imagem de um retângulo de Z2  através de um mapeamento bijetor. 
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Sejam n i  e n2 dois inteiros positivos, representando o tamanho do retângulo. A Figura 4.1 mostra dois 
conjuntos E ou, nos referindo às imagens, duas grades particulares, Em (a), temos um exemplo de uma 
grade quadrada com (n 1 ,n2) = (6,6) e, em (b), de uma grade hexagonal com (n 1 , n 2) r. (12,4) ou 
(n 1 , n 2) = (6.8). Neste caso, dizemos que o conjunto ou grade E tem o tamanho n, X n2 . 

Queremos estruturar o conjunto E segundo uni grupoAbeliano, provendo E de uma adição cujo ele-
mento neutro seja um ponto arbitrário de E. Para isto, vamos partir inicialmente do retângulo 
Ret(n i , n 2) = n1  — 11 x [O,..., 2 — 11 e o prover de uma adição. 

O conjunto Z provido da adição enfie números inteiros forma um grupo Abeliano, denotado (Z, +). 
Em outros termos, a adição verifica os axiomas abaixo [CaRaCo63]. 

Para todo elemento a, b e c em Z. 

(1) a + 1, = b + a 	 (comutatividade) 

(2) (a + b) + c = a + (b + c) 	 (associatividade) 

(3) 3e E Z, a+e=e+a= a 	 (lei do elemento neutro) 

(4)3a' E Z, a + a' = a' + a = e. 	 (lei do oposto) 

O elemento e, chamado de elemento neutro, é o elemento Ode Z. O elemento a', oposto de a,é deno-
tado — a. 

Os três ultimos axiomas definem um grupo. Isto é, um grupo Abeliano é um grupo comutativo. 

Exercício 4.1 (unicidade do elemento neutro) — Prove que o elemento neutro é único. 

Prova — Sejam e l  e e2  dois elemento neutros, 

e l 	e l  + e2 	 (e5  é elemento neutro) 

(e, é elemento neutro) 
O 

Exercido 4.2 (unicidade do oposto) — Usando os axiomas de grupo, prove que o oposto é único. 	O 

Prova — Sejam a l  e a 2  dois opostos de a, 

a l  ai  + e 	 (lei do elemento neutro) 

= a + (a + a2) 	 (az  é oposto de a) 

(a, + a) + a2 	 (associatividade) 
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= e + a2 	 (ai é oposto de a) 

= av 	 (lei do elemento neutro) 
O 

A diferença entre os inteiros a e bé o elemento de Z, denotado a - b e dado por 

a - b r. a + (- b). 

A adição entre inteiros extende-se a pares ordenados de inteiros. Sejam (a 1 , a2)e (b p  b2) dois pares 

ordenados de inteiros. O conjunto Z 2  provido da adição definida por 

((a 2 , a2),(b 1,b2)) 1-> (a i , a2) + (b 1 , b2) = (a 1  + b 1 ,a2  + b2), 

6 um grupo Abeliano. °elemento neutro é o par (0,0), e oposto de (a i , a2) é ( - a l , - a2), que 6 denotado 

(12)- 

Para prover o retângulo Regn i , n 2) de uma adição que verifique os axiomas de um grupo Abeliano, 
precisamos introduzir a noção de adição módulo n. 

Definição 4.1 (adição módulo n) - Seja n um inteiro positivo. Seja Ingn) = 	n - 11 um intervalo 

de Z de tamanho n. A roma módulo n dos elementos a e b em Int(n) é o elemento de Iut(n) denotado a + b 
SI 

e dado por 

a 
 b l

a + b 	se a+b5n- 
a + b - n cc. 

ou ainda, 

a + b = resto((a + b), n). 
o 

A adição módulo n em Int(n), denotada +, é o mapeamento dado por 
o 

(a,b) ,--> a + b. 
o 

o 

Denotaremos a soma módulo n de a e 12 simplesmente a + b, quando não houver dúvida sobre o 
tamanho do intervalo. 

O elemento neutro da adição módulo n em Int(n) é 0.0 oposto módulo n de a é denotado - a e dado 
o 

por 

O 	se a = O 
o 
- a = 

O intervalo Int(n) provido da adição módulo n forma um grupo Abeliano. 

Exercício 4.3 (lei do oposto) - Seja a um elemento do intervalo Int(n). Prove que o elemento - o deti- 
n 

nido acima é o oposto módulo n de a. 
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Usando o mesmo mecanismo de extenção da adição de Z para Z 2, a adição módulo n em Int(n) 
extende-se aos pares em Ret(n 1 , n2). Sejam (a 5 ,a2) e 	tiz) dois pares em Ret(n z , n2), o conjunto 

Ret(n i , n 2) provido da adição módulo (n i , nz), denotada + e definida por 
n-2) 

bt)) 1-• (al, az) (ti  +n,)  (b 1 ,b2) = 01 	b 1 , a2 13 2) ,  

forma um grupo Abeliano. O elemento neutro é o par (0,0), o oposto módulo (n 1 ,n2) de (a i.a2) é 

( - ai  - a2), que é denotado - (a i  a2 ). 
n, 	n, 	 (n,, n2) 	' 

A diferença entre os pares a e b em Ret(n i , n 2) é o par de Ret(n i , n 2), denotado a - b e dado por 

a - h = a + ( - b). 
(n,, 	(nl,n7) 	I, n2) 

Denotaremos a soma módulo (n n 2) de a e bem Ret(n i , n2) simplesmente a + b, quando não houver 
duvida sobre o tamanho do retângulo. Neste caso, denotaremos o oposto módulo (n i , n 2) de a simples-
mente, - a e a diferença módulo (n i , n2) de a e h por a - b. 

Vamos considerar dois exemplos práticos de conjunto E formando um espaço afim ligado ao grupo 
Abeliano Ret(n I , n 2). Os elementos de Ret(n i , n2) serão chamados, por abuso de linguagem, de vetores 
(apesar de não serem elementos de um espaço vetorial) e os elementos de E serão chamados de pontos. 
Para ajudar a fazer a diferença entre vetores e pontos, os vetores serão sobrelinhados por uma seta quando 
for conveniente. 

O primeiro conjunto E considerado é o intervalo Int(n). Na prática, este conjunto poderia ser os 
endereços de n pixels armazenados na memória de um computador. 

Proposição 4.1 (intervalo como espaço afim ligado ao retângulo) - Seja n n inz. O conjunto Int(n) 
provido do mapeamento de Int(n) x Int(n) em Ret(ti l , nz): (x,y)i-÷ 	definido por 

x3 = (int (4) n-,  int(*), resto* a-,  resto(-)), 

é um espaço afim ligado ao grupo Abeliano Ret(n i , n 2), isto é, o planeamento (x,y)...iry satisfaz aos três 
axiomas abaixo 

(1)para todo x em Int(n) e rem Ret(n i , n2), 3y E E, JE3 = 

(2)iy" = (0,0) an x =y 

(3)para todo s, y e z em Int(n), xty + 	= 	 (relação de Chasles) 
o 

Prova - O resultado enunciado decorre da definição de :ti". 

Pela relação de Chasles, o oposto de r y é 7 , isto é, - x3i = 

O elemento y do primeiro axioma da Proposição 4.1 é único [CaRaCo65, p S8J Isto permite definir 
uma operação externa sobre Int(n). 
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Definição 4.2 (soma de um ponto por um vetar) — Seja E um espaço afim ligado a Refin j , n2). Sejam x 
um ponto em Ee ri um vetorem Refin j , n 2). A soma de una ponto x por uns vetor 6 o ponto deE, denotado 

x + ri (ou simplesmente x + ir, quando não houver duvida sobre o espaço afim considerado) e dado por 

O 

E 

Assim, para todo x e y em E, y = x + 

Para um dado ponto o em E, o mapeamento x 53; é uma bijeção de E em Refin 1,n2)e sua inversa 

	

é o mapeamento 	+ 

Proposição 4.2 (propriedades da soma de um ponto por um vetor) — Para todo ponto x em E, 
(1) x + (0,0) = x 

(2) Para todo ri e irem Ret(n1,e2), x + (71+ = (x + rd) + 	 O 
'Prova —A propriedade (1) decorre do segundo axioma da Proposição 4.1. A propriedade (2) decorre do 
axioma (3) de espaço afim: para todo x em E e todo ri e17 em Ret(n i ,n 2), 

z 	X "I" 	1.") 	= 	11. 	 (Definição 4.2) 

c..?z = ir + ir e y=x+17 	 (equivalência lógica) 

e y=x+; 	 (relação de Chasles) 

<:>77-)9±- r-it+i2 e y=x+ïi 	 (Definição 4.2) 

= V e y=x+ ir 	 (propriedade da soma) 

ce•z=y+T; e y-ax+; 	 (Definição 4.2) 

z = (x + i + i. 	 (equivalência lógica) 
o 

Sejax um ponto em Int(n) e seja rt = (u 1 ,i( 2) um vetor de Refin j , n 2), pelas definições de ijie de soma 
de um ponto por um vetar, 

x 
lu

+ 
 n)

74- = n 2(u 1  + int(f)) + u 2  + resto(*). 
g 	n, 	2 	n a  

Por exemplo, se n j  = n2  = 3, x = 6 e ri = (2,2), então 

6 + (2,2) = 3(2 + 2) + 2 + O) = 3(1) + 2 = 5. 
3 	3 

Por outro lado, verificamos que 

6-5 = (1 — 2,2 — O) = (2,2). 

	

3 	3 

O segundo conjunto E considerado é o próprio retângulo Refin j , n 2).Na pratica,este conjunto poderia 
ser as coordenadas dos pixels dispostos numa grade quadrada. 

Proposição 4.3 (retângulo como espaço afim canônico) — O conjunto Refin j , n 2) provido do mapea-

mento de Ret(n i , n2) x Refin 1 ,n 2) em Refin 1 ,n2): 	, definido por 

x'y = y — x. 
(n,, n2 ) 

é um espaço afim canônico (ligado a ele próprio). 
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Prova - O resultado enunciado decorre da definição de x". 

Seja rum ponto em Ret(n i , n2) e seja rt = (0 1 , 0 2) uns vetor de Ret(n i , n a), pelas definições de -ti, e 
de soma de um ponto por um vetor, 

x + ir = x + a. 
Ret(n,, 	(n,, e2) 

Por exemplo, se n ;  = n 2  = 3, x = (2,0) e 17 = (2,2), então 

(2,0) + (2,2) = (2, 0
(3,

)  +
3) 

(2,2) = (1,2), 

Por outro lado, verificamos que 
- 

(2,0)(1, 2) y-  (1 - 2,2 - 0) = (2,2). 

Seja E um espaço afim ligado a Ret(n l , n 2)• Podemos estruturar E para ser um grupo Abeliano cujo 

elemento neutro seja uni ponto qualquer que chamaremos de origem e denotaremos o. 
Definição 4.3 (adição num espaço afim ligado ao retângulo) - Seja E um espaço afim ligado a 
Ret(n l , n 2). Seja o um ponto qualquer de E e sejam a e b dois pontos de E. A sorna, relativa à origem o, 

dos pontos a e b em E é o ponto deE, denotado a b (ou simplesmente a + b, quando não houver dúvida 

sobre o ponto origem e o espaço afim considerado) e dado por 

a fF b = o + ( ira + o-b) 
E 	 (01, 02) 

A adição, relativa à origem o, de dois pontos de E, denotada ÍiE- , é o mapeamento dado por 

(a.b).- a + b. 

A Figura 4.2 mostra a construção da soma, relativa à origem o, de dois pontos a e b em E. 
Proposição 4.4 (grupo Abeliano sobre um espaço afim ligado ao retângulo) - Seja E um espaço afim 

ligado a Ret(n l , na). Seja o um ponto qualquer de E. O conjunto E provido da adição 	relativa â origem 

o é um grupo Abehano. O elemento neutro do ponto 0. 0 oposto de um ponto a, relativo à cnigem o, deno- 

tado .2  a, é dado por 
E 

2- a = o + 

Prova - Para um dado ponto o e para todo 17 e Vem Ret(n i , n 2 ), 

(o + + (o + V) = o + 	+ 
E 

Isto provaque a bijeção 	o + ir é umisomortismo de Ret(n i , n 2), provido da adição + em E, pro- 
e2) 

vido da oferação 4- • Já que (Ret(n i , n2), + é um grupo Abelha°, o MESMO ocorre com (E, +' ). Pela 
E 
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propriedade (1) da Proposição 4.2, o elemento neutro de E é o + (0,0) = o. O oposto de a em E é 
O 

x 

Ret(n,, n2) 

o + ii 

Fig. 4.2 — Construção da sorna num espaço afim. 

Seja (E, ) o grupo Abeliano da Proposição 4.4, a diferença, relativa à origem o, entre Os pontos a 

e b em E é o elemento de E, denotado a b e dado por 

a=b=a9F(=b). 
E 	ES 

Daqui em diante, o conjunto E será o próprio retângulo Ret(n ,, n 2). Quando a origem o é o par (0,0), 

a adição reduz—se a adição módulo (n n2 ). 

A Figura 4.3 mostra a soma a fF b, relativa ao ponto origem o (representado por um pequeno 
Ret(9,10) 

quadrado preto), de dois pontos a e b de Ret(9, 10) e o oposto
Met 	a' 

relativo o, do ponto a. A soma 
: 10)  

e o oposto podem ser obtidos gáficamente duplicando 8 vezes o retângulo Ret(9, 10) em tomo dele 

mesmo e considerando a soma e o oposto,relativo ao, sobre o espaço afim canónico Z 2, provido do mapea-

mento definido por x-5/ = y — x. A soma a 21-2  b é obtida pela regra do paralelogramo. Esta regra é baseada 

no seguinte resultado, 

a b = o + (o-á + o-b) 	 (definição de adição relativa b. o) 
Z 2 	Z 2  

= + + 
2, 2 	2 2  

= a -E Ql. 

(Proposição 4.2) 

(Definição 4.2) 
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A soma a 	4- 	h É obtida a partir da soma em Z 2, levando à coincidência com Ret(9, 10), o 
Ret(9,10) 

retângulo que contém esta soma. O oposto 
Ret 	

a é obtido a partir do oposto em Z 2, levando à ceio- 
(9, 

cidência com Ret(9, 10), o retângulo que contém este oposto. 

Fig. 4.3 — Soma e oposto num espaço afim. 

Uma vez., conjunto E estruturado segundo um grupo Abeliano, podemos definir o operador de trans-
lação por um elemento de E. que chamaremos de vetor (apesar dele não ser um elemento de um espaço 
vetorial), e pelo operador de transposição. 

Definição 4.4 (translação por um vetor) — Seja X um subconjunto de um grupo Abeliano E. O translado 
de X por um vetor u de E é o subconjunto denotado X + " e dado por 

X+u=frE E: x — uE Xl. 

A translação pelo vetor ti de E, denotada r,,, é o operador sobre 9s(E) dado por 

O 
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Exercido 4.4 (representação de um singleton) - Seja E um grupo Abeliano. Mostre que, para todo u e y 
em E, 

I y + u} 	{y} + u. 	 (71 
Prova - Para todo u e y em E, 

ly} + is= {.)cEE:x - ttE {y}} 	 (definição de translado) 
= 	 = y 	 (definição de singleton) 

= {x ER: x=y+ u) 	 (propriedade de +) 

= 1Y + ul. 	 (definição de singleton) 
O 

A Figura 4.5 mostra em cinza mais escuro o mandado do subconjunto X de Ret(9, 10) da Figura 4.4 
pelo vetor u = (4,3) de Ret(9, 10). Na Figura 4.5, a origem ‘9 é o ponto (0.0). 

• • We...1154.0fla • 
. 	. 	 . 	. 

tM.-.~ega 
X • • "14,44 • • 

. . 	,,,,r,Sri$ • • • 
~Tas, 

• • ra • 4aza • • 
. 	. 	. 	..... 

Fig. 4.4 - Um subconjunto. 

Denotamos por X - a o translado de X por - a. 

A Figura 4Á1 ilustra, através de um bloquinho, a translação pelo vetor a = (4,3) e o resultado obtido 
em termos de imagens binarias. 

Em Morfologia Matemática, uma classe muito estudada de operadores 6 a classe dos operadores invari-
antes por translação. 

Definição 4.5 (invariança por translação) - Seja E um grupo Abeliano. Um operador i  sobre T(E) é 
invariante por translação (i.t.) se c somente se, para todo u E E. 

Vr = DRIP- 	 (lavar/onça por translação) 

Em outros termos, para todo X E 95 (E) e u E E. 

O 

A complementação 6 um exemplo de operador i.t., para todo X E T(E) e u E E. 

(X + = r + u. 

Proposição 4.5 (propriedades dos operadores invariantes por translação) - Seja E um grupo Abeliano. Os 
operadores sobre 9)(E), invariantes por translação, formam um sub-reticulado completo de (95(E)", 5 ) 
e são fechados relativamente a composição. 

Prova -Ver iHeiRon90, Proposição 3.1]. 	 O 
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Fig. 4,5 - Translado de ore subconjunto por um vetor. 

Proposição 4.6 (propriedades do wanslado) - Seja E um grupo Abeliano com elemento neutro o. Para 
todo X, XI  e X2 em T(E), e para todo u e v em E, 

(1) X + o = X 

(2) (X + u) + v = X + (u + v) 

(3) X I  C X2 O(X+ It) C (X2  ± u). 

Exercício 4.5 (propriedades do translado) - Prove a Propriedade (2) ou (3) do translado. 

Como consequência da Proposição 4.6, temos, para toda famflia de elementos X ;  em 55(E) e todo La em 
E, 

U X r)  + = U (X i + (1)  
i E / 	i E / 

( n xd 	= n (x, u). 
iE 	 i E I 
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= (0,0) 

Fig. 4.6 — Um operador de translação. 

A partir das propriedades do translado podemos enunciar as das translações. 

Proposição 4.7 (propriedades das translações) — Seja E um grupo Abeliano com elemento neutro o. O 
conjunto das translações, provido da composição, forma um grupo Abel ian o de automorfismos invariantes 
por translação, isto e, para todo vetor u, u i , 02 e u 3  em E e todo X I  e X2 em 

(1) r,t 41  = 

(2) (r„,r„)ru, =  

(3) 3v E 519, To,  = yr, = 

(4) 3z' E 955 , ;4e = 	= v 

(5) XI  C X2 <> r„(X.,) C r„(X2) 

(6) zur 	= 1. 

(comutatividade) 

(associatividade) 

(lei do elemento neutro) 

(lei do oposto) 

(isotonia dupla) 

(bijeção) 

O composto v„,r„ 2  é a translação s„, + , o elemento neutro ré a translação r 0  (so  é o operador identi-
dade t) e o oposto de r„ é a translação r_ u , 

Exercício 4.6 (propriedades das translações) — Prove duas das propriedades do enunciado da Propo- 
sição 4.7. Use, quando for o caso, a Proposição 4.6, 	 O 

A comutatividade das translações corresponde exatamente à propriedade de invariança por translação. 
A isotonia dupla e a bijeção fazem da translação r u  um auloMOdiSMO sobre CE). Por ser um automor-
fismo, z„ é uma dilatação e uma erosão, para todo u em E e C 92', 

z”(sup%) = sups u() e rif(infcE) = infz u(%). 

Quando E é provido de uma adição, é importante estudar, além da translação, um outro operador cha-
mado de transposição. 

Definição 4.6 (transposição) — Seja Xum subconjunto de um grupo Abeliano E. O transposto (em relação 
a origem) de X é o subconjunto denotado X 1  e dado por 

= (x E E: —sEX} 

A transposição, denotada r, é o operador sobre 5(E) dado por 

X ■—> r(X) = 
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A Figura 4.7 mostra em cinza mais escuro o transposto do subconjunto X da Figura 4.4. Na Figura 4.7, 
a origem o é o ponto (O, O). 

.n. 

s, 

ll 

.... 	. 	. N . = 

. ...... 

ao) 

• 	• 	• E ...... . 

‘, 

. 	. 	. 

. 	. 
. 	.Ret(7.10) X  

Fig. 4.7 — Transposto de um subconjunto. 

A Figura 4.8 ilustra, através de um bloquinho, a transposição e o resultado obtido em termos de ima-
gens 'binárias. 

Um subconjunto X de E é simétrico (em relação a origem) se e somente se X Xl. 

Considerando E como um grupo Abeliano sobre um espaço afim ligado ao retângulo Ret(5, 5), a 
Figura 4.9 mostra, em (a), um subconjunto B i  simétrico (em relação a origem o = (2,2)) e, em (b), um 
subconjunto B2 não simétrico (em relação a origem o = (O, O)). 

Proposição 4.8 (propriedades do transposto) — Seja E um grupo Abeliano. Para todo X, X 1  e X2 CM 95 (E), 

(1) (al = X 

(2)X 1  C X2  Ot• 	t  C X2 t . 

Exercício 4.7 (propriedades do transposto) —Prove a Propriedade (1) ou (2) do transposto. 	1:1 
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e 

x 

o = (0,0) 

r()(1 = 

Fig. 4.8 - Transposição. 

(0,0) (0,0) 

„ • • 

B' 	• 

(a) (b) 

Fig. 4.9 - Simetria de um subconjunto (em relação a origem). 

Como consequência da Proposição 4,8, temos, para toda familia de elementos X ;  em 

( U XIY = U Xi t  
E / 	e 

( n xy = n 
E / 	z E I 

A partir das propriedades do transposto podemos enunciar as da transposição. 

Proposição 4.9 (propriedades da transposição) - Seja Eum grupo Abeliano. As transposições sobre 95(E) 
formam um conjunto de automorfismos idempotentes de tipo 2, isto é, para todo X I  e X2 em 

(1) X I  C X2  c,  ru(Xi ) C v“(X 2) 	 (isotonia dupla) 

(2) rr = s. 	 (bijeção idempotente de tipo 2) 
1:1 

Exercício 4.8 (propriedades da transposição) - Prove uma das propriedades do enunciado da Propo- 
sição 4.9. Use, quando for o caso, a Proposição 4.8. 	 O 

A isotonia dupla e a bijeção fazem da transposição Dum automorfisrno sobre T(E). Por ser um auto-
modismo, r é uma dilatação e uma erosão, para todo C 5 , , 

t(sup%) = sura() e z(inf%) iner(%). 



64 	 CAPITULO 4. OPERADORES INVARIANTES POR TRANSLAÇÃO 

A transposição Pão é um operador invariante por translação como mostra a proposição seguinte. 

Proposição 4.10 (propriedades mútuas do translado e do transposto) - Seja E um grupo Abeliano. Para 

todo X em e(E) e uev em E, 

(1) (X + u) t  = Xt  - u 

(2)uEX+v 4>vEX t +u. 

Prova - Vamos provar a Propriedade (1). Para todo u E E, XE Te yE E, 

yE(X+u) t 	-yEX+ u 	 (definição do transposto) 

( - y)-uEX 	 (definição do translado) 

- (y-1- u) E X 	 (soma e oposto comutam) 

ay-FuEr 	 (definição do transposto) 

<>ver -u 	 (definição do translado) 

isto é, para todo u E E, X E O'. 

(X + 	X t  — U. 

Vamos provar a Propriedade (2). Para todo uev E Ee XE 5) , 

uEX+y <4. u-vEX 	 (definição do translado) 

<i> - (v - u) E X 	 (soma e oposto comutam) 

(definição do transposto) 

iuuniEr+ u. 	 (definição do translado) 

A Figura 4.10 ilustra a Propriedade (2), enunciada na Proposição 4.10. Nesta figura, a origem o é o 
ponto (0, 0). Em (a), a área cinza representa um subconjunto X particular; em (b). a área cinza representa 
o transposto X'; em (c), os dois pontos pretos representam dois pontos" e v de E e a áreacinza o translado 

X + v, em (d) a área cinza representa Xt  + u. o translado por u do transposto de X. Observa-se quem, em 

(c), u pertence a X + v e, em (d), v pertence a X t  + u. 

A partir das propriedades mutuas do translado e do transposto podemos enunciar as das translações 
e da transposição. 

Proposição 4.11 (propriedades mútuas da translação e da transposição)- Para todo uev E EeX E e, 

(I) rr u  = 	. 
(2) u E r(X) 	E r „r(X). 	 O 

Prova - Vamos provar a Propriedade (1). Para todo u E E, X E 3', 

mu(X) T(tu(20) 	 (definição da composição) 

= s(X + u)) 	 (definição da translação) 

= (X + u)' 	 (definição da transposição) 
= Ir

- u 	 (Proposição 4.10) 

= r_,(X) 	 (definição da translação) 

= t - o(z(X)) 	 (definição da transposição) 

= r 	 (definição da composição) 
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Vamos provar a Propriedade (2). Para todo uevEEeXEgs, 

uEt„(X)m imEX+v (definição da translação) 

avEXt +u (Proposição 4.10) 
so v E ir.(Xt) (definição da translação) 
o vEz „(r(X)) (definição da transposição) 
a v E sdr(X). (definição da composição) 

0 

o = (0,0) 	 o = (0, 0) . 

. ' . 	. 	. 	. 	..... 

. 	. 	. 	r:' ..... 	. 	. 	. 	• 	• 
-- 	v 

x, . 	. 
x  + v 	• 	• • • 	 • 
	einii • • 

'4~ 
• 

...... j: 	• 	• 	• 

(e) 	 (d) 

Fig. 4.10 — Relação entre o translado e o transposto. 

4.2 Adição e subtração de Minkowski 

Na seção anterior, foram vistas a adição entre dois pontos de E e a adição entre um subconjunto e um ponto 
(a translação). Nesta seção, vamos definir a adição entre dois subconjuntos, conhecida como a adição de 
Minkowski [Minkow03]. 

Definição 4.7 (adição de Minkewski) —Seja E um grupo Abeliano. Sejam A e B dois subconjuntos de E. 
A soma de Minkowski de A eBé o subconjunto de E, denotado A eBe dado por 

AeB={xEE:3aEAe3bEB, x= a+ b}. 
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A adição de Minlcowski, denotada te, é o mapeamento dado por 

(A,B)1— AED B. 

A Figura 4.11 ilustra a construção da soma de Minkowski de dois subconjuntos A eB. 

o = (0,0) 	A  

t'L- -:—.: i " 	' , ' 	• 	' 

. \ • 	• 	- T-•"---á* 	- 	• ■ 	i 	‘i 

. 	. 	. 	.. 	\ .. 
Y., 

• i2-1\ 	• ,...1. 
r. 

AEDB 

Fig. 4.11 — Soma de Minkowski de dois subconjuntos. 

A Figura 4.12 mostra três exemplos de soma de Minlcowski. Observamos que a soma de um subcon-
junto por um singleton contendo a origem é o próprio subconjunto. Os resultados destas três somas ilus-
tram uma solução do problema de interpolação de formas. Entre a cruz e o quadrado de tamanho 5 X5, 
resultantes da primeira e terceira somas, temos uma forma intermediária, resultante da soma de uma cruz 
e de um quadrado de tamanho 3 X3. 

Seja E um subconjunto de E e n um número inteiro não negativo. Às vezes, é útil denotarmos por nB 
o subconjunto de E dado pela composição de n — 1 adições de Minskowslci, isto E, 

nE = 	B B)EBB--.)E113 

se n for maior que 1,0 próprio conjunto R, se n for!, e o singletort (o}, se n for O. 

Proposição 4.12 (propriedades da soma de Minkowski) — Para todo A, B, e C em Te u em E, 

(1) A e E = U A -I- b 	 (definição equivalente) 
b e 

(2) AeB=BEDA 	 (comutatividade) 

(3)(AeB)eC=Ae(BeC) 	 (associatividade) 

(4)A ED {o} = A 	 (lei do elemento neutro) 

(5) (A eB)+ a = (A + u) e B 	 (translação versus soma de Minkowski) 

(6)0EB 	ACAE(3 B. 

Prova—Propriedade (1). Para todo A e fi em e para todo x E E, 

xEAEBB 	3aEAe3bEB, x=a+b 	 (definição de e) 

	

.ts Rb EB, (3o E A, x = a + b) 	 (equivalência lógica) 

	

ab E B, (3a E A, a = x — b) 	 (propriedade de +) 
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a. 36 E B, x—hEA 

c. 3b E B, xeA+b 

e> xE U A + b. 
bEB 

(equivalência lógica) 

(definição de translado) 

(definição de união) 

Propriedade (2). Ela decorre da comutatividade da soma em E. 

Propriedade (3). Ela decorre da associatividade da soma em E. 

Propriedade (4). Para todo A em 95, 

A e (o} = 	U A + h 
bE(o) 

(Propriedade (1)) 

= A + o (('amília reduzida a um membro) 

= A. (propriedade do translado) 

Propriedade (5). Para todo A e B em g)  e u em E. 

(A e B)+u=(U A+ b)+ u 
b E B 

(Propriedade (I)) 

= U (A + b)+ u 
h E B 

(propriedade do translado) 

= U A + (h + u) 
b E B 

(propriedade do translado) 

= U A + (u + b) 
b E B 

(comutatividade da adição) 

= U (A + u)+ b 
b E B 

(propriedade do translado) 

=(U A + u) + b 
b E B 

(propriedade do translado) 

.= (A + we B. (Propriedade (1)) 

Propriedade (6). Para todo A e B em 95  e para todo x E E, 

(xEA e oEB)x+oEAE,B (definição de EB) 

oxEAEll B. (propriedade de +) 

Isto é, para todo A e B em 95, 

cEB =a(WEE,xEA 	xEMFDB) 

.ACAes. (definição de inclusão) 
0 
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#,K 

• isSo • e 	 . 	 . 

• • 	• 	• 	• 	 • 

,..ra 
e 

	

r= 	• • al;;;-: • • 

• • Órns = • • 	• • ;2:4; °  • ' 	= 	• trál;nott • 
• swak#4,~  • 

. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 

Exercido 4.9 (propriedades da soma de Minkowski) — Prove uma das propriedades abaixo. Para todo A, 
A r  21 2,B, B i  e B 2  em T, 

(1)A El) E = {x E E: (B t  + x) fl A 	0) 	 (definição equivalente) 

(2) (A, UA 2) e E = (A, B)U (A, e B) 	 (distributividade de EB) 

(3)A E0 (B i  UB 2) = (A E? BDU (A 0) B 2) 	 (distributividade de EB) 

(4) (A I  n.4 2) (13B C (A i  B)n (A 2  ED B) 

(5) A ED) (B i  n B 2) C (A e ao n (A ED 8 2) 

(6)A 1  C A2 C> A i  e B C A2 EDB 

(7) B C B2 •4,  A e B i  C A e) 13 2  

(8)0 03B= 0 

{ E seBX0 
EB (9)EB= 	 O 

0 	c.c.. 

Após várias décadas, Hadwiger fliadwig50, Hadwig571 definiu a subtração de Minkowski que tem 
um papel tão importante quanto a soma de Minkovski em morfologia de subconjunto. 
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Definição 4.8 (subtração de Minkowski) — Seja E um grupo Abeliano. Sejam A e B dois subconjuntos de 
E. A diferença de Minkawski entre A efféo subconjunto de E, denotado A eB e dado por 

A eB= {y E E : Vb E B, (3a E A, y = a — b)). 

A subtração de Minkowski, denotada e, o mapeatnento dado por 
(A,B)1 — A e B. 	 o 

A Figura 4.13 ilustra a construção da diferença de Minkowski entre dois subconjuntos A e B. 

Fig. 4.13 —Diferença de Minkowski entre dois subconjuntos. 

Proposição 4.13 (propriedades da diferença de Minkowski) — Para todo A, 8, e Cem 9' e u em E 

(1)Aefira 	n A — b 	 (definição equivalente) 
COR 

(2) (A efflec=Ae (B e C) 
(3)A e(0) - A 
(4) (A e 13) + 14 = (A + u) ee 	(translação versus a diferença de Minkowski) 
(5)oEB 	AeBCA. 	 O 

Prova— Propriedade (1). Para todo A e B em 5' e para todo y E E, 

y E A eB a Vb EB, (3a EA, y = a — b) (definição de e) 
... Vb E S, (3a E A, a = y + b) (propriedade da +) 
e. Vb EB, y+ b EA (equivalência lógica) 
<4,  Vb E B, yEA — b (defunção de translado) 

a y E nA_ b. 
bEB 

(definição de interseção) 

Propriedade (2). Para todo A, B, e Cem 51, 

(A OB)0C= n (  fl A_ b) — c 
e E C bEB 

(Propriedade (1)) 

=n 	n (A — 12) — e 
t e Ch E B 

(propriedade do translado) 
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= n 	n A — (b + c) 
cECb E B 

= 	n 	A — (b + c) 
bEBec E C 

= 	n 	A — x 
xEBeC 

(propriedade do translada) 

(associatividade da interseção) 

(definição de soma de Minkowski) 

=Aeuten. (Propriedade (1)) 

Propriedade (3). Para todo A em 9', 

Ae(o}= 	n A — b 
é E to} 

(Propriedade (1)) 

= A — o (família reduzida a um membro) 

= A. (propriedade do translado) 

Propriedade (4). Para todo A e B em 95  e u em E, 

(A(9B)+u= (n A—b)+u 
bEB 

(Propriedade (1)) 

= n (A — b) + a 
bEB 

(propriedade do translado) 

= n A + (( — h) + u) 	 (propriedade do translado) 
bEB 

= n A + (u — 12) 	 (comutatividade da adição) 
bEB 

= n 	+ u) — b 	 (propriedade do translado) 
bEB 

= ( n A + — b 	 (propriedade do translado) 
bEB 

= (A + )e B. 	 (Propriedade (1)) 

Propriedade (5). Para todo A e B em 5)  e para todo y E E, 

(y E A eB e o E B) 	(3a EA, y= a— o) 	 (definição de e) 
o (3a E A, y = a) 	 (propriedade da +) 

oyEA 	 (equivalência lógica) 

Isto é, para todo A e B em 95, 

oE B (tfy E E, yEAeB .yEA) 

a.AeBCA. 	 (definição de inclusão) 
o 
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Exercício 4.10 (propriedades da diferença de Minkowski) — Prove uma das propriedades abaixo. Para 
todo A, A i , A2, B, B i  e B 2  em 95, 

(1)A eB = (y E E: (B + y) CA) 	 (definição equivalente) 

(2) (A e B)u(A, eB) c (B,B42)eB 
(3)A e (B,uB 2) 	eBon (A 9132) 
(4) (A i  n21 2) e h = (A, e B)n (A 2  e E) 	 (disttibutividade de e) 
(5) (A e a,)u (A EI B2) C A e (B 1  its,) 

(6)A I  C A2 C> A, e B C A2 e B 

(7 lR C E, a A ias, c A eB, 

(8) E eB - E 

0 se 
(9) 0 e B ={ 

	

	
0 

E c.c..

B0 

 

4.3 Dilatações e erosões invariantes por translação 

O conjunto da dilatações (resp. erosões) invariantes por translação, como interseção do reticulado com-
pleto das dilatações (resp. erosões) e o reticulado completo dos operadores invariantes por translação 
também um reticulado completo. 

Para caracterizar os operadores elementares invariantes por translação é interessante definir a noção 
de função invariante por translação. 

Definição 4.9 (função invariante por translação) — Seja E um grupo Abeliano. Uma função b de E em 
T(E)éinvariante por trcuislação (i.t.), se e somente se, as propriedades equivalentes abaixo são verifica-
das. 

(1)Vu e y E E, b(y + u) = h(y) + u 

(2) 3B E 9,(E), Vy E E, b(y) B + y. 

Exercício 4.11 (função invariante por translação) — Mostre a equivalência entre as Propriedades (1) e (2) 
da Definição 4.9. 

o 
Usando a adição de Minkowski. podemos agora caracterizar as dilatações invariantes por translação. 

Proposição 4.14 (propriedades das dilatações invariantes por translação) — Seja E um grupo Abeliano. 
Seja õ uma dilatação sobre 0)(E) e seja!' sua função estruturante, então as três propriedades abaixo são 
equivalentes. 

(1) b é invariante por translação 

(2) 8(Y) = Y El) 	(Y E 5(E)) e B = 6({o)) 

(3) Sé invariante por translação. 
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Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Para todo YE Te para todo x E E, 

x E d(Y) •=.• x e U 8(Y) 
yEY 

c. xE U + 
yEY 

c•xeBeY. 

Isto é. pela comutatividade de e, para todo Y E 5), 

8(Y) = Y$ B. 

Em consequência, 

No)) = {o} eB 

(caracterização das dilatações) 

(definição de função i.t.. e Hipótese (1)) 

(definição de e) 

(Y= ( 0 1) 
(propriedade de e) 

Vamos provar que (2) implica (3). Para todo xEEe para todo Y E P. 

cl(Y + 	= (Y + u) e .8 	 (Hipótese (2)) 

= (Y e B) + u 	 (propriedade de e) 

-= 8(Y) + u. 	 (Hipótese (2)) 

Isto é. 8 é invariante por translação. 

Vamos provar que (3) implica (1). Para todo y E E, 

b(y + u) = (3((y + u)) 	 (definição de função estruturante de 6) 

= 8(1Y1 + 	 (Exercício 4.4) 

= 8(61) + a. 	 (Hipótese (3)) 

= b(y) + a. 	 (definição de função estruturante de 6) 

Isto é, b é invariante por transtação. 

A partir da Proposição 4.14, podemos caracterizar as dilatações invariantes por translação. 

Proposição 4.15 (caracterização das dilatações i.t.) — Seja A' o conjunto das dilatações i.t.. O mapea-

mento de A' em 91E, 

, 

onde 135  é o subconjunto dado por 

B a  = 8(ion 

é uma bijeção. Seu inverso é 

onde 138 é a dilatação i.t. dada por 

85(Y) = e B (Y 95). 

Prova — Antes de tudo, temos que verificar que d B  é uma dilatação i.t.. Seja B E 95, seja b um mapea- 
mento de E em g,  tal que 

b (y) = B + y (y E E) 



4.3 DILATAÇÕES E EROSÕES INVARIANTES POR7RANSLAÇÃO 	 73 

e seja oh a dilatação pela função estruturante h Para todo Y e Bem T, 

abo') = YB 
	

(Proposição 4.14, ((1) implica (2))) 

= 69(Y). 

Isto é, pela Proposição 3.5, 6 3  é uma dilatação e pela Proposição 4.14, ((2) implica (3)) ri g  é i.t. 

Vamos provar que 	B a  é uma bijeção. Em primeiro lugar, para todo 
ó E A' e Y E 95, 

11513,(Y) = Y B a 	 (definição de ila) 

= YED d((o)) 	 (definição de B a) 

= dm, 	 (Proposição 4.14, ((3) implica (2))) 

em outros termos, para todo 6 E A', 686  = 6. Isto prova que o mapeamento 6 1-• B d  é injetor. 

Em segundo lugar, para todo B EgexE E, 

x E Ba 	x E 63({o)) 	 (definição de B a) 

x E (o)EBB 	 (definição de a s ) 

o x E B. 	 (propriedade de el1)) 

em outros termos, para todo B E T, aan  = B. Isto prova que o mapeamento 61—> B a  é sobrejetor e con-

seqüentemente é uma bijeção. 

A Proposição 4.15 mostra que existe uma correspondência um por um entre A e flt Os subconjuntos 
de E caracterizam sem ambigüidade as dilatações i.t,. A figura 4.14 ilustra este resultado. O subconjunto 
Ba  é chamado de elemento estruturante da dilatação i.t. d. 

At 91(E) 

Fig. 4.14— Bijeção entre as dilatações i.t e os subconjuntos. 

Para um dado subconjunto Y, o subconjunto 6 8(Y) chama—se de dilatação de Y pelo elemento estriem-
rante B. 
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Podemos caracterizar de uma maneira análoga as erosões, anti—dilatações e anti—erosões por elementos 

estruturantes. Nestes casos, para um dado subconjunto X, os subconjuntos e B (X), ba D(X) e e' B(X) cha-
mam—se, respectivamente, de erosão, alui—dilatação e anti—erosão de X peio elemento estruturante S e 
são dados por, 

e B(X) = Xe B 

= (X e Ett.  

s a  R (X) = (X e B). 

A Figura 4.15 mostra um exemplo de dilatação de um subconjuto por um elemento estruturante. A 

Figura 4.16 mostra dois modos de construir o dilatado de um subconjunto. Em (a), usamos a definição 

equivalente de soma de Minkowski, dada na Proposição 4.12 (Propriedade (1)). Neste modo, o dilatado 

e obtido "pintando" com o quadradinho, cujo centro permanece dentro do conjunto a ser dilatado. Em (b), 

usamos a definição equivalente de sorna de Minkowski dada no Exercício 4.9 (Propriedade(1)). Neste 
modo, o dilatado é o conjunto de todos os centros dos quadradinhos que tocam o conjunto a ser dilatado. 

-[ I  11 1 1 1 ] 
1 1 I 

Fig. 4.15 — Dilatação de um subconjunto por uni elemento estmturante. 

A Figura 4.17 mostra um exemplo de erosão de um subconjutopor uni elemento estruturante. A Figura 
4.18 mostra o modo de construir o erodido de um subconjunto. Usamos a definição equivalente de difer-

ença de Minkowski. dada no Exercício 4.10 (Propriedade(1)). onde o erodido é o conjunto de todos os 
centros dos quadradinhos que estão comidos no conjunto a ser eroclido. 

Vamos, agora, introduzir uma representação matricial para os elementos estruturantes. SejaB um sub-
conjunto do retãngulo Ret(n 1 , n2). Usando a bijeção B1—> I kr  do Capítulo 2 e escrevendo ./ B  na forma 
matricial 

+ i,j+ 
J„,x„, 
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(a) 	 (b) 

Fig. 4.16 — Dois modos de construir o dilatado. 

= X8)8 

I 1 I] 
={I 1 1 

1 1 I 

Fig. 4.17 — Erosão de um subconjunto por um elemento estruturante. 

onde 1 8(i + 1,j + 1) representa o elemento da iEsima linha e jésinla coluna damatriz de dimensão n i  X 7[2, 
temos uma representação para o conjunto B. Por abuso de linguagem, escrevemos então B na forma de 
uma matriz de zeros e uns 

B 

Seja E um grupo Abeliano sobre um espaço afim ligado a Ret(n i , 0 2). Como pode ser observado na 
expressão da soma em E, 

a b = a + 
E 	Ret(a,,na 
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Fig. 4.18 - Modo de construir o erodido. 

para c6mputar esta soma, basta conhecer a posição relativa de apenas um dos dois pontos (aqui b) em 
relação à origem o. Em Morfologia Matemática, na hora de calcular a dilatação i.t. de um subconjunto X 
por um elemento estruturante 8 (i.e.X EB B) e habitual definira posição relativa do elemento estruturante 
8 (e não X) em relação à origem. 

Neste caso, devemos acrescentar à representação de l a indicação do ponto o de Ret(n i , n 2) escolhido 
como origem (isto é, como elemento neutro do grupo). Escrevemos então B na forma de um par 

B = ([h á .] 	, 0). 
n i 1OL, 

Por exemplo, os subconjuntos B 1  e 82 mostrados na Figura 4.9 poderão ser escritos então 

00000-  

[ 	

00000 
00100 	 O 0 I 0 0 

B t  = (01110,(2,20 e B2 = (01110.0M01. 
00100 	 00100 
00000_ 	 00000 

Para simplificar a notação, adotamos a convenção de realçar o elemento posicionado na origem, 

[00000 	 00000 
00100 	 0 0 1 O O 

Et= 01110 e B 2 = 01110. 
00100 	00100 
00000 	00000 

Come os elementos estruturantes são geralmente subconjuntos com poucos pontos e que estes estão 
agrupados, para simplificar ainda mais a notação, representamos estes na forma da menor submatriz que 
contém todos os Is e o elemento posicionado na origem. Desta forma, os subconjuntos B t  e B2 mostrados 
na Figura 4.9 poderão ser escritos 

010  0000 O 
B I  =[1 1 	e B 2  = 	0 1 0 

O III 
010 O 010 

Nesta última forma de representar um subconjunto, é entendido que os elementos não representados 
valem 0. 
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Seja m i  X m2  a dimensão da menor submattiz usada na representação de B, então B é dito de dimensão 
mi x m2. 

As dilatações e erosões por um elemento estruturante tem todas as propriedades das dilatações e 
erosões já vistas no capítulo anterior e mais aquelas que decorrem das propriedades da adição e diferença 
de Minkowski. 

Proposição 4.16 (propriedades da dilatação por um elemento estruturante) — Seja B um subconjunto de 
um grupo Abeliano E. Seja 6B a dilatação pelo elemento estruturante B, isto é, 

õ B(Y) = Ire B (11  E 51)), 

então valem as seguintes propriedades. Para todo B, B 1  e B2 em 9', 

(1) 35(Y) = U (Y +b) ( 3?  E 95) 
b 13 

(2)dia) = {x E E : (B t  + x)(1 Y 0} (Y E S)) 

(3)d8(sup9j) = supd") (9j C S)) 

(4) rd35  = ô8r (u E E) 

(5) 4,352  35,e52  

(6) 8 (a)  =t 

(7) oEBt5 65 

(8)dn, V d a, = 65,03  

(9)BI C B2 ct 	352  

(10) 4(0) = 0. 

(dilatação) 

(invariança por translação) 

(separabilidade) 

(identidade) 

(extensividade) 

(sup—fechamento) 

(isotonia dupla) 

(invariante) 
o 

Prova —As Propriedades (I) e (2) decorrem das definições equivalentes de adição de Minkowski. 
As Propriedades (3) e (4) decorrem da Proposição 4.15. 

As Propriedades (5), (6) e (7) decorrem da Proposição 4.12. 
As Propriedades (8), (9) e (10) decorrem do Exercício 4.9. 
Pela comutatividade da adição de Minkowski e pelas Propriedade (5), observamos que as dilatações 

i.t. são comutativos (o que não ocorre em geral com as dilatações não i.t.). 

As Propriedades (5) e (8) são muito importantes na prática para programar dilatações por grandes ele-
mentosestruturantes a partir de dilatações com elementos estruturantes menores ou para melhorar o tempo 
de processamento (ver também Seção 8.2). Por exemplo, observando a seguinte decomposição do 
losárigulo 5 X 5 por dois losiingulos 3 X 3 

0 0 1 0 0 
[01  11  11  11  01 1 = o 11 01 	11  

0 1 1 1 o 	10 0 .1 	1010  
00100 

constatamos que o losiingulo 5 X 5 tem 13 pontos enquanto os dois losangulos 3 X 3 somara juntos 10 
pontos. Em termos de eficiência computacional é então preferível programar duas dilatações pelo 
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losingulo 3 X 3 do que uma só dilatação pelo losarigule 5 X 5. Podemos até melhoras este resultado, 
observando a seguinte decomposição 

{g111 
0100 

1 	111 	i 
O 1 1 1 O 
O O 1 O O 

= 
010 1 	010 

EP iii 	1 	o 1 
010 	01O 

] 
constatamos que os dois elementos estruturantes 3 x 3 somam juntos 9 pontos. A Figura 4.19 mostra o 
diagrama de blocos equivalente a uma dilatação pelo losângulo 5 X 5. 

, 
010 	010 

. 	. 	
111 	10 1 

[O I O] 	[010]  

dil I41  dil 

í
Do  0 li  0 Oo  
11111 
Dll 10 
O O 1 O O 

Fig. 4.19 — Diagrama de blocos de uma dilatação pelo losângulo 5 por 5. 

Exercício 4.12 (programação de uma dilatação por decomposição de elemento estruturante) — Seguindo 
a Propriedade (5), encontre o diagrama de blocos de uma dilatação pelo elemento estruturante B dado 
abaixo, usando apenas dilatações por elementos estruturantes 3 x 3 com seus centros posicionados na ori-
gem. 

.1 	II  
B = I 1  

1 1 1 11 .  
1111 

Procure uma solução computacionalmente eficiente. 

Exercido 4.13 (programação de uma dilatação por decomposição de elemento estruturante) — Seguindo 
as Propriedades (5) e (8), encontre o diagrama de blocos de uma dilatação pelo elemento estruturante B 
dado abaixo, usando apenas dilatações por elementos estruturantes 3 X 3 com seus centros posicionados 
na origem. 
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1 
B= [BI 

o 
1 

Procure uma solução computacionalmente eficiente. 

Proposição 4.17 (propriedades da erosão por um elemento estruturante) — Seja B um subconjunto de um 
grupo Abeliano E. Seja e B  a erosão pelo elemento estruturante E. isto é, 

28(X) = X e B (X E 9), 

então valem as seguintes propriedades. Para todo B, R i  e 82  em T, 

(1)e5(X)= n x_ b (X E g)) 
b EB 

(2) e8(X) = ty C E: (13 y) C X} (X E 95) 

(3)eB(infi) = infe B(%) (96 C 5) 

(4)tE5  = €8r1, (u E E) 

(5) eBie B, = 88,083  

(6) e co}  = 

(7)o EB  

(8)en, A 282 = E 13,U132  

(9) B C E2 e> eB,  5 eB,  

(10) e(E) = E. 

(erosão) 

(invariança por translação) 

(separabilidade) 

(identidade) 

(anti—extensividade) 

(inf—fechamento) 

(antitonia) 

(invariante) 
o 

Exercício 4.14 (propriedades da erosão por um elemento estruturante) — Prove a Proposição 4.17. O 

Pela comutatividade da adição de Minkowski e a Propriedade (5) observamos que as erosões i.t são 
comutativos (o que não ocorre em geral com as erosões não i.t.). 

4.4 Dilatações e erosões condicionalmente invariantes por 
translação 

Em certas aplicações, os operadores elementares invariantes por translação podem apresentar efeitos de 
bordas indesejáveis, porque num pontos de "borda" de E o elemento estruturante transladado B xgeral-
mente cobre simultaneamente as imediações da "borda" considerada e da "borda oposta". Na prática, usa—
se, então, operadores elementares que têm um comportamento similar aos operadores i.t. no "centro" de 
E e que nunca tem o efeito de "juntar" as "bordas opostas". 

Seja Z2  o conjunto de pares ordenados de inteiros e seja E um retângulo de Z 2. Vamos considerar as 
translações pelos vetores do grupo Abeliano (Z 2, +). 
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Definição 4.10 (função condicionalmente invariante por translação) — Uma função b de Bem 5)(E)é con-
dicionalmente invariante por translação (c.i.t.) se e somente se 

38 E T(Z2). Vy E E, b(y) = (B + y)tiE. 

A partir da definição de função c.i.t. definimos as dilatações e as erosões condicionalmente invariantes 
por translação. 

Definição 4.11 (dilatação e erosão condicionalmente invariantes por translação) — Uma dilatação (resp. 
erosão) condicionalmente invari ante por translação (c.i.t.)6 uma dilatação a b  (resp. erosão e b) por uma 
função estruturante b condicionalmente invariantes por translação. 

A dilatação ô b  (resp. erosão s b) da definição acima é a dilatação (resp, erosão) definida no enunciado 
da Proposição 3.5 (resp. 14.6). 

Cada função c.i.t. pode ser caracterizado por um subconjunto B de ES Et  [BanBar94]. Para todo 
B E 95(E e Et), denotamos por bB  a função c.i.t. definida por 

bB (y) = (B + y)n E (y E E). 

	

Denotamos então por 6a  (resp. ep) a dilatação (resp. erosão) 	por ba  e chamamos B de elemento 
estruturante da dilatação (resp. erosão). 

As Figuras 4.20 e 4.21 mostram a diferença de comportamento nas "bordas" de uma dilatação i.t, e 
de uma dilatação c.i.t. construídas a partir do mesmo elemento estruturante (o losangulo 3 )< 3). 

[o G] 

Ca? • • 	I 1 I 
O 1 O ha • • 

	

. 	. 	. 	. 

dil 	  

Fig. 4.20 — Dilatação invariante por translação. 

Fig. 4.21 — Dilatação condicionalmente invariante por translação. 



Capitulo 5 

Dualidades entre dilatações e erosões 

Neste capítulo voltamos a considerar os operadores elementares do Capítulo 3 em toda sua generalidade, 
isto é, os operadores não serão necessariamente invariantes ou parcialmente invariantes por translação. 

Dentro desse contexto definimos a dualidade entre dilatações e erosões, como uma correspondência 
um para um entre o conjunto das dilatações e o das erosões. Exemplificamos este conceito, apresentando 
duas das mais importantes dualidades conhecidas: aquela baseada na estrutura de reticulado completo e 
aquela baseada na estrutura de reticulado completo Booleano. Verificamos que a primeira é mais funda-
mental, porque é baseada na noção de conexão de Galais que é definida para qualquerreticulado completo. 

O estabeficimento de uma dualidade, através das conexões de Galois, entre o reticulado das dilatações 
e o das erosões vai ser usada para deduzir uma caracterização das erosões a partir da caracterização das 
dilatações, apresentada no Capítulo 3. Esta dualidade vai ser importante também para deduzir proprie-
dades dos operadores de abertura e fechamento morfológico no próximo capítulo. 

5.1 Conexão de Galois 

As definições de dilatações e de erosões são duais, no sentido que, se trocarmos a relação "está contido" 
(C) pela relação "contem" ( D), os operadores que eram dilatações passam a ser erosões e os operadores 
que eram erosões passam a ser dilatações. Por isto, podetiamos pensar que existe uma relação um por um 
entre as dilatações e as erosões. É isto que nós vamos estudar nesta seção. A noção chave para levar adiante 
este propósito é a de conexão de Galeis [Birkho67]. 

Definição 5.1 (conexão de Galois) — Sejam a e fl dois operadores sobre @. O par (aj.') é uma conexão 
de Colon. entre (g) , D) e (95 , C) se e somente se os três axiomas abaixo são satisfeitos, 

	

D X2 	a(X 2) C a(X i) (X 1 ,X 2  E 9) 
	

(isotonia deu) 

	

111 C Y2 	P(Y2) D 	(Y1 , Y2 E 9)) 
	

(isotonia de p) 
X D acr(X) e Y C afi(1) (X, Y E 5). 

(anti—extensividade de fia e extensividade de afi) 
o 
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Proposição 5.1 (definição equivalente de conexão de Gidois) — Sejam a efi dois operadores sobre gl O 
par (a,fi)E uma conexão de Galais entre (9', 3) e (T, C) se e somente se 

X D p(y) o Y C a(X) 	(X, Y E U)). 	 O 

Prova — Por um lado, supondo que (a,fi) é uma conexão de Galois, para todo X e Vem 9l; 

X D /3(Y) 0 a(X) D a(fi(Y)) 	 (isotonia de a) 

0  a(X) D a/3 (Y) 	 (definição do composto) 

0 afi(Y) C a(X) 	 (dualidade entre C e D) 

o Y C a(X), 	 (extensividade de afi e transitividade de C) 

da mesma maneira, 
Y C a(X) o fl(Y) C fi(a(X)) 	 (isotonia de )9) 

« fim C fia(X) 	 (definição do composto) 

al fia(X)  D P/') 	 (dualidade entre C e D) 

X D fim. 	 (anti—extensividade de fia e transitividade de D) 

Em outros termos, se (a, 13)é uma conexão de Galois, então 

X D A(Y) .. Y C a(X) 	(X, Y E T). 

Por outro lado, supondo que (a,fl) verifica a equivalência 

X D /3( Y) a. Y C a(X) 	(X, Y E 55), 

para todo X em Us, 

	

Y = a(X) 0 X D fi(a(X)) 	 (implicação 

	

c,  X D fia(X), 	 (definição de composto) 

isto é, fia é anti—extensiva. Da mesma maneira, para todo Vem P, 

	

X = pop . Y C a(fi(Y)) 	 (implicação 

	

a Y C afi(Y), 	 (definição de composto) 

isto é, aft é extensiva. Finalmente, para todo X, e X2  em g, 

X1  D X2 	X1 D fia(X 2) 	 (aati—extensividade de fia e transitividade de 7) 

a xi  D p(a(X2)) 	 (definição de composto) 

o a(X 2) C a(11 ), 	 (Y = a(X 2) e implicação 

isto é, a é isotônica. Da mesma maneira, para todo Y i  e Y2  em 

Y1  C Y2 o 1'1  C afi(Y2) 	 (extensividade de fia e transitividade de C) 

o Y1  C aW(Y2)) 	 (definição de composto) 

o fi(Y2) D P(Yi), 	 (X = MY 2) e implicação 

isto é, fl é isotônica. 
Em outros termos, se (a,/3) verifica a equivalência 

X D fi(Y) 	Y C a(X) (X, Y E g) ), 

então (a,fi) é uma conexão de Galois. 	 C 
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Afigura 14.1 ilustra uma conexão de Galais (adi). Um caso particular de conexão de Galoisé quando 

a 

D) (3', Cl 

o par (a,fi) verifica a equivalência abaixo, 

X = /3(Y) e> Y = a(X) (X, Y E 55), 

então al3 = i e fia = z, isto é, a efi são bijeções recíprocas. 
Exercido 5.1 (exemplos de conexão de Galais) — Seja E é um grupo Abeliano. Mostre que os pares 
(tri„r _.), para todo u em E, e o par (r,z) são conexões de Galoistentre (9'(E), D) e (dkE), C). 	O 

Vamos caracterizar mutuamente os elementos de uma conexão de Galois. Daqui para frente, os limi-
tantes superiores, inferiores, os supremos e os ínfimos serão seminu relativos ao conjunto parcialmente 
ordenado (95(E), C). Para todos operadores a e p sobre 9", sejam a e fios operadores sobré 9' dados por 

MX) = sup(17  T:XD 13(Y)} (X E 9") 

a(1) infiX E 9" : Y C a(X)) (Y E V.). 

Proposição 5.2 (caracterização mútua dos elementos de urna conexão de Gaiola) — Sejam a e fl dois 
operadores sobre 9". Se o par (a,fi) é urna conexão de Guiais entre (9', ) e (9', C), então 

a =ff e p= g. 

Prova — Pela Proposição 14.1, para todo X em 9', 

(l'EP:XDfi(Y)}= (1 1 E95 :YCa(X)), 

isto é, a(X) é o maior elemento de 41 7 	XD fi(Y)), em outros termos, a(X) é o supremo desta 
coleção. Assim, por definição de A para todo X em 9", 

a90 = 5(X). 

A prova da segunda igualdade decorre da primeira igualdade por dualidade. 

A conexão de Galois é importante em Morfologia Matemática por causa da próxima proposição. 
Proposição 53 (propriedade de uma conexão de Galois)— Sejam a e fi dois operadores sobre 9k Se o par 
(a,fi) é uma conexão de Galais entre (9', ) e (9', C) então 

fi E e a E E. 	 O 
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Prova - De um lado, para todo clj C W 	# 0) e X E 55 , 

X D supfia) e supfi(%) C X 	 (dualidade entre C e D) 

•::, X é 1.5. de pni) 	 (definição de supremo) 

« p(Y) C X (X e co 	 (definição de Is.) 

0 X D fi(Y) (Y E Si) 	 (dualidade entre C e D) 

c> Y C a(X) (Y E 	) 	 (Proposição 14.1) 

ci• a(X) é Is, de 94 	 (definição de Is.) 

0  sim% C a(X) 	 (definição de supremo) 

0 X D fi(sup%), 	 (Proposição 14.1) 

isto é, X D supfi(ll) 0 X D fi(suprli). Fazendo, sucesávamente, X = fi(sup9j) e X = sup,0(%), obte-
mos, por anti-simetria da relação D, para todo cli C 5)  (cll 	0), 

fl(suP eg) = suPP(11) ,  
Por outro lado, 

	

0 C a(0) a. 0 D /3(0) 	 (Proposição 14.1) 

	

o P(0) = 0. 	 (0 é o menor elemento de 5) 

Isto é, desde que (0 C a(0)) é sempre verdade, fi(0) = 0. Assim, /3(sup94) = supfi(cg) mesmo para 

'11 = 0- 
Em outros termos, fi E A. 

A prova que a E E decorre de /3 E A por dualidade. 	 O 

Com os resultados acima, relativos à conexão de Galois, podemos enunciar a seguinte proposição, 
própria as conexões de Galois entre reticulados completos. 

Proposição 5.4 (definições equivalentes de uma conexão de Galois) - Sejam a e p dois operadores sobre 
9. As três proposições abaixo são equivalentes: 

(I) (a,fi) é uma conexão de Galois entre (9. D) e (T, C); 

(2)aEE e p= a; 

(3)fiE4 e a= p: 	 O 
Prova - Vamos provar que (I) implica (2). Pela Proposição 14.3, a EEe pela Proposição 14.2, /3 = a. 

Vamos provar que (2) implica (1). Pela Proposição 3.1, a é isotônico. Seja Y E T, e seja 
WET: YC a(U)), então 

Y i  C Y2 o (Y2 C a(U) oY 1  C a(U) 	(U E 5')) 	 (transitividade de C) 

C. Wi,  C %)r , 	 (definição de % y) 

inay,  C ill1331.2 	 (propriedade do ínfimo) 

<4. a(Y1 ) C a(Y 2). 	 (definições de a e Ty) 

1::›  fl(1/1) C  P( 172) , 	 (P 

isto é, fi é também isotemica. 
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Para todo X E 9) , 

X E %ao() 	X D infta(y) 	 (ínfimo é I.i.) 

	

a X D a(a(X)) 	 (definições de a e 

	

C> X D fl(a(X)) 	 (fi = 

	

a X D fia(X), 	 (definição de composto) 

isto é, desde que (X E koo) é sempre verdade,fla é ann-extensivo. 

Para todo Y E 92., 

a(96y) = ( V E : 3X E 5y. V = a(X)} 	 (definição de imagem) 

= (V ES) : 3XE 	YCa(X)e V= a(X)) 	 (definição de % 

	

ive 05 : rc v), 	 (dedução lógica) 

em outros termos, Y é Li. de a (c£ y). Para todo Y E 5, 

Y é 1.i. de a(%y) <4. Y C infa(% y) 	 (definição de ínfimo) 

	

c> Y C a(inf9S y) 	 (a é erosão) 

	

Y C a(LÉ(Y)) 	 (definições de a e 

	

44' Y C aU3(n) 	 (fl ri) 

Y C afi(Y). 	 (definição de composto) 

isto é, desde que (Y e I.i. de a(% y)) é sempre verdade, afi é extensivo. 

Em outros termos, pela Definição 14.1 (a,f3) é uma conexão de Galois. 

A prova que (1) e (3) são equivalentes decorre da equivalência entre (1) e (2) por dualidade. 	O 

A partir da proposição acima, podemos enunciar o seguinte resultado que relaciona dilatações e 
erosões. 

Proposição 5.5 (dual isomorfismo entre as dilatações e as erosões) - O mapeamento do reticulado com-
pleto E das erosões sobre 9, no reticulado completo A das dilatações sobre 9 ), 

e H 

é um dual isomorfismo. Isto é, e ,. E é uma bfieção e para todo e i  e e 2  em E, 

ti 	e2 4>  82 	 (antitonia dupla) 

O inverso de El-. e é o mapeamento 

-S. 

O gráfico de e o. e e o conjunto de todas as conexões de Galois entre (9, D) e (T, C). 
O 

Prova -A equivalência entre (1) c (2) da Proposição 14.4 mostra que o gráfico de e 1--> e é o conjunto de 
todas as conexões de Galms entre (9, D) e (9, C). A equivalência entre (2) e (3) mostra que o manca-
mento e 1-> e é uma bijeção e seu inverso é d 1---) ES, desde que e =Med -= (r). 
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Vamos provar a antitonia dupla de el. e. Para todo e l  e E2 em E, 

	

2 C> s(X) C e 2(X) (X E 3') 	 (definição de 5) 

o (Y C E 1 (X) ro Y C F2(X) (X, Y E g)) 	 (transitividade de C) 

c> X J s 1 (Y) 	X D e 2(Y) (X. Y E 95) 	 (Proposições 14.1 e 14.4) 

	

e 1(Y) J E2M (Y E 95) 	 (transitividade de J) 

a e 200 C e(Y) (Y E T) 	 (dualidade de C e D) 

ez 

 

5 . 	 (definição de 5) 

o 
A Proposição 14.5 mostra que existe uma correspondência um por um entre A e E. AFigura 14.2 ilustra 

este resultado. 

E 1—). E 

E 

d 

Fig. 5.2— Ejeção entre as erosões e as dilatações. 

A bijeção entre as dilatações e as erosões permite caracterizar as erosões simplesmente a partir da 
caracterização das dilatações, feita no Capítulo 3. 

Proposição 5.6 (caracterização das erosões) — O mapeamento de E em 9g: 

at  , 

onde at  é a função dada por 

ae(y) = inf{X E 	y E e(X)) (y E E) 

é urna bijeção. Seu inverso é 

onde e d  é a erosão dada por 

e a(X) = {y CE: XD a(y)} (X E 9). 

Para todo s E E, a, = a, e para todo a E 95E. e = 

Prova — Vamos provar que o mapeamento e 1—) at é a composição da bijeção 	ad  (Proposição 3.5) pela 

bijeção e 1—> e (Proposição 14.5). Para todo e EEey E E, 

a(y) = g((y)) 	 (definição ad ) 

= infiX E 95 : {)/1 C e(X)) 	 (definição Ç.) 
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= inf(X ET:yE e(X)} 	 (definição de singleton) 

= ae (y). 	 (definição de a G) 

Isto e, para todo E E E, a, -= ar . Por ser a composição de duas bijeção, e F. a, é uma bijeção. 

Vamos provarque o mapeamento a 1-> e a  é acomposição de c5 &Proposição 14.5)por a 6, (Pro-
posição 3.5). Para todo a E 5)E  e X E 5), 

ra(X) = sup{Y ET:XD 5,(Y)) 	 (definição de 55 

= suo( YE gs:XD U a(y)} 	 (definição de 6a) 
y E Y 

= 	U 	 (propriedade da união) 

xJ U a (y) 
y E Y 

= {y E E: 3Y E g>, (X D U a(y5) e y E Y) 	 (definição da união) 
y' E Y 

= y e E: 3Y E 	(X D a(y') (y' E Y)) e y E Y) 	(pmpriedade da união) 

= (y E E: XD o(y)1 	 (dedução lógica)) 

= e 0(2). 	 (definição de eG ) 

Isto é, para todo a E 1P5, ea  = F.,. Por ser a composição do inverso de e 1-> e pelo inverso de 6 •-• a d , 
a ta  é o inverso de e aG. 	 o 

A Proposição 14.6 mostra que existe uma correspondênciaum por um entre E e 9)I 	funções a val- 
ores nas partesdeEcaracterizam sem ambigüidade as erosões. AFigura 14.3 ilustra este resultado e mostra 
como ele é obtido. A função aE  é chamada de função estruturante da erosão E. 

...........".".""— 

E-----7:----,, e  

7 
E *—> et, 	----,...... 

• A -------j:—.--. 	t. aa  9E  

s, 
411r 

I 

.-----.---- •--.------ 
.....„.____ a .-• 

Fig, 5.3 - Ejeção entre as erosões e as funções estruturantes, 
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A Figura 14.4 mostra quatro modos de representar uma erosão por um bloquinho. Em (a) e (d), fazemos 
umareferência explícita aerosão. Era (b)e (c), a erosão é earacterizadapela sua função estruturanm. Como 
já indicado no Capitulo 3, para um dado subconjunto X, o subconjunto 2 0(10 chama—se erosão de X pela 
Mação estruturante a. 

x......1 	H e(X) 

(a) 

a 

H X 	1 	 Y = e,SX) 

ero 	 

(c) 

JH
Y 2.(X)  

e,    

(d) 

Fig. 5.4 — Quatro modos de representar uma erosão. 

A bijeção apresentada na Proposição 14.6 inverte as relações de ordem definidas sobre E e T E, como 
enunciado na próxima proposição. 

Proposição 5.7 (dual isomorfismo de reticulados) — O mapeamento do reticulado E das erosões no reti- 
culado das funções de E em 9,(E). e a, é um dual isomorfismo de reticulado, isto é, e 1—>a, é uma 
bijeção e para todo e e 2 2  em E, 

E i  5 2 2  .66 ar2 	. 	 (antitonia dupla) 
o 

Prova — Pela Proposição 14.6, e P.a, é urna bijeção. Para todo e e 2 2  em E, 

et 	6 2 	82 	e 	 (Proposição 14.5) 

	

o 24,2  5 as, 	 (Proposição 3.11) 

	

a22  5 ag l . 	 (Proposição 14.6) 
o 

Como já foi indicado no Capitulo 3, o conjunto das erosões, provido da relação de ordem 5, é Um 

reticulado completo. Em particular, no caso das erosões, para todo 111  C E, temos 

supW s 7111  e itf 1P = 
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Proposição 5.8 (propriedade da união e interseção de erosões)— Seja (E) iEiuma família de erosões sobre 
9) e seja (ai), ei a família das respectivas funções estrutrantes, isto é, o = a&  para todo i E L Então 

A e' = E  V a, g e 1 	1E/ 

V si S e A a • 	 o 
i 	I 	1E1 

Prova —A prova é similar a da Proposição 3.12. 	 o 
Em particular, a interseção de duas erosões coincide com a erosão que tem como função estruturante 

a união das funções estruturantes. A união de duas erosões é menor que a erosão que tem como função 
estruturante a interseção das funções estruturames. Em outros termos, 

e i  A e2 	e“, v , e E ]  V e2 	ea , 

Pelas Proposições 3.5, 14.4 e 14.6, para todo a E T E, o par (e a, d„) é uma conexão de Galeis. Então, 
pela Proposição 14.1, para todo a E TE, 

X D da(Y) a Y C E„(X) (X, Y E T), 

e pela Proposição 14.2, 

e a(X) = sup(11  E : X D a „(Y)) (X E Bi) 

&(Y) = inf{X E T: Y C e(X)} (Y E T). 

De uma maneira similar ao caso geral, podemos caracterizar as erosões invariantes por translação. 

Proposição 5,9 (conexão de Galois invariante por translação) — Seja A' o conjunto das dilatações invaria-
ntes por translação sobre T e seja E' o das erosões invariantes por translação sobre T. Sejam a e fi dois 
operadores sobre P. Se o par (a,fl) é urna conexão de Calote entre (T, D ) e (T, C), então 

(1) a E E' 	13 E A' 

(2) j9 E A' 	a E E'. 	 o 
Prova — Para provar (1), basta, pela Proposição 14.4, mostrar que se sé i.t., então e é também it. Para 
todo a E E', Y em T e u em E, 

E(Y + u) = infiX E T : Y + tf C e(X)) 	 (definição dei) 

▪ inf(X ET: YC e(X) — 	 (propriedade do translado) 

▪ inf(X E T: YC e(X — u)) 	 (e i.t) 

= (infR E T: YC e(X))) + u 	 (propriedade do translado) 

= t(Y) + u. 	 (definição de E) 

Isto é, e é também i.t. A prova de (2) é similar. 	 o 
Proposição 5.10 (caracterização das erosões t.) — Seja E' o conjunto das erosões invariantes por trans-
lação. O mapeamento de E' em P E, 

e 	Be  , 

onde B, é o subconjunto dado por 

13, = inf(X E : o E e(X)) 
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é uma bijeção. Seu inverso é 

B"e13 ,  

onde e8  é a erosão invariante por translação. dada por 

28(X) = X B (X E B ) ). 

Para todo a E E', B, B, e para todo B E 91, B  = 

Prova —A prova é similar a da Proposição 14.6. Precisamos apenas verificar que se Eé i.t., então e é tam- 
bém ix.. Isto decorre das Proposições 14.2 e 14.9. 	 O 

Pelas Proposições 14.4 e 14.10, para todo B E 95 , o par (28,68) é uma conexão de Galois. Então, pela 
Proposição 14.1, para todo B E 5, , 

X D (3 8(Y) a PC e 8(X) (X, Y E 9). 

A Figura 14.5 ilustra a implicação te a Figura 14.6 a implicação 

Pela Proposição 14.2„ para todo B E T, 

€ 8(X) = 	E 95  : XD 8 B (Y)) (x e 91) 

= infIX E 95 : Y C 8(X)1 (Y 9'). 

O 1 0 1 1 1 
Exercício 5.2 (Conexão de Galais) — Seja B =[1 1 1] e seja X = {1 1 1 • Determine ó Re B(X). Verifi- 

	

O 1 O 	 1 I 1 

	

que que .5 828(X) C X. Dê uma razão para isto ocontr. 	 O 

A noção de conexão de Galois, apresentada nesta seção, permitiu definir uma primeira dualidade entre 
as dilatações e as erosões, que será muito útil para introduzir as aberturas e fechamentos morfologicos, 
no próximo capítulo. Na próxima seção, vamos introduzir uma segunda dualidade. 

5.2 Dualidade por complementação. 
Vamos agora definir as noções de operador dual por complementação e de transposto de uma função 

estmturante. 

Definição 5.2 (dualidade por complementação) — Seja Vum operador sobre 9 1. O dual (por complemen-

ração) de V é o operador sobre T, denotado ip* e dado por 

1,0 * (X) = Imer cx E 	 o 

Dois operadores a e/3 sobre 55  são mutuamente duais por complementação se e somente se as proprie-
dades equivalentes abaixo são satisfeitas 

(1) x fi(r) 	x E a(Xr (x E E,X T) 

(2) a = 

(3) fi = a*. 

Exercício 5.3 (operadores mutuamente duais) — Prove a equivalência entre as três propriedades acima. 
O 
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• • gw.ka:;_:•:::::k.,':::',:::::::: : : :: ::-.::: . 	. 

. Sa$1;:W2.•..":: 

	

' ~ta " . 	

• 1.1 . u  r -I  

• • • ri • Ft • I • • • . Wi': 	U1.11,ç':;. " • 
• • e...., • Mila1135 • • 

. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 
I.... 	. 	. 	. 	. 	. 
I 
I i x 	 28(X) 

E 8 	  

I 

r.  • - ' 
..... I 	• 	• 	• 1 

-1.- 
.... 	• 	• 	• 

..... 	• 	• 	• 

Y C e a) 

• 

• 

• 

8 

• 
• 
. 

• 

• 

• [ 
• I • EI Rent 
. i 	xÉcum 

• Li • 1  •_iL22, 
• • 	• 	• 

X D Mn 

.• Á:A 

• • 

	

_II  • 	• 
• • 	• 

• • 

• • 	• 

el B  

Fig. 53 — Propriedade de uma conexão de Galois (começando pela erosão). 

Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Para todo X E 9), 

a(X) = ((a(X) e  

= {x EE: zE Kr) lu 

= (x E E: x fi(X51 

= (x EE:xE P(X51 

= 13(X5 c  

=PM. 

Isto é, sob a Hipótese (1), a = p*. 

(idempotência da complementação) 

(Hipótese (0) 
(definição de complemento) 

(definição de complemento) 

(dedução lógica) 

(definição de operador dual) 



92 	 CAPITULO 5. DUALIDADES ENTRE DILATA OES R EROSÕES 

Vamos provar que (2) implica (3). Para todo X 9), 

a(X) = (P*)*(20 	 (Hipótese (2)) 

= fi . (XT 	 (definição de operador dual) 

= (13((ne)o)c 	 (definição de operador dual) 

= PO. 	 (idempotência da complementação) 

Isto é, sob a Hipótese (2), fi =. a'. 

Vamos provar que (3) implica (1). Para todo X E 9)  e x E E, 

x E /3(r) ess x E a*  (Xe) 	 (Hipótese (3)) 

.se• x E a((r)T 	 (definição de operador dual) 

es• x E a(X)e . 	 (idempotência da complementação) 

Isto é, sob a Hipótese (3), x E mr) co xC a(X)` (x E E, X E 9)). 	 C 

Pelas duas últimas equivalências acima, o mapeamento 1->yt de 9 )5' em 9)9  é uma bijeçâo e ele é 
seu próprio inverso. No caso das restrições ã A eE podemos evidenciar um outro dual isomorfismo entre 
as dilatações e as erosões. 

Proposição 5.11 (dual isomorfismo entre as dilatações e as erosões) - O mapeamento do reticulado com-
pleto E das erosões sobre 9), no reticulado completo A das dilatações sobre 9' 

1-) e* 

é um dual isomorfismo. Isto é, e.-' e' é uma bijeção e para todo e j  e e 2  em E, 

el 	E2 45 52 . 	eis. 	 (antitonia) 

O inverso de e és e *  ê o mapeamento 

O gráfico de E e é o conjunto de todos pares de erosão-dilatação mutuamente duais por complemen-
tação. O 

Prova - Temos que provar que se e E E então e' E A. Para todo ej C 9', seja 

= (X E : Xe E cy I. 
Para todo e E Ee Si C 9, 

e * ( U 	= (e( (3 fr) c 	 (definição de dual por complementação) 
YEcll 	YEcg 

= (e( n 	 (lei de Morgan generalizada) 
YE% 

= (E( n X)) c 	 (definição de V) 
x (ty 

= ( n BOM` 	 (definição de erosão) 
X E cr 
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= n e(n) c  
Y % 

= U (e(r))°  
Y 91 

= U e* (Y). 
Y E % 

Isto e. e *  é uma dilatação. 

93 

(definição de 11 1) 

(lei de Morgan generalizada) 

(definição de dual por complementação) 

Da mesma maneira, podemos provar que se ô E á então d *  E E. 

Como e = (e . ) *  e 8 = (3 . ) * , E e *  é uma bijeção e seu inverso é d 

Vamos provar a antitonia de el. e. Para todo e 1  e e2  em E, 

e i  S e2 C.  e 1(20 C e 2(20 (X e g)  ) 

• C e 2(1/`) (Y E 95 ) 

• (e 2(r)r C (e 1 (Y`))e (Y E 9)) 

• el(Y) C e •-[(Y) (Y 	9)) 

.:é• E; 5 et .  

(definição de 5) 

(a complementação é uma bijeção) 

(antitonia da complementação) 

(definição de dual por complementação) 

(definição de 5) 

Finalmente, para fido e E E, o par (e, e *  ) é formado por uma erosão e por uma dilatação, que são 
mutuamente duais por complem entatçáo. Inversamente, em todo par (e, ó), formado por uma erosão e por 
uma dilatação mutuamente duais por com plementação,d é o dual (por complementação) de e, isto é, (e,d) 

pertence ao gráfico de e e'. Em outros termos, o gráfico de E e *  é o conjunto de todos pares de 
erosão-dilatação mutuamente duais por complementação. 

A Proposição 14.11 é uma outra maneira de mostrar que existe uma correspondência um por um entre 
A e E. A Figura 14.7 ilustra este resultado. 

Definição 5.3 (transposto de uma função estruturante) - Seja a uma função de E em 5(E). O transposto 

de a é a função de E em 5(E), denotado at e dada por 

al(x) = (y EE:xE a(y)} (x E E). 

Exercício 5.4 (definição equivalente de dilatação por uma função estrurante) - Seja d a  uma dilatação 

sobre 55(E) de função estruturante a, prove que para todo Y E 5 

a( 10 = (x E E: at(x)n Y Ø. 	 o. 

Duasfunções a e b de E em 5(E)são mutuamente transpostas se e somente se as proposições equiva-
lentes abaixo são satisfeitas 

x E a(y) 	y b(x) (x,y E E); 

a = bt 

b = at  

Pelas duas Vitimas equivalências acima, o mapeamento a ai de  TE em T E  é uma bijeção e ele é seu 
próprio inverso. 
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Fig. 5.6 - Propriedade de uma conexão de Galois (começando pela dilatação). 

Proposição 5.12 (transposição versus dualidade por complementação) - As proposições abaixo são 
equivalentes. Para todo a e b em 5.E, 

a e b mutuamente transpostos ef. d a  e eb  mutuamente duais por complementação; 

6a 4  = e m ; 

ea s  = ôb,  • 

Prova - Vamos provar a segunda proposição. Para todo a em g e X em T, 

r3:20 = (flo(X en 	 (definição de dual por complementação) 

= (fx E E: at(x) n xe o 0})0 	 (Exercício 14.4) 
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= {x E E: at(x)fIxa = (4) 
	

(definição de complemento) 

= (x E E: at(x) C X) 
	

(consistência entre 11 e C) 

= e a.(X) • 
	 (definição de erosão por uma função estmturante) 

Isto é, 6,, = 	. 

Em outros termos, a composição de 6 1-› d' por ai-. .1 3 a, isto é, a 6„*  é idêntica a composição de 
bi-+ e b  por a 1-) a', isto 6, ai-,  eat 

As outras proposições decorrem deste resultado usando o fato que os mapeamentos 	6 *, ai-. 6a, 
b 	th e a 	al  são bijeções. 

E A 

d" 

Fig. 5.7 -Bijeção entre as erosões e as dilatações através da dualidade por 
complementação. 

A Figura 14.8 ilustra o resultado da Proposição 14.12 e mostra como ele é obtido. 

Quando Eé um grupo Abeliano, dois subconjuntos A e B de Esão mutuamentetranspostos se °somente 
se as proposições equivalentes abaixo são satisfeitas 

(1)xEA+rt>yEB+x (x,yEE) 

(2) A = B t  

(3) B = A' . 

Exercício 5.5 (subconjuntos mutuamente transpostos) -Prove a equivalência entre as três propriedades 
acima. 

No caso invariante por translação temos resultados similares aos da Proposição 14.12. Por exemplo, 
as propriedades abaixo são equivalentes. Para todo A e B em T, 

(1)A e B mutuamente transpostos a 6 A  e e B  mutuamente duais por complementação 

(2) t3.4 = CAI 

(3) en *  = 6v, .  
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di.a, ((a. 

Fig. 5.8 - Transposição versus dualidade por complementação. 

Quando A e B são simétricos, as duas igualdades acima simplificam-se e temos 

(3 .4 = - - e; e e =à s  B 	B • 

11 1  
As Figuras 14.9 e 14.10 ilustram estas igualdades no caso A = B ----, 1 1 1 . 

1 1 1 

I I 11 
A =, [I  II 

1 I 1 

Fig. 5.9 - Dualidade por complememação (usando uma erosão). 



H 
 =[

Il 	I I 1 I I 
Fig. 5.10 — Dualidade por complementação (usando uma dilatação). 
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Capítulo 6 

Aberturas e fechamentos 

Neste capítulo vamos introduzir duas novas classes de operadores: a abertura e o fechamento, que ocupam 
um papel fundamental na área dos filtros morfológicos [Serra88]. Como já fizemos cornos operadores 
elementares, adoteremos urna abordagem axiomática. 

As noções de abertura e fechamento foram primeiramente introduzidas no âmbito da topologia. Dado 
um espaço topológico, a abertura (resp. fechamento) corresponde ao operador que produz o interior (resp. 
fecho) de um dado subconjunto. 

Moore, em 1910, estendeu o conceito de fechamento ao reticulado completo (S) (E), C) [Birkho67, 
p. 111]. As aberturas (resp, fechamentos) sobre reticulados completos são operadores que produzem os 
ínfimos (resp. supremos) de elementos de subconjuntos sup-fechados (resp. inf-fechados). 

Em termos prático, interpretando urna imagem binária como sendo o "espaço disponível", a abertura 
produz o "espaço útil" em relação a padrões que queremos colocar dentro do "espaço disponível". 

Primeiramente, apresentamos as aberturas e os fechamentos ditos algébricos. Em seguida, apresenta-
mos o caso particular das aberturas e dos fechamentos morfológicos. As aberturas e os fechamentos algé-
bricos são caracterizados por meio de subcoleções sup-fechadas de subconjuntos. 

Finalmente, as aberturas e os fechamentos invariantes por translaçâo, que receberam muita atenção nos 
primórdios da Morfologia Matemática [Mather75], serão estudados e o teorema de Matheron sobre a 
decomposição das aberturas algébricas (resp. fechamentos algébricos) em termos da união (resp. inter-
seção) de aberturas morfológicas (resp. fechamentos morfológicos) é apresentado. 

6.1 Aberturas e fechamentos algébricos 

As aberturas e os fechamentos são casos particulares de filtros morfológicos. Seja T(E), ou simplesmente 
e, a coleção de todos os subconjuntos de E. Os filtros morfológicos sobre 5 são operadores (sobre 9:0 
isotônicos e idempotentes (de tipo 1). 
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Definição 6.1 (abertura e fechamento) — Um filtro morfológico (sobre T)anti—extensivo é uma abertura 

(algébrica)(sobre 9)). Um filtro morfológico (sobre 9') extensivo é um fechamento (algébrico) (sobre 95)• 
o 

Uma abertura sobre 9' é denotada genericamente por y e um fechamento por rp. O subconjunto das 
aberturas é denotado r e o dos fechamentos W. Estes dois conjuntos de operadores têm as seguintes pro-
priedades. 

Exercício 6.1 (propriedades das aberturas e dos fechamentos) — Prove que para todo C 95 , 

n )0=y( n 100) e 0( U 	= U 95 (X)). 
XE% 	XE% 	 XE% 	XE% 

Prova — De uni lado, para todo C 9 5, 

y( n 	C n Y(X) 	Y(YI n X)) C11( n Y(X)) 	 (y é isotônico) 
X€ 	XE% 	 XE% 	XE% 

y( n 	C y( n Y(X)), 	 (pé idempotente) 
XE% 	XE% 

isto é. desde que, pela isotonia y e a Proposição 3.1. y( n X) C n y(X), temos 
XEM 	XE% 

n 	C 71 ( n yn. De outro lado, para todo C 93 . 
XE96 	XE% 

7( n y(x)) 	n 1,00 
X E 	XE% 

n x. 
XE95 

7é anti—extensivo) 

(y é anti—extensivo) 

isto é, pela idempotência e a isotonia de y. y( n y(0) C y( (-' x). Isto prova que, para todo C 9 5 , 
XE% 	 XE% 

temos y(  n À)  =y( n p(X))- 
X E% 	XE% 

A prova da igualdade para os fechamentos é similar ou ainda decorre da igualdade para as aberturas 
por dualidade. 

Proposição 6.1 (propriedades das arbenuras e fechamentos) — O subconjunto das aberturas r (resp. dos 

fechamentos 0) é um subconjunto sup—fechado (resp. inf—fechado) de 559. C 

Prova ([RonHei91, Pmp. 2.1]) — Seja W C P. Pela Proposição 3.6, supW é anti—extensivo. 

Vamos provarque supW é isothico Os operadores em 'IP sendo isotônicos, pelo que foi visto na Seção 
3.3, supT é também isotônico. 

Vamos provar que supW é idempotente. De um Lado, para todo WCFey E W, 

= YY 	 (y e idempotente) 

5 7(supW) 	 (y é isotônica. 7 5 supW e Proposição 3.15) 

5 (suplif)(supin, 	 (y s supW e Proposição 3.15) 
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isto é, (supW)(supW) é is, de Te, pela definição de supremo, supl.!' 5 (supW)(supIP). Por outro lado, 
para todo IP C F, 

supT 5 	(sup90(suptil) t(supT) 	 (Proposição 3.15) 
(supT)(supT) 5 (supW), 	 (t é o elemento neutro da composição) 

isto é, desde que (supW t)é sempre verdade (suplPé anti-extensivo), temos (supW)(suptP) supW. 
Assim, pela ant-simetria de 5, (supiP)(sup110) = supIP e supT é idempotente. 

Isto prova que, para todo 111  C F, supT é uma abertura. Conseqüentemente, F é um conjunto sup-
fechado. A prova que (13  é um conjunto inf-fechado é similar ou ainda decorre por dualidade do fato que 
F é um conjunto sup-fechado. o 

Pelas Proposições 3.9 e 6,1, o conjuntor das aberturas (resp. dos fechamentos) provido da relação 
de ordem 5 é um reticulado completo. 

No caso das aberturas, para todo I1  C F. temos 

supT = supT e inftlf 5 inf 

Associado a cada operador, podemos definir uma coleção particular de subconjuntos chamado de 
domínio de invariança. 

Definição 6.2 (domínio de invariança de um operador) - Seja X um subconjunto de E, e seja V um opera- 
dor sobre T(E). O subconjunto X é um invariante de ;Use e somente se V(X) = X, A coleção de todos os 
invariantes de ty é o domínio de invariança dein e é denotada por Inv(V). 	 o 
Exercício 6.2 (domínio de invriança de um operador idempotente) - Mostre que Til é um operador idem-
potente (de tipo 1) se e somente se Inv(V) = 9(93 ). 

Prova - Seja 9 um operador idempotente. Por um lado, pela definição de indempotência, 9(X) é um 
invariante de V, o que prova que ip(9 5) C Inv(V). Por outro lado, pela definição de imagem de um mapea-
Mente, !XX) E Ine, assim, para todo X E T. se X (£ ip(5) então X # V(X) e, conseqüentemente, 
X ÇÉ Inv(V) Em outros termos, Inv(V) C v(T). O que prova, pela transitividade da inclusão, que 
Inv(V) = 9(95 ). 

Inversamente, seja 9 um operador que verifica Inv(V) -= 9(9 5), Pela definição de imagem de um 
mapeamento, para todo X E 9), v(X) é um invariante de V, então, pela definição de invariante, 
V(V(X)) V(X). O que prova que 9 é um operador idempotente. o 
Proposição 6.2 (propriedade do domínio de invariança dos operadores isotônicos e anti-extensi-
vos) - Seja tf, um operador isotônico e anti-extensivo (resp. extensivo), então seu domínio de invariância 
Inv(V) é uma subcoleção sup-fechada (resp. inf-fechada). 

Prova - Para todo operador 9 isotônico e anti-extensivo, seja 'S C Inv(V) e S 0. Por um lado, para 
todo B E ffl, 

E = 11103) 	 (E E Inv(V)) 

C Oura), 	 (B C sup96 e V é isotônico) 

isto é, 9(sup96) é Is. de S ou ainda, pela definição de supremo, sup96 C V(sup%). Por outro lado, pela 
anti-extensividade de 9, V(supS) C supS Pela anti-simetria de C, isto prova que para todo 
Si C Inv(9) e 0, 0(sup93) = supS. No caso 93 = 0, pela anti-extensividade de V, %KW 5 0, isto 
é, 9(0) = 0. Assim, para todo 'I C Inv(*), supS E Inv(V). Em outros termos, Inv(V) é uma subcoleção 
sup-fechada. 
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No caso dos operadores tp, isotônicos e extensivos, a prova que Inv(*) é uma subcoleção inf-fechada 
é similar ou ainda decorre por dualidade do fato que Inv(*) é uma subcoleção sup-fechada quando ? fr é 
isotônico e anti-extensivo. 

Vamos agora introduzir um mecanismo de construção de aberturas e fechamentos. 
Seja 93 uma subcoleção qualquer de 5, consideramos agora os operadores yp e Op sobre 9 1  definidos 

por 
V9P0 = sup.(11 E 91 B C X) (X E 95) 

Op(X) = infiff E 31: X C 13) (X E 9). 

Proposição 6.3 (construção de aberturas e fechamentos) - Para todo 33 C 	ê uma abertura sobre 9, 
e Op é um fechamento sobre 3I 	 o 
Prova - Seja 93 C 9'. Vamos provar que yp é isotônica. Para todo X I  e X2  em T, 

X 1 CX2 	(BES:BCX I )C(BE93:BCX2 ) 	 (transitividade) 
yp(X i ) C yp(X2). 	 (definição de yp e propriedade do supremo) 

Isto prova que yp e isotônica. 

Vamos provar que yp é anti-extensivo. Para todo X em SI, X é I.s. de {B E 91: B C X), isto é, pela 
definição de supremo, sup(B E 33 : E C X) C X ou ainda, pela definição de yw , y(X) C X. Isto prova 
que yp é anti-extensivo. 

Vamos provar que yp é idempotente. Por um lado, 

YVs 	 (Proposição 3.15) 

Y9,04 5  Ygi, 	 (t é elemento neutro da composição) 
isto é, desde que y s  é anti-extensivo (y s  5 0, temos yop 5 ys. Por outro lado, para todo X em 

YsYss00 = Ys(ysi00) 	 (definição do composto) 

yp(sup(B E lã: /3 C X)) 	 (definição de y p) 

D supyp((B E : E C X)) 	 (y ss  é ismônico e Proposição 3.1) 

=sup(B ESS:BC Xl 	 (y ss(B) = B (B E 51)) 

= 
isto é, pela definição de 5, ys  5 yos. Assim , pela anti-simetria de 5, 	= ypyp, o que prova que 
ypé idernpotente. 

Em outros termos, ysé uma abertura. A prova que Op é um fechamento decorre por dualidade do fato 
que yp é uma abertura. 

Os operadores yp e tfrp sobre chamam-se, respectivamente, abertura pela coleção 51 (ou abertura 
por 51)e fechamento pela coleção% (ou fechamento por 53). A Figura 6.1 mostra uma abertura por uma 
coleção de apenas dois subconjuntos. Desde que os dois subconjuntos são contidos em X, o resultado da 
abertura de X é a união destes. A Figura 6.2 mostra um fechamento por uma outra coleção de dois subcon-
juntos. Desde que os dois subconjuntos contêm X, o resultado do fechamento de X é a interseção destes. 

Agora, estamos interessados em mostrar que o mecanismo de construção de aberturas e fechamentos 
da Proposição 6.3 é capaz de gerar todas as aberturas e fechamentos. Em outros termos, queremos carac-
terizar estas duas classes de operadores. Precisamos antesenunciar mais uma proposição relativa às abertu-
ras. Por dualidade, feriamos uma proposição similar relativa aos fechamentos. 
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Lura algébrica de um subconjunto. 

Proposição 6.4 (propriedade das aberturas) — Seja y uma abertura sobre 9' e V um operador sobre 
isotônico e anti—extensivo. Então as quatro proposições abaixo são equivalentes: 

(1) ift; 

(2) ND 

(3) 1PY = Y; 

(4) Inv(y) C Inv(V). 	 O 

Prova ([RonHei91, Prop. 2.31) — Vamos provar que (1) implica (2). 

Y YY 	 (y é idempotente) 

5 yV 	 (y é isotônica, y tp e Proposição 3.15) 

5 yr 	 (y é isotônica, V 5 te Proposição 3.15) 

(I é elemento neutro da composição) 

isto é, 7 5 yip e yrp 5 y, e pela anti—simetria de 5, yeft = v. 
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Vamos provar que (2) implica (3). 

Y =7,7 

= YWY 

5 irpy 

= 
5 ty 

5 y, 

isto é, y 5 Tpy e Ifty y, e pela anti—simetria de 5, 	= 7. 

Vamos provar que (3) implica (4). Para todo X em 

X E Inv(y) 44. X = y(X) 

WQ0 = W(Y(X)) e X = Y(X) 

W(X) = WY(X) e X = Y(X) 

WOO = Y(X) e X = Y(X) 

4c.  W(X) = X 
e> X E Inv(4'),  

(y é idempotente) 

(YW = y) 
(y 5 t e Proposição 3.15) 

(t é elemento neutro da composição) 

(W 5 t e Proposição 3.15) 

(i é elemento neutro da composição) 

(definição de Inv) 

(sã é mapeamento) 

(definição de composto) 

(WY = 

(equivalência lógica) 

(definição de Inv) 

isto é, Inv(7) C Inv(9). 

Vamos provar que (4) implica (3). Para todo X em 

y(X) E Inv(y) 	 (idempotência de y) 

E Inv(W), 	 (Inv(y) C Inv(W) e definição de C) 

isto é, pela definição de Inv, tfly(X)) = y(X). Em outros termos, riy = y. 

Vamos provar que (3) implica (I). 

y 5 t 	Wy 5 	 (Proposição 3.15) 

yry s s 	 (I é elemento neutro da composição) 

y tp, 	 = 
isto é, desde que y é anti—extensivo, y W. 

Para podermos caracterizar as aberturas e os fechamentos, vamos precisar das subcoleções sup—fecha-
das e inf—fechadas de 9 21  (ver Proposição 3.9). Denotaremos por 20) o conjunto das subcolecCes sup-
fechadas e por 9(5) o das subcoleções inf—fechadas. Lembramos que uma subcoleção sup—fechada 
chama—se também familia de Moore [Birkho67]. Vamos caracterizar primeiro as aberturas. 

Proposição 6.5 (caracterização das aberturas) — O mapeamento der em 

Inv(y) , 

é uma bijeção. Seu inverso é 

'Yss • O 

Prova — Antes de tudo, verificamos que pela Proposição 6.2, para todo y sobre 55, Inv(y) é uma subcoleção 
sup—fechado de 5,, e pela Proposição 6.3, para todo 13 subcoleção de 5), Ne uma abertura. 
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Vamos provar quer i->Inv(y) é uma bijeção. Em primeiro lugar, para todo operador y i  e 72  sobre $, 

Inv(y i) = Inv(y 2) 	Inv(y i ) C Inv(y 2) e Inv(7 2) C Inv(n) 
(reflexividade e anti-simetria de C) 

a' Ti 5  72 e 72 Ti 	 (Proposição 6.4) 

Vi = V. 	 (reflexividade e anti-simetria de 5) 

Isto prova que o mapeamento y Inv(y) é imetor. 

Em segundo lugar, para todo 91 E Y(T)e X E P , 

X E Inv(ys) a. X = y(K) 	 (definição de Mv) 

a X = sup1B E GS : B C X} 	 (defmição de ysi) 

4. X E 91, 	 ("93 é sup-fechado" prova 
("X é o maior elemento de (B ES:BC X}"prova 

em outros termos, para todo $ E Y($), Inv(y %) = It Isto provaque o mapeamento y 1-> Inv(y) é sobreje-
tor e consequentemente é uma bijeção. 

A Proposição 6.5 mostra que existe uma correspondência um por um entre i' e 2(90. As subcoleções 
sup-fechadas de gi caracterizam sem ambigüidade as aberturas. A Figura 6.3 ilustra este resultado. 

Em relação aos fechamentos, temos um resultado dual. O mapeamento de (Ia em 5(9)) dado por 
0 1-> Inv(0) é uma bijeção e seu inverso é 95 1-» eps . Isto é, temos a correspondência um por um entre as 
famflias de Moore e os fechamentos. 

Com a Proposição 6.5 podemos dar uma interpretação interessante da abertura por uma subcoleção 
sup-fechada de um subconjunto X. Se 93 é uma subcoleção sup-fechada, então, pela Proposição 63, 
Inv(y%) = Conseqüentemente, pela idempotência de y s  e pelo Exercício 6.2, para todo X em 5, 
ygl(X) E $, isto é, pelas definições de y el  e de supremo, o subconjunto ys(X) é o maior subconjunto B 
de 91 tal que B C X. 

Os subconjuntos 2(lP) e 5($) são reticulados completos. Isto decorre da Proposição 3.9 e do fato que 
estes são, respectivamente, inf-fechado e sup-fechado. Vamos provar, por exemplo, que 9 1(95) é um sub-
conjunto inf-fechado. Para todo X C Y(T) e '$ C infX, pela definição de íntimo, 96 é I.i. de X, isto é, 
96 C 95 para todo $ E X. Mas, como todo elemento de X é sup-fechado, stip% E $ para todo 93 E X. 

Então, pela definição de interseção, sup$ E n 93, isto é, pela propriedade da interseção, 
91 E X 

sim% E infX. Em outros termos, infX é uma coleção sup-fechada, ou ainda, infX E Y(9 2 ). Lsto prova que 
2($) é um subconjunto inf-fechado. 

Em relação as aberturas, podemos então enunciar a seguinte proposição. 

Proposição 6.6 (isomorfismo de reticulados) - O reticulado r das aberturas sobre 95  e o reticulado do 
conjunto Y($), são isomorfos. Em outros termos, 7 1-> Inv(y) é um isomorfismo de reticulado, isto é, 
y Lir® é uma bijeção e para todo y i  e y2  em r, 

y 5 

 

72  a• Inv(h) C Inv(Y2) 	 (isotonia dupla) 
o 

Prova - O resultado decorre das Proposições 6.4 e 6.5. 

Em relação aos fechamentos, temos uma proposição dual. 
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Fig. 6.2 - Fechamento algébrico de um subconjunto. 
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Fig. 6.3 -Bijeção entre as aberturas e as coleções sup-fechadas. 
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Proposição 6.7 (propriedade da união e interseção de aberturas) - Seja (y i) ief  uma família de aberturas 
sobre 51, seja (5à ;Ei  a familia dos respectivos domínios de invariância, isto é, 51 ;  = Inv(yi) para todo 
i E /, e seja /3 = (51E .1(T): 3i E !, 93 = 54). Então 

r 	= V ri 
SUPBI 	j E f  
30) 

rns3. 5  

Prova -A prova é similar a da Proposição 3.12. 

Em particular, a união de duas aberturas (distintas) coincida com a abertura pelo supremo dos domínios 
de invariância. A interseção de duas aberturas é maior que a abertura pela interseção dos domínios de inva-
riância. Em outros termos, 

= i  V y2  e yelins2 Vi A y2 . 
sun (±1.312 
3W) 

Pela Proposição 3.8, sup (31 1 ,932 ) é a menor subcoleção sup-fechada que contem 5 1  U 2. 
2(9) 

Como Ward em 1942 [Szász71], é Interessante notar que uma abertura (resp. fechamento) com 
domínio de invariância 5 produz o ínfimo (resp. supremo) em 93 de uma subcoleção qualquer de subcon-
juntos em 93 a partir da interseção (resp. união) destes. 

Proposição 6.8 (propriedade do domínio de invariância das aberturas e dos fechamentos) - Seja y unia 
abertura sobre 5 e seja 91seu domínio de invariância. A coleção 93 é um reticulado completo relativamente 
a inclusão e para todo % C 5, 

int.% = y91( n x). 
X E 

Seja um fechamento sobre 5 e seja 91 seu domínio de invariância. A coleção 536 uru reticulado com-
pleto relativamente a inclusão e para todo % C 5, 

o stip% 951( U 
sl 	X E 

Prova - De um lado, pela Proposição 6.2, 5 é uma subcoleção sup-fechadade de (5, C), então pela Pro-
posição 3.9, (53, C) é um reticulado completo. De outro lado, para todo % C 5, 

inf% sup(B E 5 : B é Li. de %) 

sup{B E 5 B C inf 5} 

=sup(BE93:BC n X) 
X e % 

= wxre11).  

(Proposição 3.8) 

(defmição de ínfimo) 

(propriedade da interseção) 

(definição de abertura por 5) 
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A prova do resultado sobre os fechementos é similar aprova decorre do resultado sobre as aberturas 
por dualidade. 

As vezes, é interessante fazer uma distinção entre os invariantes de urna abertura e os de um fecha-
mento. 

Definição 6.3 (abertos e fechados) - Sejam y e tp, respectivamente, uma abertura e um fechamento sobre 
Os invanantes de y chamam-se de abertos relativos a y. Os invariantes de 4  chamam-se de fechados 

relativos a 95. 	 O 

Pela Proposição 6.2, a união de abertos é um aberto e a interseção de fechados é um fechado. 

Antes de terminar esta seção, vamos introduzir a noção de subcoleção sup-fechada gerada e apresentar 
três proposições interessantes ligadas as aberturas. 

Seja 9a uma subcoleção qualquer de T. A subcaleção sup-fechada gerada porâlé a subcoleção de T, 

denotada WiS e dada por 

= X E 9': 396 C 93, sup% = X } . 

Proposição 6.9 (domínio de invariância de uma abertura por uma subcoleção) - Seja 9à uma subcoleção 
de 5,  então 

Inv(ys) = 	 O 

Prova - Para toda SubColeção 91 de 95, 

X E Inv(ys) 	755(X) = X 	 (definição de Inv) 

o sup1DE93:2CX1= X 	 (definição de y s) 

o. 3% C 93, supT,  = X 
= 12 ES:BC X} prova o) 

(X = sup% C sup(B E 91 : B C X) C X prova o) 

o X E 	 (definição de -i1) 

isto é, Inv(y s) = 

Esta primeira proposição associada as Proposições 6.2e 6.3 mostra que é realmente uma subeoleção 

sup-fechado, isto é, 	E .T(95 ). 

Se 93 é uma subcoleção sup-fechada então, pela Proposição 6.5, Inv(y s) = 91, mas pela Proposição 

6.9, Inv(ys) 	-T3,, isto prova que, neste case. 

Observamos que o mapeamento de 9'(P) era 9 5(9'), 931-. é a composição 	Inv(y) por 93 ys. 

Proposição 6.10 (fechamento das subcoleções de subconjuntos) - O mapeamento de 95(95) em 5(51 ), 

93 ■-> r3 é um fechamento. 	 O 

Prova - Vamos provar que 9S 1..41- 6 isotônico. Para todo 51 1  e Si tal que % I  C 93 2 , e todo X em 5', 

X E 91 1  o 39 C 91 1 , sup% = X 

3£ 

 

as'C 93 2, sup% = X 

o X e 5-  1-2" 

(definição de 3) 

(31 1 c 1/2) 

(definição de ã-3) 
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isto é, 5 1  c 5 2  ri  c 

Vamos provar que 93 WI é extensivo. Para todo X em 5, 

X E 5. cBC5fl, stip% = X 	 = 

e* X E g 	 (definição de W3) 

isto é, 5 C Ti. 
Vamos provar que 5 1—› W3 é idempotente. Por um lado, pela extensividade 5 C g e pela isotonia 

g C g. Por outro lado, para todo X em 5), 

X E g <> 31 C g, stip% = X 	 (definição de g) 

ais X e , 	 ( 3 é sup—fechado) 

isto é, r3 C g. Assim, 73 g. 

Com esta segunda proposição observamos o seguinte. Seja B = (53 E 5(5) : 	E l 	= 5i}. 
Aplicando ao fechamento 93 g a Proposição 6.8, para toda familia (Sã) 	a valores em 2(5), temos 

5upB1 = U .1•0) 	i E / 

Assim, a igualdade da Proposição 6.7 pode se reescrever 

7— = V Yi 
i  

iE/ 

Em particular, a união de duas aberturas (distintas) coincida com a abertura pela subcoleção sup- 
fechada gerada pela união dos domínios de invariância. Em outros termos, 

Yrio:=Yi V Y2 • 

Proposição 6.11 (aberturas equivalentes) — Seja 5 uma subcoleção de ' então 

= VS • O 

Prova — Para todo 5, C 

Inv(y¥) = 	 (Proposição 6.9) 

Inv(y$) 	 (Proposição 6.9) 

= Inv(N), 	 (Inv(ya) é sup—fechada) 

isto é, pela Proposição 6.5, para todo 93 C 5, y !  = 751 . 

Com esta terceira proposição, a igualdade da Proposição 6.7 pode ainda se simplificar 

Y 	= V Yi 
U9S, 	i 	/ 
iE/ 

Em particular, a união de duas aberturas (distintas) coincida, simplesmente, com a abertura pela união 
dos domínios de invariância. Em outros termos, 

Yshuss, =Yt VY2• 
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Seja Suma subcoleção sup-fechada. Uma subcoleção 	tal que §7  = lã, chama-se de base de lã. 

Encontrada uma base para 9:4, temos uma maneira de simplificar a construção da abertura por 93. De 
fato, pela Proposição 6.11, a abettura por Sé idêntica a aberturapelabase 98', em outros termos, y g  = y. 

6.2 Aberturas e fechamentos morfológicos 

Vamos agora deduzir algumas propriedades adicionais relativas aos pares de erosões e dilatações for-
mando as conexões de Gabola do Capítulo 12. 

Proposição 6.12 (propriedade das conexões de Galais) - Seja (e,d)uma conexão de Galois entre (5, D) 
e (95, C), então 

Elk = E e õse5 = d. 

Prova - Seja (e, d)um par de operadores sobre 9 5 . Por um lado, 

(s,d)é conexão de Galois 	de 5 t 

cós 5 Et 

ede 5 E. 

De outro lado, 

(e,d) é conexão de Galois => t ed 

te 5 eCle 

ert• e s ede. 

o 

(definição de conexão de Galais) 

(E é isotôrtico e Proposição 3.15) 

(t é elemento neutro da composição) 

(definição de conexão de Galois) 

(Proposição 3.15) 

(t é elemento neutro da composição) 

Em outros termos, pela anti-simetria de 5, ede =. 

A prova que óeô = d, é similar. 

Da Proposição 6.12, deduzimos, que, para toda conexão de Galois (e,d), 

eded = ed e &de = de. 

Proposição 6.13 (propriedade da composição de erosão - dilatação formando uma conexão de 
Galais) - Seja (e,d) uma conexão de Galois entre (5, D) e (5. C), então (3E e ed são, respectivamente, 
uma abertura e um fechamento sobre 5. 

Prova - Seja (6,6)uma conexão de G alois entre (9 5, 7)e (5. C). Pela definição de conexão de Galois, 
os operadores ice rã são isotOnicos e, respectivamente, anti-extensivo e extenvivo.PelaProposição 6.12, 
os operadores de e só são também idempotentes. Isto prova que de e sã são, respectivamente, uma aber-
tura e um fechamento. 

Esta proposição justifica a seguinte definição. 

Definição 6.4 (abertura e fechamento morfológico) - Um operador y sobre 9 5  é uma abertura mor-

fológica se e somente se existe uma conexão de Galois (e,(5) entre (5, D) e (IP, C) tal que y i3E.U111 

operador sobre 95  é um fechamento morfológico se e somente se existe uma conexão de Galois (e,d)entre 
(5, D) e (5, C) tal que y rd. 



6.2 ABERTURAS E FECHAMENTOS MORFOLÓGICOS 	 111 

Observamos que o tnapeamento das conexões de Galois em l', (e,ó)i-■ dr não é injetor. O exemplo 
abaixo mostra que duas conexões de Galois podem gerar a mesma abertura morfológica. 

Seja E = Ret(n 1 ,n2), seja A-= {(xpx y) E E : x 1 = O) e seja a a seguinte função estrurante de E em 
9(E) 

a(v)  = 161 	seyEA 
(y 	E). 

{y) + (0,1) 	c.c. 

Então Ója  =tett= t, isto é. as conexões de Galois (e a ,d a) e (1,0 gerem a mesma abertura a 

Dado uma função estruturante a de E em 9, a abertura (mottalógica) por a é a abertura morfológica 
sobre 9, denotado y a  tal que 

ya  

e o fechamento (motfológico) por a é o fechamento morfológico sobre 9, denotado efr a  tal que 

Oa  = gaba  

Exercício 6.3 (definição equivalente de abertura por uma função estruturante) - Seja a uma função de E 
em 9. Usando as definições de 6, e s , prove que 

vdx) = 	U 	a(y) (X e 5). 
y ET:e a(y) C X 

Toda abertura morfólogica (resp. fechamento morfólogico) é uma abertura algébrica (resp. fecha-
mento algébrico). O contrário geralmente não vale, mas pelo Teorema 1.4 de [Setra88] sabemos que toda 
abertura algébrica pode se escrever como o supremo de aberturas morfológicas. 

No caso das aberturas e fechamentos morfológicos, podemos determinar facilmente os abertos e os 
fechados. 

Proposição 6.14 (determinação dos abertos e dos fechados) - Seja (e,d) uma conexão de Galois entre 
(95, ) e (9, C). Os abertos são as imagens de algum elemento de 9 através da dilatação d. Os fechados 
são as imagens de algum elemento de 9 através da erosão e. Em outros termos, 

Inv(&) -= 6(9) e Inv(td) = 

Prova - Vamos provar o caso dos abertos. Para toda conexão de Galois (e, 6) entre (9. D) e (9, C), 

(30) = ded(T) 
	

(Proposição 6.12) 

C de(T) 
	

(propriedade dos mapeamentos) 

C 6(95), 	 (propriedade dos mapeamentos) 

isto é, pela anti-simetria da inclusão, 6(9) = ea(S) ) e, pela idempotência de ôt e pelo Exercício 6.2, 
6(9) = Inv(ds). 

A prova no caso dos fechados é similar. 

A Figura 6.4 ilustra este resultado. 

Exercício 6.4 (base do domínio de invariância de uma abertura por um elemento estruturante) - Usando 
a Proposição 6,14, mostre que a subcoleção (B E : 3y E E, a(y) = .8) é uma base para Inv(ya). O 
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de?) = 95) = lovW) 

5,  

Fig. 6.4 — Deteminação dos abertos e fechados relativos à uma conexão de Galois. 

Prova — Para todo X E 5, 

X E c3 a(5) <gt• 3Y E 5, d a (Y) = X 	 (definição da imagem de um mapeamento) 

e> 3Y E T, U a(y) = X 	 (definição de d a) 
y E Y 

a• 3Y E 9, sup{B E 5 By E Y, a(y) = B} = X 	(propriedade da união) 

39i C 18 E 95  : 3y E E, a(y) = 8 ). sup96 = X 
= {B E : 3y E Y, a(y) = B) prova 

(Y = {y E E: a(y) E ffl} prova 

a X E {B E 95  : 3y E E, a(y) = 
(definição de subcoleção sup—fechada gerada) 

Isto e, pela Proposição 6.14, Inv(y n) = (8 E : 3y E E, a(y) = B} 

Em outros termos, pela definição de base, {.6 E : 3y E E, a(y) = E} é urna base para Inv(y a). 
o 

Pelo resultado do Exercício 6.4 e da Proposição 6.11, temos y a  y {DG  p. 3y EE, a(y)=, 8) . Assim, temos 
um outro caminho para deduzir que a expressão de y(X) do Exercício 6.3. 

É muito importante notar que numa conexão de Galais (e, d), te d não são geralemente mapeamentos 
recíprocos, isto ê, um não é o inverso do outro ou ainda, nós não temos dr = t ou ta = t, temos apenas 
de 5 I et 5 ti. Por exemplo, o subconjunto X, uma vez erodido por uma erosão e não pode ser recon-
struído por mêio da dilatação d (geralmente não temos d(s(X)) = X). 

No entanto, esta reconstmção é possível para os fechados (relativos a ti) dilatados por Ó. Temos os 
seguintes resultados. Para todo Y E e(95) (isto é, para todo fechado relativo a Ed), seja y a coleção de 
todos os subconjuntos X em 9' tal que e(X) Y. A dilatação de Y por ô, ô(Y) é um elemento de IWy (Y 
fechado, t(3(1)) = Y), 13(Y) pode ser reconstuído por méio da dilatação d após uma erosão por e (pela 
Proposição 6.12, 6E (8(Y)) = (Y)), 6(Y) é o único dentre de 96 yque pode ser reconstruído (dê um mapea-
mento) e d(Y) é o menor de todos os membros de My 03(Y) be(X) s X). 
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A Figura 6.5 ilustra estes resultados.Nesta figura ,a erosão e e a dilatação (3 são invariantes por trans- 

I 	I  
B 	[III I 1  I] 

L I I]  

Fig. 6.5 — Problema da reconstrução após uma erosão. 

lação e tem como elemento estruturante o quadrado 3 • 3.0s subconjuntos X I  , X 2, e 313 (X3 r. â(Y)) são 
exemplos de elementos de isto é, a suas erosões produzem E Observa—se que somente X3 pode ser 
reconstruido exatamente pela dilatação (3 após a erosão e. Oberserva—se também que ; é menor que X 1  
e X2. 

Como no caso das dilatações e erosões, podemos estabelecerrelações entre as aberturas e os fechamen-
tos por funções estruturantes. Vamos estabelecer uma relação baseada na dualidade por eomplementação 
da Seção 12.2. Precisamos do resultado do seguinte exerefeo. 

Exercício 6.5 (dual do composto) — Sejam a e p dois operadores sobre 51 Prove que 

(03) .  = dig* 	 o 
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Proposição 6.15 (transposição versus dualidade por complementação) — As proposições abaixo são 

equivalentes. Para todo a e b em T E, 

a e b mutuamente transposto <> y o  e b mutuamente duais por complementação; 

Ya *  = °aí ' 

= Vb. 

Prova —Vamos provar a segunda proposição. Para todo a em TE, 

ra *  = 	 (definição de ya) 

= b ase; 	 (Exercício 6.5) 

(Proposição 14.12) 

= a,  • 	 (definição de 0,2) 

Em outros temos, a composição de y 1—> y *  por a 	a, isto E, ai—,  d as: é idêntica a composição 

de 	e ha b por ai—) ai, isto é, a 1—> 

As outras proposições decorrem deste resultado usando o fato que os mapeamentos 	ys , a 1—> 

b 	ebdi, e a ›czt são bijeções. 	 0 

A Figura 6.6 ilustra o resultado da Proposição 6.15 e mostra como ele 6 obtido, 

elon 

EA)) rd b ia 

9‘' 

Fig. 6.6 — Transposição versus dualidade por complementação. 

de ■->a.((a■- 

63 Aberturas e fechamentos invariantes por translação 

Para estudar as aberturas e os fechamentos morfológicos invariantes por translação precisamos definir a 
noção de subcoleção invariante por translação. 
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Definição 6.5 (subcoleção invariante por translação) — Seja E um grupo Abeliano. Urna subcoleção %de 
9)(E)é invariante por translação (Li) se e somente se, para todo u E E, 

r 	 )L----  %. 	 O 

Exercício 6.6 (condição suficiente para uma subcoleção ser U)— Seja E um grupo Abeliano. Seja 96 uma 
subcoleção de 9(E) então 

(r„(%) C X 	(u E E)) ~ 96 é i.t.. 	 O 

Prova —De um lado, por hipótese, para todo id. E E, Da() C W. De outro lado, para todo ri E E, 

r_ u(%) C M 	sjr_„(96)) C r") 	 (r„ é isotônico) 

a to _(%) C r,,(%) 	 (definição de composto) 
a 096) C r u(%) 	 (lei do elemento neutro) 

a I% C r,,(%). 	 (definição dei) 
Assim, pela anti—simeuia de C, r u(%) = T. e % é i.t.. 	 Cl 

Os operadores invariantes por translação têm a seguinte propriedade. 

Proposição 6.16 (invariância por translação do domínio de invariância) — Seja E um grupo Abefiano. 
Seja V,,  um operador invariante por translação sobre 51 (E)então seu domínio de invariância InvfiD) é invari- 
ante por transl ação. 	 O 

Prova — Para todo is EEe todo B E Inveg, 

= Vira) 	 (definição de composto) 

= volP(B) 	 (p é i.t) 

= ra(V)(B)) 	 (definição de composto) 

= rii(R). 	 (B E Inv(P)) 

isto é, r(B) E Inv(V). Em outros termos, para todo a E E, ru(Inv(V)) C Inv(0). Pelo resultado do 
Exercício 6.6, isto prova que Inv(V) é it. 	 O 

As aberturas e os fechamentos por uma subcoleção invariante por translação têm a seguinte proprie-
dade. 

Proposição 6.17 (invariância por translação das aberturas e dos fechamentos por uma subcoleção invaria- 
ate por translação) —Seja E um grupo Aheliano. Sejas uma subcoleção invariante por translação de 9 )(E) 
então ys  e Os  são invariantes por translação. 	 0 

Prova — Para todo is E E e todo X E 5', 

run(X) = ru(N00) 	 (definição de composto) 

= ru(sup(B E 91 :13CX)) 	 (definição de y 51) 

= supr({B E 93 : E C Xl) 	 (r,, é uma dilatação) 

= sup{ Y E 5' : 32 E %, z(B) = YeB C X} 	 (definição de imagem) 

= sup(11  E E?: 32 E 93, r „(B) = Y e t (B) C r DM 
(ri, é um automorfismo) 

= sup{ Y E r,,(93) : Y C r,,(X)l 	 (definição de imagem) 
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= suo{ Ye 	YC t(X)} 	 (gl é i.t.) 

	

= Ys(ru(X)) 	 (definição de ygl) 

	

= YszuM, 	 (definição de composto) 

isto é, para todo u E E, ruys  = yse“. Em outros termos, y s  

	

A prova que 09 é similar. 	 C 

Junto com a caracterização já feita das arberturas, as proposições acima permitem caracterizar as aber-
turas invartiantes por translação. 
Proposição 6.18 (caracterização das aberturas invariantes por translação) - Seja E um grupo Abeliano. 
Seja Yr o conjunto das aberturas invariantes por translação sobre 5(E). O mapeamento der' no subcon-
junto de 3(5)(E)) das subcoleções invariantes por translação, 

y 1-* Inv(y) 

é uma bijeção. Seu inverso é 
SI-)193 . 	 O 

Prova - Pela Proposição 6.5, sabemos que y 1..y s  é uma bijeção derem S(5). Basta então observar que, 
pela Proposição 6.16, para todo y E I", Inv(y) é i.t., e que, pela Proposição 6.17, para todo SI E 1(9 5) 
e i.t., y ss 6 i.t.. 

Em relação aos fechamentos, temos um resultado dual. O mapeamento de 40, o conjunto dos fecha-
mentos invariantes por translação sobre 95(E), no subconjunto de .T(T(E)) das subcoleções invariantes por 
translação, dado por ¢P Inv(0) é uma bijeção e seu inverso é 9?• 1-) 

Vamos agora considerar o caso de aberturas e fechamentos morfológicos invariantes por translação. 

Por definição, uma conexão de Galois (e,a) é invariante por translação (i.I.) se e somente se e e ô são 
invariantes por translação. Neste caso, be e ed são, respectivamente, uma abertura e um fechamento, 
invariantes por emulação como compostos de operadores invariantes por translação. 

Definição 6.6 (abertura e fechamento morfológico i.t.) - Seja E um grupo Abeliano. Seja (sã) uma 
conexão de Galois entre (T(E) , D) e (95 (E), C), invariante por translação. O operador Õe chama-se de 
abertura morfológica i.t.. O operador só chama-se de fechamento morfológico i.t.. 

Observamos que as aberturas morfológicas (esp. fechamentos morfológicos) i.t. da Definição 6.6 são 
também aberturas morfológicas (resp. fechamentos morfológicos) conforme a Definição 6.4, mas nada 
prova que as aberturas morfológicas (resp. fechamentos morfológicos) da Definição 6.4, invariantes por 
translação, sejam também aberturas morfológicas (resp. fechamentos morfológicos) i.t. conforme a Defi-
nição 6.6. 

Toda abertura morfólogica (resp. fechamento morfólogico) i.t. é uma abertura algébrica (resp. fecha-
mento algébrico) invariante por translação. O contrário geralmente não vale, mas pela Proposição 7.1.3 
de [Mather75] sabemos que toda abertura algébrica invariante por translaçáo pode se escrever como a 
união de aberturas morfológicas it.. Afim de apresentar e provar, até o fim desta seção, o resultado do 
Matheron, vamos introduzir mais um fechamento sobre as subcoleções de Sl(E), assim como a definição 
de aberturas e fechamentos por um elemento estruturante. 

Seja SI uma subcoleção qualquer de 9 5. A subcoieção invariante por translação gerada por% é a sub-
coleção de S), denotada <91> e dada por 

a>= (ICET:3uEEe3BESS, 8+u =X}. 
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Vamos mostrar que <51>e realmente uma subcoleção invariante portranslação. Para todo 14 E Ee todo 
Y E 95, 

Y E re(a>) o 3X E <91>, r(X) = Y 	 (definição de imagem) 
3XE55, 3vEEe3BE91, ta) = X e ru(X) = Y 

(definição de <91>) 
o 3v E E e 38 E 91, r„(r„(B)) = Y 	 (implicação lógica) 

. 3w E E e3B E 93, x(11) = Y 
(w = u + v e propriedade da translação) 

o Y E CS>, 	 (definição de a>) 
isto é, para todo u E E, 's „(CS>) C a>. Em outros termos, pelo Exercício 6.6, Sê uma subcoleção 
invariante por translação. 

Vamos provar que se 516 uma subcoleção invariante por translação, então <SI> = ¶8. Para todo todo 
X E 31, 

X E a> et. 3u E E e 3.8 E B + u =X 	 (definição de <SI>) 

ert. X E 51, 	 (91 é i.t.) 
isto é, dl> = 33. 

A noção de subcoleção invariante por translação gerada, conduz a definição do seguinte fechamento 
sobre 95(95). 

Exercício 6.7 (fechamento das subcoleções de subconjuntos) — Seguindo o roteiro da prova da Propo-
sição 6.10, prove que o mapeamento de 5'(5') em 5 5(55), 93 1. a> é um fechamento. 

Seja E um grupo Abeliano. Dado um subconjunto A de E, a abertura por A é a abertura morfológica 
i.t. sobre 95, denotado VÁ  e dado por 

VA = 6.484 

e o fechamento por A é o fechamento morfológico i.t. sobre 9 5, denotado 0A e dado por 

= EAdA • 

O subconjunto A, chama—se elemento estruturante. 

A Figura 6.7 mostra uma abertura por um elemento estrurante A e a obtenção da abertura porA 
determinado subconjunto X. 

Pela definição de a>, observamos que .4. 11}> = 	E 9): 3y E E, A + y = Bj. 

Proposição 6.19 (domínio de invariância de uma abertura por um elemento estruturante) — Seja E um 
grupo Aboliano. Seja yA  a abertura pelo elemento estruturante A de 95(E), então 

Inv(yA) = <IA 
	

O 

Prova — Seja yA  a abertura por A, 

Inv(YA) = (B E 5 : 3y E E, A + y = B) 	 (Exercício 6.4) 

= <{ A)>. 	 (definição de a>) 
o 
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Fig. 6.7 —Abertura morfológica i.t. de um subconjunto. 

Uma base para 1nv(yA) é a subcoleção <(A )>. Assim, pela Proposição 6.11, temos yA  = 	e con- 

seqüentemente 

VAR) = 	 A y 	E T(E)). 
yEEeil-FyCX 

A Figura 6.8 mostra um modo de construir a abertura por A do subconjunto X da Figura 6.7, usando 
a expressão yA(X)acima. O aberto é obtido "pintando" com um pincel possuindo a forma do elemento 
estruturante (aqui um quadrado) e mantendo o pincel dentro do X A Figura 6.9 mostra a abertura invari-
ante por translação do subconjunto X que "toca as bordas do domínio". 
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A Figura 6.10 mostra um fechamento por um elemento estruturante A e a obtenção do fechamento por 
A de um determinado subconjunto X. A Figura 6.11 mostra um modo de construir o fechamento por A do 
subconjunto X. O complementar do fechado é obtido "pintando" com um pincel possuindo a forma do 
elemento estruturante (aqui um quadrado) e mantendo o pincel dentro do r. 

As Figuras 6.12 e 6.13 mostram os efeitos, respectivamente, de uma abertura e de um fechamento sobre 
um mesmo subconjunto X por um elemento estruturante 3 por 3. Este subconjunto pode ser interpretado 
como representando um continente e seu complementar o oceano. Na abertura, observamos (de cima para 
baixo) a quebra de um ístemo estreito (isto é, de largura inferior ao lado do elemento estruturante), a elimi-
nação de um cabo estreito e de uma ilha pequena e, finalmente, a abertura de uma lagoa beirando o litoral. 
No fechamento, observamos (de cima para baixo) a criação de um fstemo entre uma ilha beirando o litoral, 
a eliminação de um golfo estreito e de um lago pequeno e, finalmente, o fechamento de uma baia de acesso 
estreito junto ao oceano. 

Para todo 13 E <{A}>, <{B }> = <(A > e, conseqüentemente, y ft = yA. Isto mostra que na definição 
de uma abertura ou de um fechamento por um elemento estruturante, a posição relativa entre o elemento 
estruturante e a origem não importa. Por esta razão, na notação de elemento estruturante para as aberturas 
e fechamentos, podemos esquecer de indicar a posição da origem. 

Na proposição seguinte, vamos resumir algumas propriedades das arberturas por uni elemento estrutu-
rante. 

Proposição 6.20 (propriedades das aberturas por um elemento estruturante) — Seja B um subconjunto de 
um grupo Abeliano E. Seja y5  a abertura pelo elemento estruturante B, isto é, 

ya(x) = (x e 13)ED B (X E T), 

então valem as seguintes propriedades. Para todo B, 135  e E2 em SI, 

( 1 )Y a(X) = 	U 	B + x (X E 9') 
.tEherr+aCx 

(2) X 1  C X2 	y B(X 1 ) C 78(X 2) (11 ,X 2  E fi5) 	 (isotonia) 

(3) Y a 	 (anti--extensividade) 

(4) Y ar = YB 	 (idempotencia) 

(5) Inv(y5) = d,('). 	 (domínio de invariância) 



120 	 CAPÍTULO 6. ABERTURAS E FECHAMENTOS 

(6) 78(sup%) = supyB(%) (% C 8 8(91)) 	 (propriedade dos abertos) 

(7) yB(inf%) C infyB(%) (% C 9') 	 (isotonia) 

( 8 ) 'can = ?Ou (u E E) 	 (invariância por translação) 

(9) Te, v rB, = Ydi,mics,> 	 (sup—fechamento) 

(10)Y <5,>n<6? YB, A YB; 

Prova —A Propriedade (1)decorre da aplicação do resultado do Exercício 6.3 ao caso invariante por trans-
loção ou ainda é urna consequência da Proposição 6.19, 

As Propriedades (2) a (4) decorrem da Proposição 6.13. 

A Propriedade (5) é o resultado da Proposição 6.14, 

A Propriedade (6) decorre da Proposição 6.2. 

A Propriedade (7) decorre da isotonia de y r, e da Proposição 3.1. 

A Propriedade (8) decorre do fato que a operação de composição é fechada em relação aos operadores 
invariantes por translação. 

As Propriedades (9) e (10) decorrem da Proposição 6.1. 

A Figura 6.14 ilustra a Propriedade (6), isto é, a união de aberto é aberto. A Figura 6.15 ilustra a Pro-
priedade (7), isto e, a abertura dainterseção de (10i5 subconjuntos é contida na interseção desuas aberturas. 

A abertura por A da interseção de X, e X2 é o ínfimo de (X„, X2  ) relativamente a coleção 44 }>. Nesta 
figura os subconjuntos X, e X2  são abertos, então sua interseção coincide com a interseção de suas abertu-
ras (mas não coincide com a abertura da interseção). 

Na proposição seguinte, vamos resumir algumas propriedades dos fechamentos por um elemento 
estruturante. 

Proposição 6.21 (propriedades dos fechamentos por um elemento estruturante) — Seja E um subconjunto 
de um grupo Abeliano E. Seja OB o fechamento pelo elemento estruturante B, isto é, 

OB (X) = (X e B) e B (X E 5), 

então valem as seguintes propriedades. Para todo B. B i  e 82 em 

(Doam = fl 	(8 + x)` (X E 95 ) 
xeEel3+sCr 

(2) X, C X2 	0 n(Xi) C O8(X2) (Xp X2 E 9') 

(3) OR 
(4) 4580s = 95B 

(5) 1119(05) = eB(T). 

(6) 56 8(infe) = infr B() (% C E B (S))) 

(7) supyb B(96) C OB(sup%) (% C SI) 

(8) mbi, = Oasa (u e E) 

(9)0B, A 95B, =  

(10) Og i  V Sfra,  

(isotonia) 

(extensividade) 

(idempotência) 

(domínio de invariância) 

(propriedade dos fechados) 

(isotonia) 

(invariância por translação) 

(inf—fechamento) 

O 
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Prova -A prova das propriedades dos fechamentos decorrem das provas das propriedades das aberturas, 
por dualidade. 

Fig. 6.9 - Abertura morfológica ir. de um subconjunto que "toca as bordas do 
domínio". 

Observamos que se X' é um conjunto de subcoleções invariantes por translação então U SI e 
SI E X 

n 91 são subcoleções invariantes por translação 
sl E X 

Para toda subceleção 93 de 95, a> é uma subcoleção sup-fechada e invariante por translação. Em 

outros termos, a imagem de 95(91 ) através de ãl t- ■ <91>dcontidano conjunto das subcoleções sup-fecha-
das e invariantes por translação. 
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Fig. 6.10 - Fechamento morfológico de um subconjunto. 

Vamos provar que se 93 é uma subcoleção sup-fechada e invariante por translação, então <93> = 91. 
Temos, 

= 	 (51 é i.t.) 

= 93. 	 (91 é sup-fechado) 
Em outros termos, se% é uma subcoleção sup-fechada e invariante por translação, então é um invaria-

nte no mapeamento 511-> 

Geralmente, o composto de aberturas (resp. fechamento) não é uma abertura (resp. fechamento). No 
entanto, a composição do fechamento 95 §-> pelo fechamento 53 < -33> é um fechamento. 
Proposição 6.22 (fechamento das subcoleções de subconjuntos) - Seja E um grupo Abeliano. O mapea-
mento de T(T(E)) em 9)(95(E)), 1 e-> <91> é um fechamento. 
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Prova — O mapeamento 1—) <%> é isotônico e extensivo coma resultado da composição de mapeamen-
tos isotônicos e extensivos. Vamos provar a idempotência. Para todo 93 E 3 )(9), 

<a» = 	 (<31>é i.I.) 

é idempotente) 

isto é, 931. 	é idempotente. 

Em outros termos, 94 ■—• a> é um fechamento. 

Para provar o resultado do Matheron, precisamos de uma Última proposição. 

Proposição 6.23 (domínio de invariância da união de aberturas por elementos estrurantes) — Seja E um 
grupo Abeliano. Seja 93 uma subcoleção qualquer de 95 (E), então 

lav( V Ya) = 
BE 33 

Prova — Para todo 93 E T(g), 

Inv( V yR) 	U Inv(yR) 
Be 91 	13 E Sa 

U <{B}> 
B E E 

= < U <(B)» 
B E a3 

'"=< U ( R ) >  
B E 91 

= a>. 

o 

(Proposições 6.6 e 6.10) 

(Proposição 6.19) 

(<(B}> é i.t.) 

(Exercício 6.1) 

(representação de UI por uma união de singletons) 
o 



124 
	

CANTULO 6 ABERTURAS E FECHAME1VTOS 

\IP • 	 • 

: 	 : 

A5,4 

• • ') ."`""4" 	• 
-0,425."`°,144 	• 
“rn 4r4g • 

!HA.; 

,AAAAPA ' 

, A444  •  . 
' 	• I'',  
*4~4  

,A,Q=AA  

• *A 4. 	 

	

4141, 	 

	

Ar4A4t2A44 2A 	 

	

APS 	 

	

. A-a 	 
•AAA 	 

	

Ar 4 	 

• 4A ISS 	 
4.44 

• Ate • 

■-serritt,  • 

4 	. Aa0A4A . 

11; 

• • 	•  ri 

At, 	  

	

44 %ASA 	 
,44,ittaA 	 
ta* 	 

4s4a:- 	 

n 	 

A. 	4A-AcAl 	 
*A* At-n 	 

	

4,442A 	 

X 	 l'a1/4) 
I 

YB 	  

1111 LI 

Fig. 6.12 — Efeitos da abertura. 
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Fig. 6.13 — Efeitos do fechamento. 
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Fig. 6.14 — Propriedade da união de abertos. 
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Fig. 6.15 —Isotonia da abertura. 
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Podemos agora enunciar e provar o resultado do Matheron. 

Proposição 6.24 (representação das aberturas invariantes por translação) - Seja E um grupo Abeliano. 
Seja 31 uma subcoleção de 95(E) e seja y o operador sobre 95(E) dado por 

= V YB, 
BE 91 

então 

76 1" e Inv(y) = <SI>. 

Inversamente, seja y uma abertura invariante por translação, isto é, y E r então 

3% C 32(E), = V I' B • 
B E 91 

Prova - Para toda subeoleção de 95(E), pela Proposição 6.1, o operador y = V y s  é uma abertura re- 
B 91 

presentada como uma união de aberturas, Ele é um operador i.t. representado como uma união de opera-
dores i.t.. Isto 6,7 E r'. Pela Proposição 6.23, Inv(y) = a>. 

Inversamente, para toda abertura i.t. y, pela Proposição 6.2, Inv(y) é sup-fechado e pela Proposição 
6.16, Inv(y) é i.t.. Isto é, Inv(y) é um invariante no mapeamento 311-> <33>. Pela Proposição 6.22, 
531-> <31> é um fechamento, então Inv(y) pertence a imagem de 9'(95 ) através de 331-> a>. Em outros 
termos, por alguma subcoleção 51 de 9,(E) Inv(y) = <33> ou, ainda, pelas Proposições 6.5 e 6.23, 

r= V1113. C 
B c lã 

A Figura 6.16 ilustra uma aplicação de uma abertura (algébrica) invariante por translação obtida como 
união de duas aberturas por dois elementos estuturantes distintos. Nesta figura, observamos que com esta 
abertura podemos extrair da imagem X as partes alongadas verticalmente e inclinadas a 45 graus. 

6.4 Aberturas e fechamentos condicionalmente invariantes por 
translação 

Em certas aplicações, as aberturas e os fechamentos invariantes por translação podem apresentar efeitos 
de bordas indesejáveis porque num ponto x de "borda" de E o elemento estruturante transladado B + x 
geralmente cobre simultaneamente as imediações da "borda" considerada e da "borda oposta". Na prática, 
usa-se então, aberturas e fechamentos que têm um comportamento similar aos operadores ii no "centro" 
de E e que nunca tem o efeito de "junta?' as "bordas opostas". 

Seja (Z2, +) o grupo Abeliano de pares ordenados de inteiros e seja E um retângulo de Z2. 

Definição 6.7 (abertura e fechamento condicionalmente invariantes por translação) - Uma abertura 
(resp. fechamento) condicionalmente invariante por translação (c.i.t)é uma abertura (morfológica) y b  
(resp. fechamento (morfológico) O h) por uma função estruturante b condicionalmente invariantes por 
translação. 
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Como já comentamos na Seção 4.4, cada função c.i.t. pode ser caracterizado por um subconjunto B 
de E El) e. Para todo B E 95(E e E5, denotamos por bB  a função c.i.t. definida por 

bR (y) = (B y)nE (y E E). 

Denotamos então por y li  (resp. OB)a aberura (resp. fechamento) c.i.t. por bB . 

Em outros termos, temos y B  = dilsB  e OB = eis S B, onde as  e e B  são a dilatação e a erosão c.i.t. por 
B. 
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A Figura 6.17 mostra uma abertura condicionalmente invariante por translação pelo losângulo 3 X 3 
(a cruz). Comparando as Figuras 6.9 e 6.17, observamos que a abertura c.i.t. ao contrário da abertura i.t. 
não altera a parte do subconjunto que "toca a borda do domínio". No caso invariante por translação, todos 
os pontos X são tratados igualmente, quer sejam pontos de bordas ou não". Dependendo da aplicação, 
pode—se preferir uma ou outra abertura. 

Fig. 6.17 — Abertura morfológica c.i.t. de um subconjunto que "toca as bordas do 
domínio". 



Capítulo 7 

Topologia Digital 

A Topologia Digital estuda a aplicação das noções definidas em Topologia sobre imagens binárias. Neste 
capítulo vamos introduzir algumas noções básicas de Topologia Digital, tais como conexidade, buraco, 
pontos isolados, bordas, árvores de adjacência, hom utopia, etc. 

Existem várias formas de apresentar os conceitos de Topologia Digital. Uma das mais conhecidas con-
siste em estabelecer a noção de adjacência entre pontos e, a partir desta definição, construir os demais 
conceitos e propriedades [KonRos89]. 

Aqui, introduzimos a Topologia Digital a partir da noção de espaço morfológico, que se apresenta 
como uma simplificação da noção de espaço topológico. 

7.1 Conexidade 

No capítulo anterior deu—se o nome de abertos aos invariantes de uma abertura, De uma maneira equiva-
lente pode—se dar o nome de aberto aos subconjuntos de uma coleção sup—fechado (Proposição 3.9), desde 
que a coleção dos invariantes de uma abertura é sup—fechada (Proposição 6.2). Estes abertos, que chamare-
mos de morfológicos, diferem dos abertos de uma topologia como se pode verificar a partir das seguintes 
definições que incluem a de morfologia. 

Definição 7.1 (morfologia, abertos morfológicos e espaço morfológico) — Uma morfologia A num con-
junto E é uma subcoleção sup—fechada de (T(E), C). Os subconjuntos em .Ab chamam—se de abertos 
(morfológicos) segundo A. Em particular, Ø e E são abertos (morfológicos). Um espaço morfológico é 
um par (E, A) onde E é um conjunto e AL é uma mofologia em E. 

Quando não houver dúvida sobre a morfologia ..46 em E usada, no lugar de dizer que o subconjunto 
A de E é um aberto segundo a morfologia A, diremos simplesmente que A é um aberto (morfológico) 
em E e que E é um espaço morfológico. 
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Definição 7.2 (topologia, abertos topológicos e espaço topológico) — Uma topologia 9-  num conjunto E 
é uma morfologia em E tal que a interseção de dois subconjuntos em 5-  é um subconjunto em S. Os subcon-
juntos em T.  chamam—se de abertos (topológicos)segundo T. Em particular, 0 e E são abertos (topológi-
cos). Um espaço topológieo é um par (E, 9-) onde E é um conjunto e 9-  ê uma topologia em E. 

Das definições acima, concluímos que todo espaço topológico é também um espaço morfológico. Mas, 
nem todo espaço morfológico é um espaço topológico. Ou ainda, todo aberto topológico segundo uma 
topologia 9-  é também um aberto morfológico segundo 5 .. Mas, nem todo aberto morfológico segundo 
uma morfologia ..Ab é também um aberto topológico segundo ,Ab. 

Por exemplo, sejam A e B dois subconjuntos de E tais que A UB = E. Então, a subcoleção 
.A1, = (0, A ,B,E)é uma morfologia em E. Os subconjuntos 0, A, B e E são abertos morfológicos segundo 
.Ab. A subcoleção I (0,A, B, A (1B, E)é uma topologia no conjunto E. Os subconjuntos 0, A, B , A nB 
e E são abertos topológicas (e também morfológicos) segundo W. 

Um fechado (morfológico) segundo unta morfologia (resp. fechado (topológico)segundo uma topolo-
gia) é o complemento de um aberto segundo esta morfologia (resp. topologia). 

Exercício 7.1 (propriedade dos fechados morfológicos) — Mostre que os fechados morfológicos em E for- 
mam uma subcoleção inf—fechada de (T( E). C) (i.e., uma família de Macre). Em particular, mostre que 
0 e E são fechados morfológicos. 	 O 

A noção de morfologia é importante porque a partir dela podemos construir a definição de conexidade 
morfológica, diretamente inspirada da conexidade em topologia. 

Inicialmente, é bom observar que um subconjunto de um espaço morfológico E pode ser simultanea-
mente aberto e fechado. Por exemplo os subconjuntos 0 e E são sempre morfologicamente abertos e fecha-
dos. Segundo a morfologia 55 (E), todo subconjunto de E é morfologicamente aberto e fechado, desde que 
todo subconjunto e seu complemento pertencem â. T(E). Esta observação leva à noção de conexidade. 

Definição 7.3 (espaço morfológico conexo) — Um espaço morfológico (E,A19) é conexo segundo S 
quando 0 e E são os dois únicos subconjuntos de E abertos e fechados. 	 O 

Quando não houver dúvida sobre a morfologia AI, em E usada, diremos simplesmente que E é um 
espaço (morfológico) conexo. 

A idéia de um conjunto conexo é a de um conjunto formado por partes não disjuntas, é o que esclarece 
a seguinte proposição. 

Proposição 7.1 (definição equivalente de espaço conexo) — Um espaço morfológico (E,S) é conexo 
segundo AI> se e somente se não existem dois abertos segundo At, A e B, disjuntos e não vazios, tal que 
E = A UB. 

Prova — Seja (E„Ab) um espaço morfológico, então 

E é não conexo segundo At c> 3A E 95(E) — 10,E1, aberto e fechado segundo .itt, 
(definição de espaço morfológico conexo) 

3A,3 E ..Ab — {0 ), /UB 00e E = AUB. 
(B = A', definição de fechado segundo Ate complementaridade provam 

(A = .8' e definição de fechado segundo At, provam ~) 
O 
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Para passar da noção de espaço conexo para subconjunto conexo, precisamos introduzir a noção de 
subcoleção induzida. 

Sejam Eum conjunto e %uma subcoleçáo de T(E). SejaX um subconjunto deE, a subcoleção de 9 ) (X), 
denotada X (191e dada por 

xns5 = ( fr T(X): 3B e 	B' = xne), 

chama—se de subcoleção induzida em X por 

Exercido 7.2 (propriedade de subcoleções induzidas) — Sejam X 1  e X2  dois subconjuntos de um conjunto 
E e 93 uma subcoleção de T(E). Sejam S3 1  = x, ns3, s3 2  --. X 2  n e 3321  = X 2  n S I . Mostre que se 
X2 C X 1  então 93 21  = 932. Este resultado é uma consequência da seguinte observação. Se X I  e X2 tocam 
8, se B i  é a interseção de X 1  com B, se B 2  é a interseção de X 2  com B, e se X 2  está contido em X I , como 
mostra a Figura 7.1, então E2  é a interseção de X 2  com E1 . 

Fig. 7.1 — Propriedade dos elementos de subcoleções induzidas. 

Exercício 7.3 (propriedade de uma subcoleção induzida por uma morfologia) — Seja (E, .A1,) um espaço 
morfológico. Usando a distributividade generalizada da união e da interseção, prove que se Xé um subcon-
junto de E então a subcoleção Xfl.Jit, induzida em X por ..41>, é uma morfologia. Em outros termos, se 
A é um aberto em E então XflAé um aberto em X. O 

Observamos o seguinte. Sejam X 1  e X2  dois subconjuntos de um espaço morfológico (E, AU) tais que 
X 2  C X. Pela propriedade enunciada no Exercício 7.3, se A é um aberto em X 1 , isto é, se A é um aberto 
segundo Ali i  = X 1  n Jit, então X 2  n A é um aberto segundo X2 nAb i . Mas, pela propriedade enunciada 
no Exercício 7.2, isto significa que X 2  n A é um aberto segundo .,(2 nAv. Em outros termos, se A é um 
aberto em X 1  então X 2  nA é um aberto em X2. 

Definição 7.4 (subconjunto conexo de um espaço morfológico) — Um subconjunto X de um espaço mor- 
fológico (E„A1,)6um subconjunto conexo, quando X é um espaço morfológico conexo segundo a modelo- 
gia induzida em X por 	 C 

Exercício 7.4 (conexidade e indução) — Sejam (E 1„Ali 1 ) e (E2„A1, 2) dois espaços morfológicos tais que 
E2 C Ei  eAI,2  é induzida em E2 por S i . Mostre que se X C E2  então X é um subconjunto conexo de 
(E I,J11., 1) se e somente se X é um subconjunto conexo de (E2, A1,2). 
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Daqui para frente, E será Z 2  ou o retângulo Ftefin 1 ,n 2) de Z2  (ver Capítulo 4). Para definir a noção 
de conexidade digital de um subconjunto Y de E a partir da noção de conexidade (morfológica), vamos 
introduzir um segundo conjunto denotado 2E e dado por 

2E = {x E Z2  : 3y E E, x = 2y), 

e equipa—lo de uma morfologia por meio de uma dilatação conveniente. 

Denotaremos por Ó, a dilatação (i.t. ou p.i.t) sobre ãs(2E), pelo quadrado 3 X 3 de 2E centralizado 
na origem. Denotaremos por a e b as funções de E em 5(2E) definidas por 

a(y) = ô cie 2y)) e b(y) 	Ó 0(12y I i` (y E E). 

Denotaremos por & e be, a dilatação e a erosão de 5(E)) em 5(2E) definidas por 

da(Y) = U a(Y) e belY) = n b(Y) (Y E 9)(E))- 

	

y E Y 	 y 

Observamos que 6 a  e b e são dois operadores de ampliação mutuamente duais por complementação 

e que b E  = 

Com estes ingredientes podemos agora definir a noção de conexidade 

Definição 7.5 (conexidade digital de um subconjunto) — Um subconjunto Y de E é dito 4—conexo (resp. 
8—conexo) se e somente se bE(Y) (resp. 6,(Y)) é um subconjunto conexo do espaço morfológico 
(2E,r3 0(5(E))). Um subconjunto que não 64—conexo (resp. 8—conexo) édito 4—desconexo (resp. 8—desco-
nexo). O 

Chamaremos o espaço morfológico (2E, 60(5(E))), de espaço de vizinhança 8. 

Sejam e a  e b ô a erosão e a dilatação formando, respectivamente, com ó c, e b  e duas conexões de Galais 
(e a,8 a) e (0, 7,e), A primeira é uma conexão de GaLois entre (9 )(2E), 7) e (9(E), C), a segunda entre 
(T(2E), C) e (T(E), 7). Neste caso, e a  e IA são dados por 

e a(X) {y E E : a(y) C X) (X E 5(2E)) 

(y EE:XC b(y))' (X E 5(2E)), 

Observamos que bâ = 

Observamos também que (e a)(d a) a e (b 6)(b  e) .= a, e que as restrições de e a  a a(5,(E)) e de be5 a 
be(P(E)) são dois isomorfismos de reticulados. 

Exercício 7.5 (propriedade dos abertos no espaço de vizinhança 8) — Mostre que para todo Y em 5(E) e 
todo aberto A em 

b e(Y) C A 	6,,(Y) C A. 

Prova — Para todo Y em 

e(Y) = 0 	d(b e(n) = 0 	 (propriedade da dilatação) 

y = o, 	 ((b"E) = 

isto é, Y 	be(Y) 	0. 
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Para todo Y e 11' em 

link" # 0 holm rc) # 0 (resultado anterior) 

be(Y) nbe(r e) 0 ( 6a é lima erosão) 

be(nnádn e  # 0, (8„ e b e são mutuamente duais por complementação) 

isto é, pela consistência entre a interseção e a inclusão, e(Y)  C 6G(') 	Y C I". 

Para todo aberto A' segundo a morfologia da(T(E)) e todo V em T(E), 

be(Y) C A' 0. b e(Y) C a(e a(A 1 )) 
	

(A' E d0 (05(E)) e (e a)(d a) = e) 

Y C e a(A') 
	

(resultado anterior com Y' = e a(A')) 

a(Y) C ôa(e G (A')) 
	

(ao  é isobinico) 

3a(Y) C A', 	 (A' e da(55(E))e (e a)( d a) = O 

isto é, b e(Y) C A' 	(3,701) C A'. 

Para todo Y em 9)(E) e para todo aberto A em 6„(Y), por definição de aberto, existe A' em 
A' E &(35(E)) tal que A = A' fla a(Y). Para todo Vem 9) (E) e para todo aberto A em 

be(Y) C A a' be(Y) C n 6.(Y) 
	

(A = A' n a(Y)) 

b(Y) C A' 	 (propriedade da interseção) 

c,ã(Y) C A' 	 (rsultado anterior) 

60(Y) o 60(') C Á' fl a(Y) (propriedade conjunta da interseção e da inclusão) 

6,,(r) A' nboon 	 (idempotência) 

6 0(Y) C Á, 	 (A = A' (3„(Y)) 

isto é, b E(Y) C A m. 6 0(Y) C A. 

Exercício 7.6 (relação entre os dois tipos de conexidade digital) — Usando o resultado do Exercício 7.5, 
mostre que se Y for 4—conexo então ele será 8—conexa. 	 O 

Prova — Basta mostrar que se b e(Y) for um subconjunto conexo do espaço morfológico (2E, õ a(T(E))), 
então o subconjunto d a(Y) também o será. 

Seja A C d c,(Y) um aberto e fechado em 6 0(Y). O subconjunto A fl b e(Y) será aberto e fechado em 
be(Y), pois be(Y) é contido em 3 0(Y) (Vera observação seguindo o Exercício 7.3). Como be(Y) é conexo, 
teremos A n b e(Y) = b e(Y)(peladefinição de subconjunto conexo, não pode existir outro aberto efechado 
não vazio, a não ser b e(Y)). Portanto b e(Y) C A. Então, pelo resultado do Exercício 7 .5, „(Y) C A, isto 
é, A = (Mn e du(Y) é conexo. o 

A Figura 7.2 mostra um conjunto 4—desconexo e a Figura 7,3 mostra o mesmo conjunto 8—conexo. 
Na Figura 7.2, os quatro quadarados 3 )< 3 são abertos segundo d a(95(Ret(5,5))), suas interseções com 
3(Y) c  formam quatro quadrados 1 x 1 que são abertos segundo a subcoleção induzida em 5 r(l) por 
da iT(Ret(5.5))), conto é possível formar com eles dois subconjuntos disjuntos, então Y não é 4—conexo. 
No entanto, na Figura 7.3, os quatro quadrados 3 x 3 são abertos segundo 6 a(9(Ret(5,5))), suas inter-
seções com 6,,(Y) formam os mesmos quatro quadrados 3 X 3 que são abertos segundo a subcoleção indu-
zida em 6 Q(Y) por (3 Q (5)(Ret(5,5))), como é possível formar com eles dois subconjuntos disjuntos, então 
Y é 8—conexo. 
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Reale, 10) 	 Ret(5. 5) 

Fig. 7.2 — Um subconjunto 4—desconexo. 

A Figura 7.4 mostra um conjunto 4—conexo. Nesta figura, os dois quadrados 3 x 3 são abertos 
segundo e(92,(Ret(3, 4))), suas interseções com 8, 2(fl e  formam dois retângulos 1 X 2 que são abertos 
segundo a subcoleção induzida em d e  (15` per b a(g)(ReE3, 4))), como não é possível formar coro ele,s dois 
subconjuntos disjuntos, então Y é 4—conexo. 

A necessidade de se usar dois tipos de conexidade vai ser esclarecida após termos introduzido a noção 
de componente conexa. Esta noção decorre da definição de conexidade. Um dado subconjunto pode não 
ser conexo mas nele podemos distinguir partes conexas que chamaremos de componentes conexas. 

Proposição 7.2 (união de uma famflia de subconjuntos conexos de um espaço morfológico) — Seja (X), 01  
urna familia de subconjuntos conexos de um espaço morfológico. Se existir um ponto x 0  comum a todos 

os X, então a união X = U ; será conexa. 
iEl 
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COM) 
	 a(v) 

(0,0) 

• • " 

Ret(6, 8) 	 Ret(3, 4) 

Fig. 7.4 — Um subconjunto 4—conexo. 

Prova ([Lima76, p 92])- Seja A C X um aberto e fechado emX. Substituindo, se necessário, A por S - A 
(que ainda será aberto e fechado), podemos supor que x o  E A. Para cada i em !, A fl X;  será aberto e 
fechado em X j, pois X, é contido em X (ver a observação seguindo o Exercício 7,3). Pela escolha de A e 
a hipótese sobre X. A fl X, é também não vazio. Como X ;  é conexo, para todo i em 7, teremos A n xi  = 
(pela definição de subconjunto conexo, não pode ter outro aberto e fechado não vazio a não ser X i). Por- 

tanto X, C A, para todo i em /. Então, pela propriedade de união, X =U X, C A, isto é, X = A eXé 
I E / 

conexa, 	 O 

A Proposição 7.2 dá um sentido à noção de componente conexa dado uni ponto num espaço mor-
fológico, 

Definição 7.6 (componente conexa dado um ponto num espaço morfológico) - Seja x um ponto de um 
espaço morfológico X. A componente conexa C, dado x no espaço X é a união de todos os subconjuntos 
conexos do espaço X que contêm x. 	 O 

Pela definição de componente conexa dado um ponto, observamos que, para todo s em X, x E C, e 
Cs é um subconjunto conexo de X (pela Proposição 7.2), e que X é um espaço conexo se e somente se ele 
é a componente conexa relativa a cada um de seus pontos. 

Proposição 7.3 (princípio de maximalidade das componentes conexas) -A componente conexa C, dado 
x num espaço morfológico X é o maior subconjunto conexo de X que contém x. Em outros termos, se 
C, C SC XeSe conexo então C, = 

Prova - Sejam x E Xe C, = (S E T(T(X)); S é conexo e x ES). então pela definição de C, e a pro- 
priedade de união, C, = supCx e C, E C. Isto é, pelo resultado enunciado no Exercício 2.7, C, é o maior 
elemento de C x. 	 O 

Definição 7.7 (componente conexa de um espaço morfológico) -Um subconjunto C de um espaço mor-
fológico X é uma componente conexa C de X se e somente se por algum x em X. C = C„, onde C„ é a 
componente conexa relativa ao ponto x. 

Em seguida, vamos verificar que as componentes conexas de um conjunto formam uma partido, isto 
é, elas recobrem o conjunto e são duas a duas disjuntas. 

Proposição 7.4 (partição das componentes conexas) - As componentes conexa.s de um espaço mor-
fológico X formam uma partição de X. 
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Prova — Sejam C ie Ci duas componentes conexas de um espaço morfológico X. Pela definição de compo-

nente conexa, existem x, e xj  em X tais que C, = C. e Ci  = C ,y e 

Cx,r1C # 0 	3x E X, x E Ci e C.,/ 	 (definições de interseção e de vazio) 

• CU Cx., é conexa 	 (Proposição 7.2) 

• U Cx,  é conexa e contém x, e xj 	(x E C e propriedades da união) 

• Cd conexa e contém x, e xj , e C;  e C,  C CU C5  

(propriedade da união) 

= CX .tJ CX)  e C = Cx„ U 	 (Proposição 7.3) 

• Cx, = C. 	 (transitividade da igualdade) 

Em outros termos, C i  # C 	Ci f] C2  = 0. 

Seja (p is  a família de todas as componentes conexas do espaço X, temos 

X = U lx} 	 (decomposição de um conjunto como união de singletons) 
x E X 

C  U Cx 	 (x E Cx  e propriedades da união) 
x E X 

= U 	 (definição de componente conexa) 
lei 

C X. 	 (C, C Xe propriedade da união) 

Em outros termos, pela anti—simetria da inclusão, X -= U Ci  e a família (C), forma uma partição de 
iE I 

X. o 
A partir das propriedades dos espaços morfológicos podemos deduzir propriedades de topologia digi- 

tal. 

Proposição 7.5 (união de uma família de subconjuntos 4—conexos e 8—conexos) — Seja (y), Ei  urna 

familia de subconjuntos 4—conexos (resp. 8—conexos) de E. Se existir um ponto y o  comum a todos os Y„ 

então a união Y = U ir;  será 4—conexa (resp. 8 conexa). 	 O 
E I 

Prova — Vamos fazer a prova no caso da conexidade 4. Seja X = be(Y)e seja X, = be(Yi) para todo i em 

/. Os conjuntos T(E)e b e(T(E)) sendo isomorfos, o subconjunto não vazio b e((yo flé incluido em todos 

os X;  que por isto têm um ponto em comum. Como os X, são subconjuntosconexosdoespaçomorfológico 

(2E,e3 0(T(E))), pela Proposição 7.2, a união dos X, é também um subconjunto conexo neste espaço. Mas, 

pelo isomorfismo esta união é o próprio X, o que prova que Y é um subconjunto 4—conexo de E. 

A prova da conexidade 8 é similar a da conexidade 4. 

A Proposição 7.5 dá um sentido à noção de componente 4—conexa e 8—conexa dado um ponto de E. 

Definição 7.8 (componente 4—conexa e 8—conexa de um subconjunto dado um ponto) — Seja y um ponto 

de um subconjunto Y de E. A componente 4—conexa (resp. 8—conexa) C y  de Y dado y é a união de todos 

os subconjuntos 4—conexos (resp. 8—conexos) de Y que contêm y. 	 O 
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Pelos mesmos argumentos usados no caso dos espaços morfológicos, a componente 4—conexa (resp. 
8—conexa) C, de um subconjunto Y de E dado um ponto y em g é o maior subconjunto 4—conexo (resp. 
8—conexo) de Yque contém y 

Chamaremos de componente 4—conexa (resp. 8—conexa) de um subconjunto Y um subconjunto que se 
identifica a uma componente 4—conexa (resp. 8—conexa) de Y dado algum ponto de E 

Pelos mesmos argumentos usados no caso dos espaços morfológicos, as componentes 4—conexas (ou 
8—conexas) de um subconjunto Y de E formam uma partição de E 

A componente conexa de um subconjunto pode ser obtida através do uso repetido da dilatação condi-
cional (ou geodésica) como vamos ilustrar em seguida. 

Ao longo deste capítulo, quando fizermos referência à coleção %SE, entendemos que 91 E  é a coleção 
9)(E) no caso invariante por translação, e Eé  a coleção 35(E e Et) no caso condicionalmente invariante 
em translação (ver Capitulo 4). 

Definição 7.9 (dilatação e erosão condicional) — Seja B um elemento de g:4E e seja X um subconjunto de 
E. Os operadores ôBx e eBx  sobre 95(E) dados por, para todo Y em 

ôBx(Y) = 8(Y)nx e E Etif(n = e iouX 

são chamados, respectivamente, de dilatação e erosão condicional (ou geodésica) por E dado X 	O 

A Figura 73 mostra uma dilatação condicional pelo losangulo 3 X 3 (a cruz) e seu efeito sobre um 
subconjunto Y reduzido a um único ponto. 

Definição 7.10 (n—dilatação condicional e n—erosão condicional) — Seja n > O, seja B um elemento de 
93 E  e seja X um subconjunto de E. Os operadores n x  e eLx  sobre T(E) dados por n — 1 composições 
sucessivas 

x 	RX) "  e 	= (28,,yr 

são chamados, respectivamente, de n—dilatação condicional (ou geodésica) e a—erosão condicional (ou 
geodésica) por B dado X. 

A Figura 7.6 mostra uma 3—dilatação condicional pelo losângulo 3 x 3 (a cruz) e seu efeito sobre um 
subconjunto E reduzido a um único ponto. A figura mostra um efeito de preechimento controlado pelo 
subconjunto X. 

Definição 7.11 (abertura e fechamento por reconstrução a partir de um marcador) — Seja B um elemento 
de 55E e seja Yum subconjunto de E. Os operadores y kt•ye Onsobre P(E) dados por, para todo Xem 9 5 (E), 

781470 = U nx( 11) e  &t(X) = n E;35(0) 

são chamados, respectivamente, de abertura e fechamento por reconstrução dado o marcador E 	O 

A Figura 7.7 mostra, em (a), urna abertura por reconstrução pelo losángulo (a cruz) 3 X 3 dado um 
marcador Y reduzido a um único ponto. Observamos o efeito desta abertura sobre um subconjunto X, 
4—desconexo. O resultado desta abertura sobre um subconjunto 4—desconexo X é a componente 4—conexa 
de Xque contêm o marcador Y A Figura 7.7 mostra, em (b), uma abertura por reconstrução pelo quadrado 
3 X 3 dado o mesmo marcador Y O resultado desta abertura sobre o subconjunto 8—conexo X ê a compo-
nente 8—conexa de X que contém o marcador Y, isto E, aqui o próprio subconjunto X. 
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..... 

• 	 ..... 

: 

Fig. 7.5 —Dilatação condicional. 

De um modo geral, a abertura por mconstruçãO e c fechamento por reconstrução permitem extrair, 

respectivamente, os objetos das imagens e os objetos do fundo das imagens que tem interseção não vazia, 

respectivamente, com o marcador e como complemento do marcador. A conexidade considerada é defini-

da pelo elemento estruturante B. Quando R é o há:ângulo 3 x 3 (a cruz) os objetos extraídos pela abertura 

e pelo fechamento por reconstrução são 4—conexos. Quando Ré o quadrado 3 x 3 os objetos extraídos 

pela abertura e pelo fechamento por reconstrução são 8—conexos. 

Uru ponto importante a ser discutido em topologia digital sobre o retângulo Ret(n i , n 2), é a necessi-

dade de se ter dois tipos de conexidade: aconexidade 4 e a8. Uma análise dos subconjuntos Ye I' da Figura 

7.8 ilustra esta necessidade. Se usamos o mesmo tipo de conexidade para a análise dos subconjuntos Y e 

F encontramos uma anomalia. 
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Fig. 7.7 -Aberturas por reconstrução. 
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(0,0) 	 (0.0) 

- . 	 piNgs: 

• tir • 11  aia r` 
nata Nraw 

Ret(5,5) 	 Ret(5,5) 

Fig. 7.8 - Um subconjunto e seu complemento. 

Se usarmos a conexidade 4, Y e r são dois subconjuntos desconexos (Y tem quatro componentes 
4-conexas e rem duas) o que é anormal, pois, um dos dois deveria ser considerado conexo parajustificar 
a separação do outro em várias componentes conexos. Por exemplo, o subconjunto Y deveria ser concid-
erado conexo para separar r em duas componentes conexos, ou então, deveria ser considerado r conexo 
para separar Vem quatro componentes conexos. 

Se usamos a conexidade 8, Y e r são dois subconjuntos conexos o que é anormal também, pois, no 
caso da figura, um dos dois deveria ser desconexo para justificar a presença de partes totalmente rodeiadas 
pelo outro subconjunto. 

Este problema tem uma solução se analisamos as imagens binárias usando as duas conexidades: uma 
para o subconjunto considerado e a outra para seu complementa. Isto é, temos duas maneira de analisar 
topologicamente uma imagem binária sem encontrar anomalias. 

Por exemplo, na Figura 7.8 as quatro componentes 4-conexas de Y são totalmente radiadas pelo sub-
conjunto 8-conexo r. ou ainda, o subconjunto 8-conexo Y separa as duas componentes 4-conexas de 
r. 

No último capítulo, apresentaremos as aberturas por reconstrução que permitem extrair de um sub-
conjunto suas componentes conexos. Estas aberturas dependem de um elemento estruturante. Para extrair 
as componentes 4-coneaxas usa-se o losângulo 3 X 3 (a cruz) centralizado na origem e para extrair as 
8-conexas usa-se o quedando 3 X 3 centralizado na origem. 

7.2 Buraco, borda, árvore de adjacência e homotopia 

A partir da definição de subconjunto 4-conexo e 8-conexo, podemos definir as noções de adjacência entre 
dois pontos e entre dois subconjuntos. Estas definições são equivalentes as dadas em [KonRos891. 

Definição 712 (adjacência entre dois pontos) - Dois pontos y e y 2  de E são 4-adjacentes (resp. 
8-adjacentes) se e somente se o subconjunto (Yo Yzi é 4-conexo (resp. 8-conexo). 

Definição 7.13 (adjacência entre dois subconjuntos) - Dois subconjuntos Y e Y2 de E são 4-adjacentes 
(resp. 8-adjacentes) se e somente se existem dois pontos, um ponto y t  em Yi  e um ponto y 2  em Y2, 4-adja-
centes (resp. 8-adjacentes). 

Para definirmos a noção de buraco precisamos introduzir primeiro uma relação de ordem parcial entre 
subconjuntos conexos. Se A e B são dois subconjuntos de Ee A é 4-conexo (resp. 8-conexo), então dize-
mos que A envolve B se cada ponto de B está contido em uma componente 8-conexa (resp. 4-conexa) 

finito de Z 2  - A. 
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A Figura 7.9 mostra uma componente 4-conexa Y que envolve R. Neste exemplo, todos os pontos de 
B estão contidos numa componente 8-conexa finita de Z 2  - Y, o próprio B. 

. ° 
nLyti 

smi  

• Ft. • • • 	• • 1114 
.H4. • 	ti 	• 

	

rtgarásr~ 		 

Y t C) 	 (= E- 11 	 a 

Fig. 7.9 - Um buraco num subconjunto. 

Definição 7.14 (buraco) - Seja Y um subconjunto de E. Uma componente 8-conexa (resp. 4-conexa) de 
Ye, 8-adjacente (resp. 4-adjacente) à uma componente 4-conexa (resp. 8-conexa) C de Ye envolvida por 
C, chama-se buraco 8-conexo (resp. 4-conexo)em C. Um buraco 8-conexo (resp. 4-conexo)em Y é um 
buraco 8-conexo (resp. 4-conexo) numa componente 4-conexa (resp. 8-conexa) de Y 

A Figura 7.9 mostra um buraco 8-conexo B num subconjunto Y. Neste exemplo. B é um buraco 
8-conexo na componente 4-conexa C de Y (aqui C é o próprio Y), O subconjunto B é uma componente 
8-conexa de r ( = E - Y), 8-adjacente à C e envolvida por C. Verificamos assim que o subconjunto Y 
tem um só buraco 8-conexo: o subconjunto B. Da mesma maneira, podemos verificar que Yteni dois bura-
cos 4-conexos: os dois quadrados 2 )< 2 formando B. 

Definição 7.15 (ponto isolado) - Um ponto de um subconjunto Y de E é 4-isolado (resp. 8-isolado) se 
e somente se ele não é 4-adjacente (resp. 8-adjacente) a nenhum outro ponto de Y. 

Os pontos isolados de um subconjunto podem ser obtidos através do uso do chamado operador sup-
gerador como vamos ilustrar em seguida. 

A partir das quatro classes de operadores elementares da Morfologia Matemática podemos construir 
mais duas outras classes de grande importância teórica e prática. A primeira é a classe dos operadores sup-
geradores e a segunda a dos operadores inf-geradores. Aqui, nós vamos nos restringir aos operadores 
construídos a partir de operadores elementares invariantes por emulação ou condicionalmente invariantes 
em translação. 

Definição 7.16 (anti-dilatação e anti-erosão) -Seja Rum elemento de 95 E. Os operadores &E e f ali sobre 
g'(E) dados pelas composições 

= 	B. e eaB 	eB 
são chamados, respectivamente, de anti-dilatação e anti-erosão pelo elemento esmuturante B. 	C 
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Definição 7.17 (operadores sup—geradores e inf—geradores parametrizados por dois subconjun-
tos) — Sejam A e B dois elementos de 52, E  tais que A C B. Os operadores A, B e 14 A . 8 sobre 5i(E) dados 

por, para todo X ern 

= EA A a an ,  e 14A.B =ÔA  V c arp. 

são chamados, respectivamente, de operador sup—gerador e operador inf—gerador de parâmetros A e B. 
o 

O operador sup—gerador de parâmetros A e B` é equivalente ao chamado operador "Hit—Miss" de 
parâmetros A e B, em outros temos, 

HO— MiSSA = 

Exercício 7.7 (definição equivalente dos operadores sup—geradores e inf—geradores parametrizados por 
dois subconjuntos) — Mostre que, no caso invariante em translação, o transformado de um subconjunto 
X de Ret(n i , n 2 ) pelo operador sup—gerador de parâmetros A eBé o subconjunto 

ti• A B (X)  = (x e E: (A + x) C X C IB + x)} 

e o transformado pelo operador inf—gerador de parâmetros A eBé o subconjunto 

Px,h(X) = (x E E: (A r  + x)(1X # 0011 (B i  + x)11 X # E1. 	 O 

Dados dois subconjuntos A e E de E, mis que A C E, chamaremos de padrão ou. matematicamente, 
de intervalo fechado a coleção de todos os subconjuntos deEquecontêmA e são contidos em B, denotare-
mos esta coleção [A,I3], 

= C E (E): A C X C 8). 

Observando a expressão de .1.A.B (X)no enunciado do Exercício 7.7, verificamos que o operador sup-

gerador de parâmetros A e B "procura" em X o padrão [A,B]. Um ponto x ê um ponto de ,Z 4J3(X), se e 
somente se o padrão posisionado em x casa com X(no sentido de contém X). Em outros termos, o operador 
sup—gerador realiza o casamento ("template matching") entre o padrão e as estruturas geométricas que 
aparecem na imagem. 

Por exemplo, sejam A e B dois subconjuntos de Ret(5, 5) dados por 

00000 11111 	00000 
00000 11011 	00100 

A = [() O 1 O 01 e B =[1 0 1 O 11(11` =i0 1 O 1 0)- 
O O O O O 11011 	00100 
0 O 0 O 0 11111 	00000 

Como A e Be são  subconjuntos com poucos pontos e que estes estão agrupados, para simplificar a 
notação, representamos A e B e  na forma de submatrizes que contêm todos os Is e o elemento posicionado 
na origem, e B forma de submatriz que contém todos os Os e o elemento posicionado na origem. Desta 
numa temos 

O O O 	I O I 	O 1 O 
A = 010 ] e B = 010 1 ( B = [1 O 

0 (1 0 	101 	O 1 O 
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Nesta representação é entendido que os elementos não representados valem 0 para A e B', e 1 para B. 
Finalmente, representaremos o padrão IA, 81 pela matriz 

[A,13] = [0 1 01 

Nesta representação, os elementos representados pelo símbolo valem indiferentemente 0 ou 1. É 
entendido também que os elementos não representados valem indiferentemente Dou 1. Este padrão con-
tém, em particular os seguintes subconjuntos, 

000 1 	100 ] 	001   1 	000  ] [000  ] 
0 1 0 , 	0 1 0 	0 1 0 , 	0 1 0 , 	0 1 0 , 
000 	000   	001 	100 

[101  
0 1 0

] 

000 

001  I 
1 0 , 

001  

101  
010.  
101 

A Figura 7.10 mostra o operador sup-gerador de parâmetros A e B como escol hidos acima e seu efeito 
sobre um subconjunto com duas estruturas em forma de X e de + . O resultado é a eliminação da estrutura 
em forma de +. 

A Figura 7.11 mostra a extração de pontos isolados por melo de operadores sup-geradores. Em (a) 
temos os pontos 4-isolados e (b) os 8-isolados. 

Definição 7.18 (borda-4 e borda-8 de um subconjunto) - Seja Yum subconjunto de E. A borda-4 (resp. 
horda-8) de Yé o conjunto de todos os pontos de Yque são 4-adjacentes (resp. 8-adjacentes) à pelo menos 
um ponto de Ye. 

Definição 7.19 (borda-4 e borda-8 entre duas componentes conexos) - Seja Y um subconjunto de E. A 
borda-4 (resp. borda-8)de urna componente 8-conexa (resp, 4-conexa)C de Y, relativamente a urna com-
ponente 4-conexa (resp. 8-conexa) C' de é o conjunto dos pontos em C que são 4-adjacentes (resp. 
8-adjacentes) de um ponto em C'. 

Proposição 7.6 (conexidade das bordas) - Seja Y um subconjunto de E. A borda-4 (resp. borda-8) de 
uma componente 8-conexa (resp. 4-conexa) C de 1; relativamente a uma componente 4-conexa (resp. 
8-conexa) C' de Fé 8-conexa (resp. 4-conexa), 	 C 
Prova - Ver [Rosenf79, Capítulo 21. 	 o 

As bordas de um subconjunto podem ser obtidas através do uso do chamado extrador de bordas corno 
vamos o ilustrar em seguida. 

Definição 7.20 (extrator de bordas) - Sejam A e B dois elementos de D15 . O operadores VA), sobre T(E) 
dados pela composição 

VA,B = 3 11 	s n ,  

é chamado de extrator de bordas de parâmetros A e B. 	 O 
Se A é o singleton que contém a origem e.ité o quadrado ou o losângulo (a cruz) 3 x 3, então 

extrai as bordas relativas às componentes, respectivamente, 4-conexas e 8-conexas de um subconjunto. 
As Figuras 7.12 e7.13 ilustram a extração da borda relativamente à uma componente, respectivamente, 
4-conexa e 8-conexa. 

Uma curva fechada simples é um subconjunto 4-conexo (resp. 8-conexo) cujos pontos são 4-adja-
centes (resp. 8-adjacentes) a dois, e somente dois, outros pontos do subconjunto. 

Umacurvaabertasimplesé um subconjunto4-conexo (resp.8-conexo)cujos pontos são 4-adjacentes 
(resp. 8-adjacentes) a dois, e somente dois, outros pontos do subconjunto, com exceção de dois pontos 
que são 4-adjacentes (resp. 8-adjacentes) a um só outro ponto do subconjunto. 
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Fig, 7.10 - Operador sup-gerador. 

Em 1969, Buneman introduziu a noção de árvore de adjacência para imagens binárias [KonRos89] 

Definição 7.21 (árvore de adjacência de um subconjunto)-A árvore de adjacência 4 (resp. 8)de um sub-
conjunto Y de E é a grafo cujos vertices são as componentes 8-conexas (resp. 4-conexas) de Ye as compo-

nentes 4-conexas (resp. 8-conexas) de 1 1`, e cuias arestas são os pares formados por duas componentes 

conexas 4-adjacentes (resp. 8-adjacentes), uma sendo de Y e a outra de F. O 

Em [Rosent741 temos uma prova que o grafo mencionado na Definição 7.21 é mesmo uma árvore 

A Figura 7.14 mostra os arvores de adjacência 4 e 8, respectivamente em (b) e (e). do subconjunto Y 
mostrado em (a). Os vertices da árvore são coloridos de cinza para as componentes de Y e de branco para 

as componentes de F. Considerando a adjacência 8, o conjunto Y apresenta um buraco 
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Fig. 7.11 — Extração dos pontos isolados. 

Dois subconjuntos com a mesma árvore de adjacência 4 (resp. 8) são chamados de 4— homotópicos 
(resp. 8—homotópicos). Um operador V sobre 9(E) é 4—homotópico (resp. 8—homotópico) se e somente 
se, para todo X em 9(E), X e tp(X) são 4—homotópicos (resp. 8—homotápicos). Diz—se de um operador 
homotópico que ele conserva a homotopia. 

No estudo dos operadores homouSpicos de afinamento e espessamento (ver Capítulo 9) a noção de pon-
tos simples é muito importante. 

Definição 7.22 (pontos 4—simples e 8—simples) — Um ponto y de um subconjunto Y de E é um ponto 
4—simples (resp. 8—simples) se e somente se Y — (y} tem o mesmo árvore de adjacência 4 (resp. 8) que 
E 

Os candidatos em Ya ser pontos 4—simples (resp. 8—simples) são os pontos não 4—isolados (resp. 8—iso-
lados) que perecem a borda-4 (resp, borda-8) de E 
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Fig. 7.12 — Borda relativa às componentes 4—conexas. 
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Fig. 7.14 —Árvores de adjacência. 
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Capitulo 8 

Máquinas Morfológicas 

O paradigma central da Morfolgia Matemática é a decomposição de operadores em termos dos operadores 
elementares (i.e., dilatações, erosões, anti—dilatações e anti—erosões) e das operações de composição, 
união e interseção. 

Esta dinâmica de procedimento pode ser expressa através de uma linguagem formal: a Linguagem 
Morfológica. As frases desta linguagem serão exatamente as decomposições possíveis para os operadores. 

A aplicação da teoria da Morfologia Matemática a problemas reais de análise de imagens requer o de-
senvolvimento de instrumentos adequados: as Máquinas Morfológicas. Um programa em unia máquina 
morfológica será equivalente a uma frase da linguagem morfológica. 

Neste capítulo, apresentamos a Linguagem Morfológica e discutimos a arquitetura de uma maquina 
morfológica típica. 

8.1 Linguagem morfológica 

Um aspecto importante da Morfologia Matemática é a descrição de operadores entre subconjuntos pelo 
uso de uma linguagem formal [BarBan92I, chamada de Linguagem Morfológica (LM). 

A fim de definir uma linguagem formal, precisamos definir urna gramá tico (i.e., um conjunto de regras 
que definem a sintaxe) e uma semântica (i.e ., um modelo de interpretação para a gramática). A Tabela &I 
apresenta uma gramática formal para a LM, usando uma metalinguagem na forma de Backus—Naur 
[Pagan81]. Nesta tabela, o metasfmbolo 4  {...} significa um rebaixamento de meia linha. 
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Tabela 8.1 — GRAMÁTICA DA LM. 

<operador> ::= <operador elementar> I <limitante> I <composição> 
dimitante> ::= <argumento> <apuração de reticulado> <argumento> 
<argiunento> ::= <termo> I <composição> 
<terno> g= <operador elementar> I (dimitante>) 
<composição> ::= <termo> <termo> I <composição> <termo> 
<operador elementar> ::= <operador morfológico41 <função estruturante>1 
<função estmturante> <letra> I <letra> <número> 
<número> ::= <digito> I <número> <digito> 
<operação de reticulado> ::= V I A 
<operador morfológico> ii= ciai e° I d` 
<letra> 	o lb le lei 
<digito>::=0111213141516171819 

As sentenças que seguem são alguns exemplos de frases da LM: 

80 A (S ah, 

40 2:: = b oi  A ta  b  

= (ea , A dak ) V (e c,, A b ati) 

4'4 ::= (6a, A sak ) V (d a„ A eab) 

vi s ::= doc a  

V 6  ::= (e, v eb)0„ A d l). 

A Figura 8.1 apresenta a árvore sintática para a frase th 

A fim de definir formalmente uma semântica para uma gramática, devemos estabelecer um conjunto 
de funções de interpretação que mapeam as frasesprimitivas no domínio de interpretação. A interpretação 
é criada recursivamente e a ordem de execução das primitivas em uma frase é estabelecida pela gramática 
[GenNi188], A Tabela 8.2 apresenta a definição formal de uma semântica para a gramática apresentada 
na Tabela 8.1. 

Tabela 8.2 — SEMÂNTICA DA LM. 

g[d] mf E V(EY 
EVEW: IP(X) = lY e E:  01a1)1(Y)n v g 01 (x 5(E)) 

5[ej lp E VI: Tp(X)= ry E E: 5[a](y) C X} (X € T(E)) 
3P3'à 	V(X) = ly E E: (S[aDVAnx 	(x NE» 
Reli] E tg E : ip(X) = fy e E: 5fid(y) x1` (X E 9(efi 
9[(0)1 a 9141 
5[01 v 4421 = to E W: 100 = 3[01EX)u Sktaal(X) Ve E T(E)) 
510 1  A chl E IP W: VQ0= sfrp,xx) n Roxo (x e V(E)) 

3[95  Vil E  {PE W: 1E10 = 5[0,1o[yedv» (x V(E)) 
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<operador> 

<imitante> 

<argumento> copernão de reticulado> <argumento> 

(dinüttutte>) 	 V 

<argumento> <operação de rebentado> <argumento> 

<operador elementar> 

<operador morfológico>“<funçáo estruturante>} 

<leira> <número> 

	

a 	<dígito> 

1 

Fig. 8.1 —Árvore sintática de uma frase. 

Deixe 5 denotar as funções de interpretação dos subconjuntos do conjunto de frases gerado pela 
gramática em P(E) 9":). A Figura 8.2 ilustra a interpretação semântica de uma frase i avaliada em X, que 
corresponde a uma dilatação invariante por translação de Xpelo losángulo (a cruz) 3 x 3 centrado na ori-
gem. 

Uma característica importante das frases da LM é que elas são construídas por cadeias de operadores 
elementares, ligados pelas operações de união, interseção e composição de operadores (ver Capítulo 3). 

A LM é um linguagem completa (i.e., qualquer operador entre subconjuntos pode ser representado 
como uma frase desta linguagem) e expressiva (i.e., muitos operadores úteis podem ser construídos usando 
relativamente poucos operadores elementares). Podemos garantir que a LM é completa, pois qualquer 
operador entre subconjuntos pode ser representado por formas canônicas [BanBar901, similares àquelas 
apresentadas para a decomposição de operadores i.t., e essas formas são frases válidas da LM. 
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Fig. 8.2 — Semântica de uma frase avaliada num subconjunto. 

8.2 Elementos estruturantes primitivos 

Nos capítulos anteriores mostramos como os operadores elementares podem ser usados para construir uma 
extensa classe de operadores. Nesta seção, mostramos como esses operadores elementares podem ser de-
compostos em termos de uma pequena subfamília de operadores elementares. Na próxima seção, mostra-
mos como essa propriedade pode ser explorada para o desenvolvimento de Máquinas Morfológicas mais 
eficientes. 

111  
Chamamos de quadrado elementar o quadrado 3 X 3, isto é, o subconjunto 1 1 1 e de elemento 

1 11  
estruturante primitivo um subconjunto qualquer do quadrado elementar. Verificamos que qualquer sub- 
conjunto B pode ser representado pela união de translados 13 ;  + ti, de elementos estruturantes primitivos 

Br  isto R 13 = I ..) B i  + u,. A Figura 8.3 ilustra esta propriedade. 
i 

ui = (3,3) u, = (3,6) 

u, = (5,3) u. = (5,6) 

' 

17, 	82 	 8, 	134  

Fig. 8.3 — Decomposição em termos de subconjuntos do quadrado elementar. 



8.2 ELEMENTOS ESTRUTURANTES PRIMITIVOS 	 155 

Observe que o translado B + a de qualquer subcoMunto B por qualquer vetor ti pode ser ralizado por 
000 ] 000 1 0101  

composições de dilatações de B pelos elementos estruturantes primitivos O O 1 , 1 O O , O O O e. 
000  OOO O 0 O 

000  
O O O , denotados, respectivamente, pur L (leste), O (oeste), N (norte) e S (sul). Por exemplo. 
010  

B + (2,3) =  

Estes fatos e as propriedades d Bid a,  = ( 3 a i eR2  e 6 ni  V dn,  .= ( 5 ;o 2 , estudadas no Capítulo 4. garan-

tem que qualquer dilatação i.t. pode Ser realizada através de composições e uniões de dilatações por ele-

mentos estniturantes primitivos. Por exemplo, a dilatação pelo elemento estruturante B da Figura 8.3 pode 
ser expressa por 

65  = õ JLÕ 3.5( S  13 i  V a  6LÔ  3815 B, V 6 3L6  556  B, V 6 61f 5  553 84 ' 

Observe ainda, que esta estratégia pode ser usada para sintetizar qualquer forma R, pois 3/3 ((ol) = B. 

Em particular, pode-se provar que qualquer dilautção por um subconjunto convexo pode serconstruida 
sequencialmente, através de composições de dilatações por elementos estruturantes primitivos 1,Xu911. 

Um subconjunto de 2. 2 e convexo se ele é a interseção de todos os semi_ planos a 0,45, 90 e 135 graus que 
o contêm. 

Por exemplo, a dilatação pelo elemento estruturante B da Figura 8.4 pode ser expressa por 

68 =  

. 	. 

. 	. 

• 
. 

. 

w .. -  

. 

as,  
as' 

8. 

• • 	ae - 	- 	-; 	 • 	• 

• ',".. 
. 	ee< 

.., . 	... 
: Ea. ,Sa • E • • ,,° 

. 	 . 

B,  

Fig. 8.4 - Decomposição de um subconjunto convexo. 
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Seja R um subconjunto de Z 2 . Um operador elementar é dito localmente condicionalmente invariante 
por translação ou localmente c.i.t., se existem dois subconjuntos, um subconjuntoB de E e E', e um sub-
conjunto M de E, tal que sua função estruturante b seja definida por, para todo y em E, 

b(y) = 
{ (B + y) n E se y E M 

O subconjunto M 6 denominado máscara do operador. 

A dilatação, a erosão, a anti-dilatação e a anti-erosão localmente cit. que têm b comofunção estrutu-
rante serão denotadas, respectivamente, por 6 8a, e B  aa  Hm e 

Seja (Mi) uma partição de E, seja (B) ie Toma familia de 91 (E (1) Et) e seja b a função estruturante 
definida por b(y) = (B i  + y) fl E se y E M1 , então, pela Proposição 3.12, 

ôb =  V ó , 	nbis 
= 

Desta forma, as dilatações localmente cit. podem ser usadas como protótipos para a construção de qual-
quer dilatação. 

Ainda, em muitas situações práticas. urna dilatação pode ser construída a partir de dilatações local-
mente cit. que têm elementos estruturantes primitivos. Esta propriedade decorre do fato que 

6 13, i ,M, V 	= 

e que, em muitas situações práticas, 

ástmánt2X, = Ri i en 

Trocando o operador dilataçãopelo operador erosão a operação de união pela operação de interseção, 
encontramos resultados duais para todas as propriedades apresentados nesta seção. 

A Figura S.5 ilustra a construção de uma erosão adaptativa a partir de erosões localmente c.i.t.. A ima-
gem apresentada corresponde a vista em perspectiva de uma estrada. Devido ao efeito da perspectiva, os 
trechos da estrada que estão mais próximos do observador aparecem maiores do que os que estão mais 
afastados. Para que esta mudança de escala seja considerada, o domínio da imagem é particionado, aqui, 
em três regiões e a cada uma delas é associada um elemento estruturante, que tem a mesma forma dos de-
mais, porém tamanho diferente. Com  isto, a erosão respeita de maneira aproximada o efeito de perspectiva, 
alargando a pista proporcionalmente ao tamanho dos elementos estruturantes. 

Lembrando, ainda, que as anti-dilatação e as anti-erosão podem ser construídas, respectivamente, a 
partir das dilatações e das erosões, todos esses resultados podem ser usados para construir anti-dilatações 
e anti-erosões. 

8.3 Descrição de uma Máquina Morfológica 
Ainda na década de sessenta, Klein e Serra projetaram a primeira maquina morfológica conhecida: o 

Texture Analyser [KleSer72]. Desde então, uma família de máquinas similares foram desenvolvidas: 
desde softwares para computadores convencionais ILãy84; Gratin/313; BaBaLo94] até implementações em 
silício [lluDeBo88; KlePey89] ou tecnologias ópticas [HuJeSa89]. 
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Fig. 8.5 - Erosão adaptativa. 

Diremos que uma linguagem formal L1 é equivalente a uma linguagem formal L2, se para cada frase 
de L1 existe uma frase de £2 com a mesma semântica e, inversamente, se para cada frase de L2 existe uma 
frase de L1 com a mesma semântica. Hoje em dia, uma Maquina Morfológica (MMach) é conceituada 
como urna implementação de uma linguagem formal equivalente a LM. 

O usuário enxerga uma MMach como uma linguagem de programação, que dispõe de funções primiti-
vas (i.e., interseção, união, complementação, dilatação, erosão, anti-dilatação e anti-erosão) e estruturas 
de controle (do, while, if). Um programa da MMach nesta linguagem corresponde a uma frase da LM. 

O tipo de dado a ser transformado por uma MMach é a imagem binária. Outros tipos de dados auxiliares 
que aparecem são os elementos estruturantes primitivos e os números inteiros não negativos. Os elementos 
estruturantes primitivos são os parâmetros das dilatações e erosões localmente c.i.t., enquanto os números 
inteiros são úteis para o controle de procedimentos iterativos. 

Usualmente, por uma questão de eficiência, os operadores de dilatação e erosão são implementados 
a partir dos respectivos operadores localmente c.i.t., caracterizados por elementos estruturantes primiti-
vos. A partir da dilatação e da erosão, assim criadas, são formadas, respectivamente, a anti-dilatação e a 
anti-erosão. 

Normalmente, estas máquinas dispõem internamente também de recursos para realizar operações 
sobre os elementos estruturantes primitivos, como a rotação em tomo da origem central e a complemen-
tação. Observe que a transposição é exatamente uma rotação de 180 graus em tomo da origem 

A característica central da arquitetura de uma MMach típica é a eidstência de um processador dedicado 
para efetuar dilatações, erosões, união, interseção, complementação e comparação de igualdade entre ima-
gens. Este processador é conhecido como processador morfológico. A arquitetura desta máquina conta 
também com dispositivos para aquisição, visualização e armazenamento volátil ou permanente de ima-
gens, além de um processador central que controla todos esses recursos. 
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A comparação entre imagens dum recurso importante para a implementação de procedimentos iterati-
vos com um número de iterações indefinido a priori. Neste caso, o número de iterações é estabelecido a 
partir de algum critério de convergência de uma sequência de imagens. 

A Figura 8.6 apresenta a arquitetura de uma MMach [Beuche87]. Esta máquina conta com cinco planos 

Primitivas 

Disco 	

I Gerente I 	I 	Frases 

derivadas 

Pmccs sada/ 
morfológico 

Visuansador 

Memória de imagens 
Câmera 

Registro de 
Clero. Estrut 

Pilha 

Registros 

Fig. 8.6 — Arquitetura de uma máquina morfológica. 

de memória para o armazenamento de imagens, um processador morfológico, uma pilha para o armazena-
mento de numeros inteiros e instruções, cinco registros auxiliares que trocam dados com a pilha eum regis-
tro para armazenar um elemento estruturante primitivo, além de dispositivos para a aquisição, armazena-
mento permanente e vizualização de imagens. Todos estes recursos são controlados por um 
microprocessador de 16 bits. 

A dinâmica de uso típico desta máquina envolve: a aquisição pela câmera de uma imagem binária ex-
terna; o armazenamento da imagem adquirida no plano de imagem I; a visualização da imagem adquirida; 
a programação da máquina para extrair a informação desejada; a execução do programa implementado; 
o armazenamento em disco dos resultados intermediários e final. 

A execução do programa, que ê armazenado na pilha, promove a troca de dados entre a pilha e os regis-
tros, define os elementos estruturantes usados e estabelece o fluxo de imagens entre os planos de memória 
e o processador morfológico. 

A Figura 8.7 apresenta a estrutura interna do processador morfológico, que é composto por seis proces-
sadores internos. Não existem muitas variantes de arquitetura para os processadores de união, interseção, 
complementação e comparação de igualdade. As nuances mais interessantes aparecem nos processadores 
de dilatação e erosão. 
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68  

Fig. 8.7 - Processador morfológico. 

Os processadores de dilatação e erosão usualmente são compostos por uma família de processadores 
idênticos, chamados, respectivamente, processadores primitivos de dilatação e processadores primitivos 
de erosão, que realizam, respectivamente, dilatações e erosões c.i.t. por elementos estruturantes primiti-
vos. Esses processadores são organizados em "Menne", em paralelo, ou em configurações híbridas 
("pipeline"-paralelo) e podem atuar simultaneamente sobre a mesma imagem ou sobre imagens distintas. 
Em algumas arquiteturas conhecidas, são disponíveis recursos de programação que permitem ao usuário 
redefinir a disposição dos processadores primitivos. A Figura 8.8 apresenta um processador de dilatação, 
composto por uma familia de kl processadores primitivos, organizados em k -pipelines" paralelos, cada 
um composto por 1 processadores primitivos. 

L=:> óB±, 	s 68,, 	 613 

- 

1/43 	 mo,  65 mo,  

— 
68,3 > 	65  s, 

Fig. 8.8 - Processadores de dilataçao em "pipelines" paralelos. 

Alguns exemplos de processadores morfológicos são o processador do "Cellular Computer' 
(Sternb821, desenvolvido na Universidade de Michigan, o processador do sistema MORPHO-
PERICOLOR [Bilode86] e o GBP de tecnologia VLSI [KlePey89], ambos desenvolvidos na École des 
Mines de Paris. 
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Os processadores primitivos de diltação e erosão podem ser implementados em duas classes de arqui-
teturas: uma baseada em translações e uniões ou interseções e outra baseada em operações lógicas de vi-
zinhança. A primeira são implementações das expressões, para todo Xe Y em 

ÓB(Y) = U (Y + b))ri E e e(Y) = ( n (Y — 1)))n E 
bEB 	 bEB 

e a segunda das expressões, para todo X e Y em 

.38(Y) = {x E E: (B IL  + x) fl Y O) e EB(X)= {y E E : (B + y) 11 E C X} 

Na Figura 8.9. apresentamos um processador primitivo de dilatação e erosão que tem uma arquitetura 
baseada em translações e uniões ou interseções de planos de bits. Cada ponto do elemento estruturante vai 
causar uma translação da imagem original e a união ou interseção destas translações será a imagem de 
saída. O processador conta com um dispositivo para controle de translação, uma matriz, com as mesmas 
dimensões das imagens, de portas lógicas OR./AND que atuam em paralelo e três planos de bits: um para 
as imagens transladada_s, um para o elemento estruturante e um para o acúmulo dos resultados, interme-
diários e final. Uma característica dessa arquitetura é que todas as operações primitivas usadas (translações 
e uniões ou interseções) são operações globais, isto é, se aplicam simultamente sobre toda a imagem. 

Plano do elemento 
eslniturante 

aslaçâo 

Fig. 8.9 — Processador primitivo baseado em operações globais. 

Na Figura 8.10 apresentamos um processador primitivo de dilatação e erosão que tem uma arquitetura 
baseada no deslocamento de uma matriz 3 X 3, representando o elemento estruturante primitivo, sobre 
a imagem e na comparação dos valores lógicos dos elementos dessa matriz com os valores dos correspon-
dentes elementos de matrizes 3 x 3 extraídas da imagem. 
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Fig. 8.10 - Processador primitivo baseado em operações de vizinhança 
(a) Fluxo de dados. (b) Célula elementar, (c) Conexão entre células. 

A imagem fluirá em blocos de três linhas consecutivas, de forma que cada linha da imagem seja a linha 
central de exatamente um bloco, por um processador que efetua a comparação entre a matriz extraida da 
imagem e o elemento estruturante. 

Este processador é denominado processador celular, pois é composto por 9 células de processamento 
interligadas.Cada uma das células recebe dois valores lógicos como entrada e produz dois valores lógicos 
de saída, seguindo as equações apresentadas na Figura 8.10 (b). A váriavel x corresponde ao valos do pixel 
da imagem que e transmitido para a saída da célula sem ser modificado, enquanto a variável y corresponde 
a ponderação do estado anterior dessa variável com o resultado da comparação entre o valor de um pixel 
da imagem e o valor de um ponto do elemento estruturante. 

As 9 células são interligadas em três sistemas de três células cada um, conforme esquematizado na 
Figura 8.10 (c). Asaida desses três sistemas vão alimentar a entrada de portas lógicas OR, no caso da dila-
tação, e portas lógicas AND, no caso da erosão, produzindo o resultado da ação do processador celular. 

Para introduzir características depwalelismo lesta arquitetura, pode-se usar um conjunto de processa-
dores celulares dispostos como esquematizado na Figura 8.10 (a). O limite do potencial de paralelismo 
dessa arquitetura 6 atingido quando é reservado um processador celular distinto para cada linha da ima-
gem. 
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Uma característica dessa arquitetura ê que as operações efetuadas pelos processadores celulares são 
operações de vizinhança, isto é, dependem apenas de pontos vizinhos. Este tipo de arquitetura pertence 
a classe das arquiteturas sistólicas, que são bem adptadas para implementações em CHIES de tecnologia 
VLSI [Song84]. 

A decomposição sequencial de elementos estruturantes tem implicação na complexidade das imple-
mentações da dilatação e da erosão. Usualmente, a implementação de sequencias de dilatações e erosões 
é mais simples do que a equivalente implementação direta. Vamos verificar essa afirmação medindo a 
complexidade de implementações diversas. 

Seja B um dos elementos estruturantes apresentados na Figura 8.11. Na Tabela 8.3 apresentamos um 

. 	. 

til • 	 ~H: 	1,1‘.  „. 
. 	• 	• 	• 

B, 

Fig. 8.11 — Alguns elementos estruturantes típicos. 

estudo da complexidade da implementação da dilatatação e da erosão por nB no processador da Figura 
8.9 [Marago85]. A medida de complexidade adotada é. respectivamente, o número de operações OR—pa-
ralelos efetuadas ou, equivalentemente, o número de uniões entre planos de bits e o número de operações 
AND—paralelos ou, equivalentemente, o números de interseções entre planos de bits. A primeira coluna 
da tabela identifica o elemento estruturante B, a segunda apresenta a medida de complexidade para a im-
plementação direta da dilatação por nB, a terceira a complexidade para a implementação sequencial de 
n dilatações por B e a quarta a complexidade para a implementação sequencial de n dilatações por B, onde 
cada dilatação por E é implementaria como duas dilatações sequenciais. 

Tabela 8.3 — COMPLEXIDADE DAS IMPLEMENTAÇÕES. 

Bem Reenturante Implementação I Implementação 2 Implementação 3 

a, 4n2  + 4n Sn 4n 

B2 

 

02  + 2n 3n 2n 

2n2  + 2n 4n — 

E4 2n 2n — 

n n — 

Examinando a Tabela 8.3, observamos que a complexidade da implementação diminui a medida que 
a decomposição sequencial se acentua. Por exemplo, no caso da dilatação ou erosão por um quadrado 
7 x 7, a primeira implementação envolve 48 operações, a segunda 24 e a terceira apenas 12. Notamos 
também que essaeconomia fica mais significativa a medida que o número de pontos do elemento estrutu-
rante a ser decomposto cresce. 
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Os processadores dedicados comparados com as máquinas convencionais são, por um lado, muito efi-
cientes e, por outro lado, muito caros. Por essa razão existem muitos softwares para máquinas convencio-
nais que emulam máquinas morfológicas. Normalmente, o uso de hardware dedicado fica restrito às apli-
cações que exigem resposta em tempo real, enquanto o uso de emulações ocorre nas outras aplicações, 
menos exigentes em termos de desempenho dos processadores. 

Uma aplicação que normalmente exige resposta em tempo real é o controle de qualidade de produtos 
industrializados, Os produtos a serem inspecionados são dispostos sobre uma esteira rolante e passam por 
uma câmera estrategicamente colocada, que alimenta urna máquina morfológica. Esperasse que o sistema 
trate os dados e forneça um diagnóstico sobre o pmduto em um intervalo de tempo suficientemente peque-
no para não afetar o fluxo de objetos pela esteira. 

Uma classe de aplicações menos exigente com relação ao tempo de resposta é a análise de imagens 
geológicas, como, por exemplo, a estimativa da porcentagem de volumes ocos em uma rocha. A execução 
deste tipo de tarefa exige que um especialista observe por um microscópio óptico sistematic)unente deze-
nas de lâminas e identifique em cada uma as cavidades presentes. Este trabalho pouco criativo normal-
mente consome várias horas do especialista, que poderiam ser usadas em tarefas mais nobres. Assim, uma 
resposta confiável após alguns minutos de processamento é considerado um resultado muito razoável. 

Outro tipo de aplicação que não exige resposta em tempo real ê o projeto de programas que solucionam 
problemas de tempo real. Quando um especialista em Morfologia Matemática recebe um problema novo 
de Análise de Imagens ele precisa fazer uma série de experimentos sobre as imagens adquiridas até poder 
propor uma solução satisfatória. Para este tipo de tarefa o tempo de resposta é considerado razoável quando 
não influe no rendimento do trabalho do especialista, o que é um requisito bem menos forte, por exemplo, 
do que não interromper o fluxo de produtos por uma esteira. Uma vez encontrada uma solução para o pro-
blema de Análise de Imagens, resta verificar se ela é viável, isto ê, se. quando fosse implementada em uma 
máquina mais eficiente, atenderia os requisitos de desempenho. Isto é feito calculando-se a performance 
que o programa teria no ambiente real a partir da performance medida no ambiente de projeto e do conheci-
mento prévio da relação entre as performances das duas maquinas. 

O núcleo dos softwares que emulam máquinas morfológicas são as funções que emulam o processador 
morfológico. Estas funções serão usadas intensivamente e, portanto, devem ser otimizadas ao máximo. 
Com  essa motivação já foram propostos vários algoritmos para a implementação dessas funções. Esses 
algoritmos se dividem em duas classes: os algoritmos baseados em operações globais [PipTan89; Lia-
Won92; Gratin93] e os algoritmos baseados em operações de vizinhança [VliBen88; Schmit89 Orne1192]. 

Todos os algoritmos que serão apresentados usam a estrutura de dados matricial para representar as 
imagens ou partes delas. As matrizes serão implementadas como um vetor (ou -array"). Um elemento 
qualquer da matriz será disposto no vetor segundo a sua distância da origem, medida como o comprimento 
do caminho percorrido da origem até o elemento, caminhando sobre as linhas da matriz da esquerda para 
a direita e de cima para baixo (ver Seção 4.1). Considerando uma matrizA de m X is posições e um vetor 
V de mis elementos, temos A(i,j) = V(in j) (i E {0,...,m - 1} e ] E {13,...,n - 1)). Denominare-
mos endereço de um elemento a sua posição no vetor, por exemplo, o endereço do elemento A(0) é 
M + j. 

A forma convencional de representar uma imagem binária é como uma matriz cujos elementos são os 
pixels da imagem. A partir dessa estrutura de dados pode-se estabelecer algoritmos baseados em oper-
ações globais ou operações de vizinhança, simplesmente pela implementação direta das definições das op-
erações e operadores [Barrer87l. Embora essas algoritmos sejam muito simples, eles se mostram pouco 
eficientes. A complexidade dos algoritmos que realizam as operações é proporcional às dimensões da ima- 
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gera, enquanto a complexidade dos algoritmos que realizam os operadores de dilatação e erosão é propor-
cional ao produto das dimensões da imagem pelo cardinalidade do elemento estruturante. 

Exercido 8.1 (algoritmos convencionais para operadores elementares) — Usando como estrutura de da-
dos para representar as imagens urna matriz de pixels, implemente os operadores de dilatação e erosão por 
elementos estruturantes primitivos. 

Os algoritmos que não usam a estrutura de dados convencional serão chamados algoritmos rápidos. 
Dentre os algoritmos rápidos baseados em operações globais, o mais popular ê aquele que representa 
vários pixels consecutivos de uma linha compactados em uma única palavra. A Figura 8.12 ilustra o uso 
desta estrutura de dados para representar uma imagem binária. 

enrau  	

Endereço 	 Valor 

0000000000000000 
0000000000000000 
0000000000001111 
1100000000000000 

—■ 0000000000001111 
1100000000000000 
0000000000001111 
1100000000000000 
0000000000001111 
1100000000000000 

Fig. 8.12 — Representação compactada de uma imagem binária. 

O fato que esse tipo de algoritmo explora e o paralelismo intrinsico dos processadores convencionais 
de palavras de 16, 32 ou 64 bits. Cada vez que uma palavra de n bits é processada ocorrem n operações 
lógicas em paralelo, uma para cada bit da palavra. Uma vez que nessaestrutura de dados cada bit representa 
um pixel, n pixels são tratados em paralelo. 

Na Tabela 8.4 apresentamos') algoritrno que realiza a união entre imagens binárias, compactadas em 
palavras de 16 bits. A complexidade desse algoritmo é dezrç-seis vezes menor do que a complexidade de 
uni algorilmo que representa cada pixel em uma palavra diferente. 

[ 
000  

Na Tabela 8.5 apresentamos um algoritmo que realiza a erosão pelo elemento estruturante 1 1 0 
000  

Nesta Tabela, a notação P SER I representa a operação de translacão da palavra P de 1 bit para a direita. 
A dinâmica desse algoritmo é a mesma do processador morfológico apresentado na Figura 8.9, ou seja, 
a translação horizontal de imagens por valores definidos pelo elemento estruturante e a interseção dessas 
translações. O ponto crítico deste algoritmo é a operação de translação entre palavras vizinhas: é preciso 
garantir que o primeiro pisel da palavra mecha o último pixel da palavra vizinha (contando no sentido da 
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translação) e que os demais recebam os bits vizinhos dentro da própriapalavra. Este cuidado exige algumas 
operações lógicas adicionais, que impedem que a complexidade do algoritmo caia 16 vezes. 

Tabela 8.4 - ALGORITMO DE UNIÃO DE DUAS IMAGENS BINÁRIAS. 

• Dados 
- Xe Y são as imagens binárias compactadas rn X (n/16) a unir. 
-Z é a imagem binária compactada ni x ri resultante. 

• Laço principal 
h:ardei-iam - 1 

Park/ de O .1/16 - 1 
Z(trà + j) 	X(2n + j) OR Y(in + j) 

Ampara 
Ampara 

A extensão deste algoritmo para um elemento estruturante qualquer, que seja um subconjunto do 
quadrado elementar é simples, basta considerar cumulativamente todos os sentidos de translação definidos 
pelo elemento estniturante. Note que as translações na direção vertical não têm os problemas apontados 
paras as horizontais. 

Tabela 8.5 - ALGORITMO DE EROSÃO POR UM SEGMENTO HORIZONTAL DE TAMANHO 1. 

• Dados 
- X é a imagem binária compactada m x (n/16) original. 
- a é a imagem binária compactada in X (n/16) resultante. 
- carry uma variável auxiliar de 16 bits. 

• Laço principal 
ParaideOlim - 1 

com+ O 
Park% de O n/16 - 1 

Z(in + 	((X(in + SKR 1) (iR carry) AND X(oz + j) 

Se ((X(in + i) AND 1) = O) então 
carry O 

Senão 
carry 

Fimsc 
Ampara 

Fimpara 

Exercido 8.2 (algoritmos rápidos para operadores elementares) - Usando como estrutura de dados para 
representar as imagens uma matriz de pixels compactados, implemente os operadores de dilatação e erosão 
por elementos estruturantes primitivos. 

Uma fila é uma estrutura de dados, que organiza os objetos sequencialmente segundo a ordem de 
inserção. O modelo intuitivo de uma fila é o de uma fila de espera em que as pessoas no inicio da fila são 
servidos primeiro e as pessoas que chegam entram no fim da fila. Existe uma ordem linear para filas que 
é a "ordem de chegada". Um possível conjunto de operações, definido para um tipo abstrato de dados 
FILA, é definido na Tabela 8.6 [Zivian93]. 



166 	 CAPITULO 8. MÁQUINAS MORFOLÓGICAS 

Tabela 8.6 - OPERAÇÕES DEFINIDAS PARA O TIPO ABSTRATO FILA 

• Operações aplicadas ao objeto I do tipo FILA. 
- vazio(X); retorna tive se ré uma fila sem elementos e fatie caso contrário. 
- enfdeira(x. X): insere o Item que tern endereço x no final da tilar 
- desinfileim(X): retoma o endereço do primeiro Rem da fila X. 

Dentre os algoritmos rápidos baseados em operações de vizinhaça um dos mais interessantes é o que 
usa uma estrutura de dados híbrida para representar a imagem: matriz, para representar os pixels do inte-
rior, e funde piseis, para representar os pixels da borda. A Figura 8.13 exemplificaa representação de uma 
imagem pela estrutura de dados híbrida. 

00000000000000000000000000000000 
00000000000000000000000000000000 

Matriz 00000000000001111000000000000000 
00000000000001111000000000000 000 
00000000000001111000000000000000 
00000000000000000000000000000000 
0000000000000000000 0000000000000 

Fila 	44 	12 
Fig. 8,13 - Representação híbrida de uma imagem binária. 

O fato que esse tipo de algoritmo explora é que os operadores de dilatação e erosão por elementos estru-
turantes primitivos modificam apenas os pixels que se encontram na vizinhança da borda da imagem. As-
sim, basta computar o novo estado desses pixels para construir o operador. 

Este tipo de algoritmo tem uma característica singular: a sua complexidade é proporcional ao número 
de pixels da borda da imagem tratada, isto é, quanto menos pixels existirem na borda mais eficiente será 
o algoritmo. 

Se comparados com os respectivos algoritmos convencionais, os algoritmos de vizinhança para a dila-
tação e a erosão têm um ganho de eficiência significativo para um grande número de imagens, pois os pri-
meiros têm complexidade proporcional ao número de pixels da imagem e os segundos têm complexidade 
proporcional ao número de pixels da borda da imagem. 

Os algoritmos das operações de união, interseção e complementação para a estrutura híbrida é menos 
eficiente do que os respectivos algoritmos para imagens convencionais. Isso porque além de realizar uma 
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operação sobre a imagem, para computar o interior da imagem resultante, é preciso também realizar 
operações sobre filas, para computar os pixels das bordas da imagem resultante. 

Apesar da estrutura híbrida levar a algoritmos para as operações menos eficientes que os convencio-
nais, o ganho obtido nos operadores de dilatação e erosão garante usa ganho de eficiência global do proces-
sador. O ganho de eficiência é acentuado sobremaneira na realização de operadores formados pela compo-
sição de dilatações e erosões 

A Tabela 8.7 apresenta um algoritmo para a união de imagens representadas na estrutura de dados híbri-
da. O algoritrno é composto por dois blocos principais: computação do interior da imagem resultante e 
computação da borda da imagem resultante. A computação da borda também é dividida em dois blocos: 
computação dos pixels que não estão no interior, respectivamente, das imagens de entrada X e Y. 

Tabela 8.7 - ALGORITMO DE UNIÃO DE DUAS IMAGENS BINÁRIAS. 

• Dados 

— :DY e 31  são o interior das imagens binárias m x na unir. 

— Z é o interior da imagem binaria in x a resultante. 
— aX, a Y e Mano as filas dos piseis das bordas das Imagens 
— abes, é uma variável auxiliar de 16 bits. 

• Função 

	

filtrafila(dX, 	d.Z) 

Enquanto vazio(dX) = false raça 
adress 	desinfileirfidX) 

Se ?'(aciress) = O então 

enfilenn(adress, dZ) 
Faris° 

Ampara 

• Computa 

Para Ide 08m-
Para ./ de Oan— I 

	

(In + 	(in + ,;) OR (In + j) 

Ampara 
Ampara 

• Computa az 

filtrafila(ax, ?", az) 

filtrafila(dY,X, a2) 

A Tabela 8.8 apresenta um algoritrno de erosão poria° quadrado elementar para imagens representadas 
na estrutura de dados híbrida. O algoritm o consiste, para cada pixel da fila de pixels de borda da imagem 
original, em eliminar os pixels do interior da imagem original que fazem partem da vizinhança do pixel 
e enfileira-los em uma nova fila, que conterá os pixels da borda da imagem resultante. Este algontmo pode 
ser generalizado para erosões e dilatações por elementos estruturantes primitivos quaisquer lOrne11921. 
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Exercício 8.3 (algoritmos rápidos para operadores elementares) - Usando como estrutura de dados para 

representar as imagens um par formado por uma matriz, que representa os pixels do interior da imagem, 
e uma lista, que representa os pixels da borda da imagem, implemente os operadores de dilatação e erosão 

por elementos estruturantes primitivos. 

Exercício 8.4 (algoritmos para operadores primitivos) - Compare o desempenho das implementações 

realizadas dos Exercícios 8.1 a 8.3. 

Em todas as classes de algoritmos descritas, os elementos estruturantes consumam ser representados 

por uma estrutura de dados que contem a cardinalidade do conjunto e os valores das coordenadas de cada 

ponto. Para otimizar um pouco mais os algoritmos de dilatação e erosão, podemos armazenar as coorde-

nasdas dos pontos em registradores e implementar um trecho de código específico para elementosestrutu-

vantes com número de pontos diferentes, de zero a nove. 

O uso apenas de elementos estnnurantes primitivos, além de ser suficiente para realizar qualquer 

operador elementar e, em muitos casos, levar a decomposições mais simples, permite também otimizar 
a implementação dos processadores primitivos de dilatação e erosão, pelo uso da informação a priori do 

tamanho limite dos elementos estruturantes. Por essas razões, a maior parte das MMach's conhecidas 
dispõem apenas de processadores primitivos de dilatação e erosão que realizam esta classe de operadores. 

Tabela 8.8 - ALGORITMO DE EROSÃO PELO QUADRADO ELEMENTAR. 

• Dados 

- b o interior das imagens binárias m x n original e resultante. 

- ax e OY são as fias dos piseis das bordas, respectivamente, da 

imagem original e resultante. 

• laço principal 
Empanai vario(aX) = false faça 

rir/reis 	desinfiletratal 

Para todo 2 E ( - 1,0,1) faça 

Para todo j E t  - 1,0, 11 faça 

Se YC(adress - 	 1 anão 

enliletraradresst 811 

k(adress - rei + .1)4- O 

Funse 

Rumara 

Fimpara 

Fimenquanto 

Como os operadores que desejamos implementar são operadores c.i.t. e os elementos estruturantes são 

escolhidos como subconjuntos do quadrado elementar, chegamosa nove regiões da imagem com compor-

tame.nto peculiar: uma central, quatro lacrais e quatro cantos. 

Mais precisamente, como foi visto na Seção 82, um operador elementar eia. pelo quadrado elementar 

pode ser decomposto em união (no caso da dilatação) ou interseção (no caso da erosão) de nove operadores 
elementares (da mesma classe) localmente c.i.t. definidos por nove elementos estruturantes 13 ;  e nove 

máscaras Mi  especificando nove regiões do domínio da imagem. 

A Figura 8.14 apresenta essas nove regiões e o valor, em cada uma delas, dos Bi. Para otimizar ainda 

mais o algoritmo, usualmente, cada uma dessas regiões tem tratamento especial. 
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Fig. 8.14 — As nove regiões da imagem. 

As MMach's, implementadas em hardware ou emuladas em software, vão ser enxergadas pelo usuário 
através de uma linguagem de programação. Nas máquinas morfológicas que temos conhecimento as 
funções primitivas dessa linguagem acionam diretamente o processador morfológico, porém, em máqui-
nas mais sofisticadas, elas poderiam acionar urna camada inferior de software, que realizaria a decompo-
sição dos operadores elementares em termos de erosões e dilatações localmente c.i.t. por elementos estro-
turantes primitivos e distribuiria a execução desses operadores pelos processadores primitivos. 

Hoje em dia, o projeto de programas para resolver problemas de análise de imagens ainda exige que 
o especialista desenvolva muitos experimentos computacionais antes de chegar a um resultado satis-
fatório. A partir do resultado de um experimento, ele identifica problemas no seu programa, tenta corrigi-
lo e efetua um novo experimento para verificar se o efeito da modificação foi o esperado, e assim vai evo-
luindo, até chegar a uma solução. Esta dinâmica de trabalho impõe certos requisitos para as interfaces 
homem—máquina das MMach's. 

A interface homem—máquina de uma MMach deve prover um ambiente que permita a edição e a 
execução ágil de programas. que podem depender de uma famílias de outros programas implementados 
em momentos anteriores da sessão de trabalho ou mesmo em outros sessões de trabalho. Ainda, essas faci-
lidades de programação não podem penalizar sensivelmente o desempenho dos programas. 

Dois tipos de ambientes que atendem a esses requisitos costumam ser adotados como interface ho-
mem—máquina para as MMach's: um baseado em urna linguagem interpretada e outro baseado em uma 
linguagem de programação visual. 

As linguagens interpretadas são bem adaptadas para a implementação e execução ágeis de programas, 
especialmente aquelas linguagens que permitem o uso de qualquer programa existente como uma nova 
função. O fato dos programas não precisarem passar por uma fase de compilação e poderem reaproveitar 
facilmente programas existentes são pontos importantes que contribuem para o aumento da produtividade 
do desenvolvimento de software. 

Um ponto negativo no uso de linguagens interpretadas é que os programas não ficam tão eficientes 
quanto poderiam. Por exemplo, um conjunto de comandos que se repete várias vezes é interpretado toda 
vez que é executado, o que naturalmente é uma causa de desperdício de tempo. A solução que se constuma 
adotar ê usar linguagens que tanto podem ser compiladas como interpretadas, isto é, para cada função exis-
tente o programador pode escolher se quer compila—la ou interpreta—la. Com esse recurso o especialista 
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pode estabelecer um compromisso ideal entre a produtividade de desenvolvimento de software e a veloci-
dade de execução dos programas, de forma a minimizar o tempo global de projeto (i.e., implementação 
e testes). Naturalmente, essas linguagens dispõem também de editores de texto integrados. 

Uma outra propriedade importante das linguagens interpretadas é que todos os objetos criados durante 
a execução dos programas continuam disponíveis para o especialista Assim, é possível acompanhar facil-
mente todas os estados desejados dos programas, o que é um recurso essencial para o projeto interativo 
de programas. 

Existem várias MMach's que rem esse tipo de interface [Bilode86; Schmit86; Beuche87; Gratin88]. 
A Tabela 8.9 mostra a implementação de um programa, que realiza n erosões sucessivas por um mesmo 
elemento estruturante fixo e apresenta as imagens original e resultante, na linguagem interpretada que é 
a interface homem-máquina do sistema MORPHOPERICOLOR. Esta linguagem é similar ao Forth, na 
verdade, é um subconjunto do Forth incrementado com as funções de gerenciamento dos recursos do siste-
ma (processador morfológico, aquisição, visualização, etc.). Este tipo de linguagem é bem adaptado para 
arquiteturas como a da Figura 8.6, porque implementações interessantes do Forth podem ser obtidas usan-
do uma pilha como estrutura de dados central [Loelig811. 

Tabela 8.9 - COMPOSIÇÃO DE N EROSÕES EM UMA LINGUAGEM INTERPRETADA. 

:nerosãO 

OUTPUT IS 	/* declaração ./ 

INPUT IE 

PARAM N 

IE IS MOVE 	/* procedimento */ 

N 1 

DO 

IS IS ERODE 

LOOP 

IE DISPLAY 

IS DISPLAY 

Outro tipo de interface bem adaptada para as MMach's são as linguagens de programação visual 
[Chang87; RaArSa90]. Este tipo de interface permite que o usuário interaja graficamente com o sistema 
para uso dos recursos e programação. O paradigma principal deste tipo de linguagem é descrever progra-
mas como grafos orientados. As arestas dos grafos representam os caminhos que os dados devem percorrer 
e os nós as funções que os transformam. A exemplo das linguagem procedurais, as linguagens visuais tam-
bém dispõem de recursos avançados como mecanismos de controle e definição de subprogramas. 

As linguagens visuais são bem adequadas para a programação rápida depequenos programas compost-
os por chamadas de outros programas existentes e também permitem a fácil observação dos estados inter-
nos dos programas executados. Por outro lado, elas não são adequadas para o desenvolvimento de progra-
mas complexos que dependem de muitos outros programas visuais. A solução adotada é sempre usar uma 
linguagem procedural compilada em conjunto com uma linguagem visual. Com  esses recursos em mãos, 
o especialista pode estabelecer uma relação de compromisso ideal entre as duas alternativas. 

O sistema KHOROS [RaArSa90] é um sistema para processamento de imagens em ambientes padrões 
UNIX e XWINDOW, que tem uma interface de programação visual e usa a linguagem C como linguagem 
procedural. 
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Na estrutura do !CHOROS es operadores são representados por funções, escritas em C, que são agrupa-
das em uma biblioteca e por programas principais que chamam estas funções. Muitas destas funções são 
criadas pelo encadeamento de outras funções da biblioteca e para cada função da biblioteca existe um pro-
grama principal, que chama apenas essa função. Nesta estrutura, a linguagem de programação visual tem 
o mesmo papel dos recursos de programação em batch do UM:7C, isto é, controla a chamada de programas 
principais. Naturalmente, o KHOR OS também dispõem de recursos avançados para a edição de programas 
em C, a geração de interfaces visuais e a instalação das novas funções na biblioteca. 

A "toolbox" MMach [BaBaLo931, que desenvolvemos em colaboração com o professor Roberto de 
Alencar Lotufo, é uma máquina morfológica que usa a plataforma KHOROS. No apêncice A, apresenta-
mos uma descrição mais completa dessa "toolbox". 

A Figura 8.15 exemplifica o uso da "toolbox" MMach, apresentando um programa visual que executa 
n erosões sucessivas por um mesmo elemento estruturante e apresenta as imagens original e resultante. 

Fig. 8.15 —Composição de n erosões em uma linguagem visual. 





Capítulo 9 

Caixa de ferramentas da Morfologia 

Matemática 

Ao longo das Ultimas três décadas a Morfologia Matemática tem sido aplicada intensivamente a problemas 
de análise de imagens. Esses experimentos propiciaram o desenvolvimento de uma família de operadores 

úteis para a identificação de propriedades geométricas de imagens binárias: a caixa de ferramentas da 
Morfologia Matemática. Neste capítulo, estudamos alguns desses operadores, que podem ser entendidos 
como frases da LM ou, equivalentemente, programas de uma MMach. 

Os operadores parametrizados por elementos estmturantes primitivos são chamados operadores pri-
mitivos. Os programas de uma MMach podem ser organizados hierarquicamente, conforme a sua decom-
posição em termos de operadores primitivos de dilatação e de erosão. Os programas mais complexos são 
aqueles que envolvem um número maior desses operadores primitivos. Assim, tomando uma ordem cres-
cente de complexidade, definimos as seguintes famílias de programas: programas básicos, programas de 
níveis 1, 2 e 3. 

Os programas do nível básico são os operadores primitivos de dilatação e de erosão, e as operações 

de união, interseção, complemento e subtração. 

9.1 Programas de nível 1 

Os programas do nível 1 são construídos usando no máximo urna vez cada programa do nível básico. 

Alguns programas do nível 1 são: a anti—dilatação, a anti—erosão, os operadores de abertura e de fecha-
mento morfológico, os operadores sup—gerador ,  e inf—gerador, a dilatação e a erosão condicional, e o extra-
tor de borda. 
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No extrador de bordas (ver Capitulo 7) vA ,R= 6.4  — EB, seA é o singleton que contém a origem e 
B o losangulo (a cruz) ou o quadrada 3 X 3 então tpAj  extrai as bordas internas. Analogamente, se A é 
o losângulo (acruz) ou °quadrada 3 X 3 eB é o singleton coe contém aorigem. então V A  B extrai as bordas 

externas. Se A e B são ambos o losângulo (a cruz) ou o quadrada 3 X 3, então IpA a, extrai a união desbordas 
internas e externas, e é chamado de gradiente morfológico. 

Definição 9.1 (gradiente morfológico) — Seja A o losângulo (a cruz) ou o quadrada 3 x 3, o operador 
sobre T(E), W,4 A 6,4 	EA, é chamado de gradiente morfológico. 

Em Análise de Imagens, os operadores sup—geradores (ver Capítulo 7) são importantes para 
reconhecer configurações de pontos. Considerando o caso invariante por translação, a cada padrão ou 
intervalo fechado [A, Ri de 91'(E) temos associado o operador sup—gerador 4,9 sobre T(E). Usando a defi-
nição de intervalo fechado, temos, então, a seguinte definição equivalente para o operador sup—gerador 
de parâmetros A e Bem T(E) 

2.4 ,8(X) = 1x E E: (X — x) E [A , 1311 (X E T(E)). 

Quando A e B" são subconjuntos do quadrado elementar, sl.A33  é chamado de operador sup—gerador 

primitivo. 

A Figura 9.1 apresenta alguns padrões usualmente empregados. O padrão 3, permite identificar os 
pontos onde um feixe de vetores verdeais, orientados de cima para baixo, intercepta os objetas. Os padrões 
52  e 53  identificam. respectivamente, os pontos isolados e os buracos puntuais. Os padrões 3 4, 55  e 56 

identificam pontos triplos. O padrão 37 identifica pontos extremos. O padrão 5 8  identifica quadrados de 
lado 3. 

si  = [ o . 	= [ 000 I 	{ 1 1 1 	[ 100  

1 	2 	010 	— 1 0 1 	34 = 01 1  
000 	 1 1 1 	 100 

1 011 
55 	[ 1 0 

100 

 1 0 0 	
.  56 = [ 	1 O 	= {0 	1 01 	= [ 	1  1 1 

 1 	 O 	1 	 0 O O 	11 	I 

Fig. 9.1 — Alguns padrões empregados em Análise de Imagens. 

A rotação em torno da origem dos padrões não simétricos da Figura 9.1 cria outros padrões interes-
santes, que permitem identificar estruturas geométricas similares rotacionadas. Denotaremos por?, 5 45 , 
59e ,  9270, 5315  o resultado da rotação no sentido horário de um padrão 3, respectivamente, de 0, 45, 
90, ... 270, 315 graus. 

A Figura 9.2 apresenta as rotações por 90, 180 e 270 graus do padrão 34  que identifica pontos triplos. 

O operador inf—gerador sobre T(E) é dual do operador sup—gemdor. Usando a definição de intervalo 
fechado, temos, no caso invariante por translação, a seguinte definição equivalente para o operador inf-
gerador de parâmetros A e B em 5 1 (E) 

fiz As (X) = lx E E: (X` — x) fl  [A,13]) (X E T(E)). 
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so_ [1001 

100 

90  
54 	= 

[101] 
010 
CIO 

4 	— 	01 1 
1RD  

= 
[001] 

110 
OO1 

54 
[0101 

r- 	010 
1 O 1 

Fig. 9.2 — Rotações de um padrão. 

Analogamente ao operador ,  sup—gerador, o operador inf—gerador serve para reconhecer configurações 
de pontos que aparecem no complemento da imagem. 

Quando A e Bi são subconjuntos do quadrado elementar, g" é chamado de operador inf—gerador 
primitivo. 

Definição 9.2 (afinamento e espessamento) — Sejam A e B dois elementos de 95(E e Et) tais que A C B. 
Os operadores am) e V4 , 8 sobre T(E) dados pelas seguintes composições, 

CA,B = 	24,B e ;LB e V 2A,8 ,  

são chamados, respectivamente, de afinamento e de espessamento de parâmetros A e B. 	 O 

No afinamento e no espessamente, os pixelsda imagem transformada posicionados na origem de estru-
turas identificadas receberão, respectivamente, o valor Oco  valor I , enquanto os demais continuarão com 
o mesmo valor que tinham na imagem original. As Figuras 9.3 e 9.4 apresentam, respectivamente. um  
exemplo de afinamento e de e.spessamento, 

. 	. 	 . 

e 

. 	. 

• 

. 	 . 	. 

. 	. 	. 	. 

• 24, '‘rg '`. 	" 	• 
. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 

• E: • • • H.---7; • • . , ' - I • 	• 	• rir • .__ ... 	. 	. 	. 

x 	1 1 	oAs 00 
1 1 
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. 	. 	. 	. 	. 	. 

Y • • IL:j • El 	, • 	• 
1A.B1 II} [ II 	O • ""  " 

I 	I 	I 
" 	• " " 

Fig. 9.4 - Espessamento. 

O afinamento de uma imagem e do seu complemento pelo padrão 9 8 da Figura 9.1 produzem, respecti-
vamente. as bordas internas e externas da imagem. 

O afinamento e o espessarnento podem ser operadores homoMpicos ou não, dependendo da escolha 
dos subconjuntos A e B. Como conseqüência do Teorema 4.1 em [KonRos89, p. 367]. podemos estabe-
lecer, no caso de A e 13` serem subconjunto do quadrado elementar centrado na origem, a seguinte regra 
para testar a homotopia destes operadores: o afinamento «As  ou o espessamento z" é um operador 

1 1 1 
4-homotópico (resp. 8-homotópico) se, para todo X E [A,B], os subconjuntos x n tol e { 

1 1 1 

r n[

1 1 1 
t O 11 são não vazios e, respectivamente, 8-conexo (resp.4-conexo) e 4-conexo (resp. 8-conexo). 
1 1 1 

Essa regra garante que apenas pontos simples da imagem e do fundo sejam modificados pelos opera-
dores de afinamento e de espessamento homotópicos. A condição de que a restrição dos subconjuntos ex-
traídos do intervalo (A, B] e seus respectivos complementos sejam não vazias garante que os pontos modif-
icados sejam pontos de borda (interna ou externa), mas não sejam pontos isolados ou buracos pontuais. 
A condição de corlexidade garante que os pontos de borda modificados não alterem a árvore de adjacência 
da imagem. 

As Figuras 9.3, 9.4 e 9.5 , e 9.6 apresentam exemplos de aplicações de afinamento e de espessamento, 
respectivamente, não 4-homon5pico e 4-homotópico (ou 8-homotópico). 



9.1 PROGRAMAS DE NÍVEL 1 
	

177 

• • s4 • 
...., 	 A.11 	  
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Fig. 9.5 — Afinamento e espessamento não homotópico. 
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Fig. 9.6 — Afinamento e espessamento homotOpico. 
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AFigura 9.7 apresenta algunspadrõescomumente usados como parâmetros de afinamentos e deespes-
sarnentos 4-homotõpicos. 

000 	o • • 	 o • • 

	

ii=[ -  O - 1 521001 	= [ O 1 I 
I 1 I 	 O • • 	 O • ' 

00 • 	 •O• 
000 34 =[01 I] 9 5 =[111] 	9 fi _l . , . 

, 

Fig. 9.7 - Alguns padrões para afinamentos e espessamentos 4-homotópicos. 

O armamento e o e.spessamento são dois operadores duais, relacionados pela expressão 

clA 	rn ,d1- 

Enquanto o afinamento é um operador anti-extensivo, o espessamenm é uni operador extensivo. É interes-
sante observar também que estes operadores são ambos não idempotentes [Flied186]. 

Definição 9.3 (afinamento e espessamento condicional) - Sejam A e B' dois subconjuntos do quadrado 
elementar tais que A C B. Seja Y um subconjunto de E. Os operadores primitivos a ,48  y e r" r  sobre 

T(E) dados pelas seguintes composições. 

aA.8 Y °AR VY  e Z.  A.B.Y = Afi A Y • 

são chamados, respectivamente. afinamentu e espessamento condicional (ou geodésico) de parâmetros 
A e B, dado Y. 	 C 

O efeito da restrição à Y nesses dois operadores é similar ao efeito desta mesma restrição, respectiva-
mente, na erosão e na dilatação condicional. 

O afinamento e o espessamento condicional são operadores duais relacionados pela expressão 

A Figura 9.8 ilustra a aplicação de armamentos e espessamentos sucessivos para a restauração e 
extração das bordas da imagem da moça. O primeiro afinamento elimina os pontos isolados. O espessa-
mento preenche os buracos puntuais. O segundo afinamento extrai as bordas. 

Exercício 9.1 (Caixa de Ferramentas da MM)- Implemente os programas do nível 1 na forma de work- 
spaces do sistema KHOROS, usando os "glyohs" do módulo "tools" e do nível básico da "MMach tool- 
box". 	 O 



9.1 PROGRAMAS DE NÍVEL 1 	 179 

Fig. 9.8 — Restauração e extração de bordas. 
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9.2 Programas de nível 2 

Os programas do nível 2 são construidos usando mais de uma vez pelo menos um programa do nível bási-
co. 

Seja = a operação definida de 53(E) x 91(E) em 9(E) por 

X = Y = (X - Y) V (Y - X) (X, Y E T(E)), 

O conjunto X ..= Fé chamado de diferença simétrico entre X e Y. 

O resultado da diferença simétrica entre dois subconjuntos Xe FE o subconjunto formado pelos pontos 
que estão em X e não estão em Y e pelos pontos que estão em Te não estão em X. Como o próprio nome 
sugere, a diferença simétrica é uma operação comutativa. 

Definição 9.4 (n-dilatação e n-erosão) - Os operadores primitivos UB  e e; sobre T(E) dados, para 

n > 0, pelas seguintes n - 1 composições sucessivas 

õ ; = (Bar e e tai  = (E a) 

e, para n = 0, (5 1/3  = t e e; = e, 

são chamados, respectivamente,de n-dilatação e o-erosão por B. 	 0 

Observamos que 6; e s'à são, respectivamente, equivalentes a dilatação e a erosão por nB . Se /3 é igual 

0 0 
a [1 1 

0 0 
1 	, 
01 

0 

010   ] 	010 ] 	[1 1 
0 1 O , 	1 1 1 	, ou 	1 
010 	010 	1 

1 
1 	1 
1 	1 

, então n/3 é um disco de centro na origem e raio n, segundo, 

respectivamente, a distância usual na reta na direção horizontal, a distância usual na reta na direção verti-
cal, a distância de quarteirão e a distância do valor máximo IDirRoh72, p. 109]. A Figura 9.9 ilustra a apli-
cação da erosão por discos, segundo a distância de quarteirão, à imagem da moça. 

Os operadores primitivos â;';".82.  e e 12,  sobre T(E), dados, para m 	Oen 	0, pelas seguintes com- 

posições 

30 " r- ó rn  ó" e em' n  = E m  R a  8a, 	Hf 

são chamados de rim-dilatação e nm-erosãopor B e E2 . 

De fato d" e en,8 2. 	' 
" são respectivamente, equivalentes a dilatação e a erosão por ntB ED nB2 , Se B 1  

8,82 	13  

0001 	 010  
é igual a [1 1 1 e B2 é igual a [O 1 (1, então inB ED nB 2  é um retângulo de tamanho m x n. Se B I  

0 0 0 	 010  

0101 	 1111 
é igual a [1 1 1, E2 é igual a [1 1 1 entã o mB, e nB 2 6 um octógono. Se (m, n) é igual a (1,0), (1, 1), 

0 1 0 	 1 1 1 
(2, 1),(2,2) ou (3,2), então o octógono é um disco Euclidiano discreto de centro na origem e raio n + m. 
Para outros valores de (m, n), o octógono não é mais o disco Euclidiano discreto. A Figura 9.10 ilustra 
a aplicação de erosões por discos Euclidianos discretos. 

Seja 91 uma sequência finita de n elementos estruturantes primitivos B, isto é, SI = 	 Os 

operadores 6s  e es  sobre 5*(E), dados pelas seguintes composições 
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Fig. 9.9 — Erosão por discos, segundo a distância de quarteirão. 

181 

ds 	bandB. _, ... d m, e es  = 	en , 

são chamados, respectivamente, de dilatação convexa e erosão convexa por UI. Estes operadores receber-
am esses nomes, pois realizam dilatações e erosões por subconjuntos convexos. 



eki  j1/2(X) 

II 0 

	

i 0 	 I 

	

1 	8 . [i 	] 
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e  1ri E R. frirl e  az 

	  B 

Fig. 9.10 — Erosões por discos Euclidianos discretos. 

Seja B uma sequência fmita de o sequências de elementos estruturantes primitivos r  Os operadores 
(3B  e e n  sobre 95 (E), dados pelas seguintes composições 

4= .4, 1142 11...U4 e EB= e g§ i nEg4i n .. ne ga], 

são chamados, respectivamente, de dilatação genérica e erosão genérica porB. Estes operadores receber-
am esses nomes, porque realizam dilatações e erosões por subconjuntos quaisquer. 
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Seja 91 = 1), =  1 . 2...n  e seja 89  uma sequência de n sequências de elementos estruturantes primitivos 
Slp tais que Es., =(B) J _. 12 Para i  1' 2, , n. Os operadores 3 81 e c B.  sobre 95(E) são chamados, 
respectivamente, dilatação curva e erosão curva por R. Estes operadores receberam esses nomes, porque 
são particularmente úteis para realizar dilatações e erosões por curvas simples que contém a origem. Uma 
curva simples deste tipo pode ser representada por uma sequência ã tal que B, E (I., 0,1V, 5, (o)). A Figu-
ra 9.11 apresenta duas curvas simples e as respectivas sequências 

Witifaiiia°,7  
11 • - - - - - - -  N' 	 .N. 

	

•  P'.  	 ii 	 --rm -,-. 1 
,,i 	, 	 .. ... 	

..,. „ 

B, =(o) 	 B, = {o) 

B, 	L 	i E (1,91 	 B, 	L 	i E {1,3,4,6,8,9,11,13,14) 

B, = S 	E [10,171 	 B i  = 5 i E 12,5,7,10,12,15) 

	

= O 	E [18,261 

B, = N t E [27,33] 

Fig. 9.11 — Representação de curvas simples. 

Na Figura 9.12, o subconjunto X representa o corte transversal de uma liga metálica vista por um 
microscópio óptico. Na mesma figura aparecem as erosões succesivas de X por um segmento de reta B, 
inclinados a 130 graus, de comprimento de 10 pontos. Note que a inclinação do segmento de reta usado 
como elemento estruturante coincide aproximadamente com a inclinação dos objetos encontrados na ima-
gem. 

Definição 9.5 (n—abertura e ri—fechamento) — Os operadores primitivos y7, e 	sobre g)(E), dados pelas 
seguintes composições 

= ene; e 95; = 
são chamados, respectivamente, de ri—abertura e n—fechamento por B. 

Os operadores primitivos y" Orn,  sobre T(E), dados pelas seguintes composições 

Y rni.,m,82 = õrid,erld, e  onc,0 2 = 
são chamados, respectivamente, de rim—abertura e rim—fechamento por B e .82 . 

Os operadores y s3  e Os  sobre T(E), dados pelas seguintes composições 

= Ôsle s3 e  95S1 = 

são chamados, respectivamente, de abertura convexa e fechamento convexo por SI A Figura 9.13 ilustra 
a aplicação de aberturas por discos Euclidianos discretos à imagem de células. 
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Fig. 9.12 — Erosão por um segmento de reta. 

Os operadores Yp  e OB sobre T(E), dados pelas seguintes composições 

YB = alieB e OB= FOB 

são chamados, respectivamente, de abertura genérica efechamento genérico por B, 

Os operadores y B2  e OBs  sobre T(E), dados pelas seguintes composições 

TN= ôNeB, e OB.= Enb. 

são chamados, respectivamente, de abertura curva e fechamento curvo por B. 



E 

--•"" 

153 e • • 

	

eill op • 	O • •• • 
-1):10:11.  u es101111. 

D 
• • ii 

.. • or g 

23 	 "" 

-7-  
4  i".-  
-r-  

I 

• • • 411  • • 

3 

O 



186 	 CAPITULO. 9 CAIXA DE FERRAMENTAS DA MORFOLOGIA MATEMÁTICA 

O operador IPAs sobre T(E), dado pela seguinte composição 

VA,8 = OA 

é chamado de resíduo do fechamento em relação à abertura. SeA é o singleton que contém a origem, então 
tpm  conserva as estruturas da imagens que não contém propriamente translações de B e é chamadoopera-

dor cartola por B. Se B é o singleton que contém a origem, então thu  conserva as estruturas do comple-
mento da imagem que não contêm propriamente translaçdes de A. 

	

O operador 	sobre 95 (E), dado pela seguinte composição 

	

= 	Y91,  

é chamado de resíduo do fechamento convexo em relação àabertura convexa. A Figura 9.14 ilustra a apli-
cação do resíduo do fechamento pelo singleton que contém a origem em relação a abertura por discos 
Euclidianos discretos, isto é, do operador cartola por discos Euclidianos discretos. 

O operador .1,8,8  sobre 02'(E), dado pela seguinte composição 

4,8 = EA A (Pin 

é chamado de operador .sup—gerador genérico 

Seja W C E. se as sequências de sequência.s de elementos estruturantes primitivos, A e B representam, 
respectivamente, os subconjuntos A C We (W — A)', então 4,8 identifica a formaA e é chamadoopera-

dor de reconhecimento genérico de forma. A Figura 9.15 ilustra o uso do operador de reconhecimento 
genético de forma para a identificação de um disco Euclidiano discreto de raio 3. A sequência 
B = (31,,332, ... 91 8) que aprece nesta figura é definida pelas seguintes sequências: 

001 	010 	O 0 	[00 
Sli =f4{1 1 1 , 400011 93 2 =4111    , 4000 00E; 

000 	000 	 000 	O 10 

010 	000  	 01O 	000  
34 3  =[4[0 10 ,4100  1 9a4 =[4010 ,4001   11: 

010 	000 	 010 	OOO 

000 	100 	 000 	001  
51 8  = [4[0 1 I , 3 O O 01; 91 8  = [4[1 1 O , 3 O O 011 

010 	000 	 010 	O 00 

010 	[O 0 O 010 	{O O 11 
93.,=[4110 .300011; 91 8  r" RO 1 	3 O 0(1 

000 	OO1 	 000 	O 00 

Em situações práticas, não existe uma única forma de interesse, mas sim, um conjunto de formas que 
correspondem a pequenas flutuações da forma A. O operador surgerador parametrizado por A eB i  e 

(W — A e B 2) r  permite identificar essas formas e é chamado de operador de reconhecimento genérico 
de forma com folga. A Figura 9.16 ilustra o uso do operador de reconhecimento genérico de formas com 
folga para a identificação de discos Euclidianos discretos. A sequência B = (G ... B38 } que aprece 
nesta figura é a mesma da Figura 9.15. Os subconjuntos B i  e E2, usados para criar a folga em tomo do 
disco discreto de raio 3, foram, respectivamente, o losángulo (a cruz) 3 se 3 e o singleton que contém a 
origem. 
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° 

0 111111.4111575S  
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A = { 	
0 1 0 

[ 2 [ 111 li °I i . [ 11 11  1111 
1 	1 	1 

X 

Rel  
6' 8  

= (911 , 97 2 , 	 91,) 

In  • 

Fig. 9.15 — Reconhecimento genérico de forma. 

É interessante observar que se E é o retânguloRenn i , n 2), A representa o singleton que contêm a ori-
gem e B representa o subconjunto Ret(n 1 ,n2) U BRet(n i ,n 2) — ([0, O] X [0,n 2  — 11)) — (0,n 2  — 1)), 

então, para todo X E , 
ama) = {(u i , min (x2  E [0, nz  — 1]: (u 1 ,x2) E X})), 
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Fig. 9.16 — Reconhecimento genérico de forma com folga. 

onde u i  = min I x, E [D,n i  — 1] (r1,x2) E X). 

Em outros termos, nessas condições, ZAji identifica o primeiro ponto da imagem Xque encontramos per- 
correndo a imagem exaustivamente linha a linha, da esquerda para a direita e de cima para baixo, a partir 
da origem. 



190 	 CAPÍTULO. 9 CAIXA DE FERRAMENTAS DA MORFOLOGIA MATEMÁTICA 

Definição 9.6 (filtro n-fi-gama e filtro n-gama-fi)- Os operadores primitivos O e IP sobre 9(E), dados 
pelas seguintes composições 

O = 	e ty = rtitg ,  

são chamados, respectivamente, deffltro n-0 e filtro n-y0. 

As Figuras 9.17 e 9.18 ilustram a aplicação, respectivamente, do filtro n-0 e do filtro n-ytt para a 
restauração da imagem do teclado de uma calculadora, corrompida com ruído aditivo e subtrativo. O 
operador v representa o agente que provoca a detereoração da imagem por ruído. Observe que o filtro n-0 
elimina todo o ruído aditivo, enquanto o filtro n-yçb elimina todo o ruído subtrativo. O efeito do filtro n-0 
é melhor do que o efeito do filtro n-y, porque a densidade do ruído aditivo é maior do que a densidade 
do ruído subtrativo. 

serairsElt 
":,;■ 

Fig. 9.17 - Restauração por um filtro fi-gama. 

Definição 9.7 (filtro n-gama-f'-gama e filtro n-fi-gama-fi) - Os operadores primitivos O e tp sobre 
9(E), dados pelas seguintes composições 

O = Y rn295 737; e 1/1  = Orkiihrni  

são chamados, respectivamente, de filtro n-yqly e filtro n-00. 

A Figura 9.19 apresenta uma aplicação do filtro n-0 e do filtro n-y0 à uma mesma imagem. Observe 
que o filtro n-y0 tende a fragmentar mais os objetos do que o filtro n-r, devido a abertura adicional. 
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Fig. 9.18 - Restauração por um filtro gama-fi. 

Vamos denotar os filtros niby, n-yy n -yçtry e n -çby0 por B genericamente por Vai  . Seja 91 uma se-
quência finita de Nsubconjuntos de E, com elementos B i  tais que Li f  C B i+  1.0 operador ip; sobre 95(E), 
dado pela seguinte composição 

= ?Á, 

é chamado um filtro alternado sequencial de parâmetro 53. 

A Figura 9.20 apresenta a aplicação do filtro alternado sequencial 1ply  construído a partir dos filtros 
n-efry, para a restauração da imagem da calculadora corrompida por ruído, usada nas Figuras 9.17 e 9.18. 
Observe que este filtro produz objetos com bordas mais suaves do que as bordas dos respectivos objetos 
produzidos pelo filtro 1-0y. 

A Figura 9.21 apresenta a aplicação do filtro 3-4y a mesma imagem da calculadora, observe que o 
efeito deste filtro sobre os objetos é muito mais devastador do que o efeito do correspodente filtro alternado 
sequencial. 

Os operadores primitivos tils  e rog  sobre 95(E), dados pelas seguintes n - 1 operações 

991 = V EB, 	c1155 = V õs 
i = I, ..., 

são chamados, respectivamente, de n-operador canónico isotônicocri-operador canônico dual isorânico 
de parâmetro 53. 
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Fig. 9.19 — Comparação entre os filtros fi—gama e gama—fi—gama. 

Seja B um elemento estruturante primitivo e n um número inteiro positivo tal que n 5 #B. O operador 
sobre T(E), dado por 

50,000 = E E : 	11B) n1 

é chamado de filtro de ordem n em relação a vizinhança B. Se #B é um número ímpar e n = (#B + 
então o operador *LB é chamado de filtro da mediana em relação à vizinhança B. 

O operador canônico ;satânico parametrizado pela coleção de todos os subconjuntos de B que têm car-
dinalidade n é um filtro de ordem n em relação a vizinhança B. 

A Figura 9.22 apresenta a aplicação do filtro da mediana para a restauração da imagem da calculadora 
corrompida por ruído, usada nas Figuras 9.17 e 9.18. 

Os operadores primitivos fs, e 091  sobre T(E), dados pelas seguintes ri — 1 operações 

-1-91 = 	V YB e G9) = V 95 11,  
ri 

são chamados, respectivamente, de n—gerador de aberturas e n—gerador de fechamentos de parâmetro 9a. 

A Figura 9.23 apresenta a aplicação da composição dos filtros ri—gerador de aberturas e ri—gerador de 
fechamentos para a restauração da imagem da calculadora corrompida por ruído, usada nas Figuras 9.17 
e 9.18. 
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Fig. 9.20 — Restauração por um filtro alternado sequencial fi—gama. 

ao menitSP 	•IA 44 41,  illi 
MIM 	. , ol 111* vb 4.« 14 

A -{1 I I 

NE MI MI MI 	O I O 	 lèlè 4,  'W 4.0 

x 1  — 
 

1  mlyunx» 1 	 1 --a— , , om—,----,— 

Fig. 9.21 — Restauração por um filtro 3—ti—gania 
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• •rtire 
5*55 [o,  

MB ME III II 	, o 

x 
w3,8 • 

to3294X)) 

Fig. 9.22 — Restauração por um filtro da mediana. 

Fig. 9.23 — Restauração por um filtro FI—GAMA. 
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Definição 9.8 (ri—operador canônico e ri—operador canônico dual) — Os operadores primitivos rp as  e 

sobre V(E), dados pelas seguintes ri — 1 operações 

= V Ae u) = V II A 	.4,93 	 r -  A E,  
i 	1, ..., 	I  

são chamados, respectivamente, de n—operador canônico e ri—operador canônico dual de parâmetras 
e 93. 	 O 

As Figuras 9.24 e 9.25 apresentam a aplicação do operador ri—canônico. rspectivamente, para a ex-

tração dos pontos extremos da imagem de um circuito eletrônico e para a extração dos pontos triplos de 

um mapa da América do Sul. Em ambos os casos, as sequências Á e foram geradas a partir de rotações 
sucessivas, de 45 graus cada uma, de um dado padrão primitivo [A,RI. 

Fig. 9.24 — Identificação de pontos extremos. 

Definição 9.9 (ri—afinamento e n—espessamento) — Sejam À, e 93 duas sequências finitas de n subconjun- 

tos em E, respectivamente, com elementos A i el3;  tais que A ;  C R. Os operadores a1a  er'jto  sobre 

T(E), dados pelas seguintes ri — 1 composições 

a r.:4,55 = 	-.• 0A.4. e  Cu) = rA,B, 	TA—By 

são chamados, respectivamente, de n—afinamento e n—espessamento de parametros Á e S. 

É importante observar que, se cada um dos afinamentos ou espessamentos de uma sequência, respecii-

vamente, de afinamentos ou espessamentos não alterar a homotopia da imagem que recebeu como entrada, 

então o n—afinamento ou o ri—espessamento produzirá transformações que conservam a homotopia das 

imagens. 
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Fig. 9.25 — Identificação de pontos triplos.. 

As Figuras 9.26e 9.27 ilustram a aplicação de operadores de n—afinamento. A primeira figura apresen-
ta afinamentos homotópicos, que desgastam os objetos paulatinamente a partir das bordas. A segunda figu-
ra mostra afinamentos não homotópicos, que têm o efeito de reduzir o comprimento de objetos finos, des-
gastando—as paulatinamente a partir das pontas. A Figura 9.28 ilustra a aplicação de um operador de 
n—espessamentahomotópico. Em todos esses exemplos, as sequências de elementos estruturantes.A e 95 
foram geradas por rotações sequenciais, de 45 cada uma, de um de um dado padrão primitivo [A,B]. 

Sejam À e SI duas sequëncias finitas de n subconjuntos em E, respectivamente, com elementos A ;  e 
B i  tais que A i  C B i . Os operadores ce:43y e s'it  s.  sobre T(E), dados pelas seguintes n — 1 composições 

, 	Y 

On 	= 	. a 	 = e a' Asy 	 A8Y 	4,gyy 	A,,B -- A„,8„,Y ,  

são chamados, respectivamente, de n—aftnamento condicional e n—espessamento condicional de parâme 
tros .A e 9i1, e dado a máscara Y. 

A Figura 9.29 ilustra a aplicação do n—espessamento condicional. Observe que os espessamentos con-
dicionais ficam restritos aos objetos da máscara. Nesse exemplo, as sequências Á e M foram construídas 
por rotações sucessivas, de 45 graus cada uma, de um dado padrão [A,BI. 

Exercício 92 (Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nível 2 na forma de work-
spaces do sistema KHOROS, usando os "glyohs" do módulo "tooLs", e dos níveis básico e 1 da "MMach 
toolbox", 
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Fig. 9.26 — Sequência de afinamentos homotópicos. 
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Fig. 9.27 — Sequência de afinamentos não homotópieos. 
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Fig. 9.28 — Sequência de espessamentos homodpices, 



n = 20 

n = 40 
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Fig. 9.29 — Sequência de espessamentos condicionais.. 
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9.3 Programas de nível 3 
Os programas do nível 3 são construídos usando um número "a priori" indefinido de vezes pelo menos 
um programa do nível básico. 

O operador primitivo fi a  sobre T(E), dado pela seguinte composição 

PB =(t A OBYBOR) V YfigSant 

é chamado de primitiva do filtro do centro. 

Definição 9.10 (filtro do centro) — O operador primitivo aB  sobre 5'(E), dado pela seguinte sucessão in-
finita de composições 

as = fiDea 

chamada de filtro do centro. 	 o 
A Figura 9.30 ilustra a aplicação do filtro do centro para a restauração da imagem da calculadora cor-

rompida por ruído. Esta imagem é a mesma usada em exemplos anteriores, 

Fig. 9.30 — Restauração por um filtro do centro. 

Outros exemplos de programas de nível 3 são as aberturas e fechamentos por reconstrução por um 
elemento estruturante dado um marcador (ver Seção 7.1). 

As Figuras 9.31, 9.32, 9.33 e 9.34 ilustram a aplicação da abertura por reconstrução. 

O marcador que aparece na Figura 9.31 é o primeiro ponto da imagem a partir da origem. A aplicação 
sucessiva do operador que extrai o primeiro ponto da imagem e da reconstrução por abertura, conforme 
apresentado no exemplo, permite extrair objeto a objeto da imagem.Este procedimento, chamado de rota-
/ação, é muito importante em análise de imagens, pois permite tratar individualmente cada objeto da ima-
gem. 
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I 1 
-{I 1 I 

I I I 

Fig. 9.31 — Rotulação. 

O marcador que aparece na Figura 9.32 é a moldura do retângulo E. A aplicação da abertura por re-
construção com esse marcador particular é muito importante em análise de imagens, pois permite identifi-
car os objetos da imagem que são parcialmente observados e, portanto, são afetados pelos operadores de 
uma forma difereciada dos demais objetos. 

O marcador que aparece na Figura 9.33 da abertura da imagem original. A abertura por reconstrução 
com esse marcador particular tem um efeito de eliminação de objetos pequenos, da mesma forma que a 
abertura morfológica, e não deformação dos objetos grandes, de forma distinta da abertura morfológica. 

A Figura 9.34 ilustra ouso da abertura por reconstrução para elimar os buracos dos objetos da imagem. 
É interessante observar, que o operador usado nesse exemplo é dual do operador que extrai os objetos par-
cialmente observados. 

Definição 9.11 (esqueleto por armamento e exoesqueleto por espessamento) — Sejam Á e 33 duas se- 
quências infinitas de elementos estruturantes primitivos, respectivamente, com elementos A, e B i  tais que 
A i  C B i. Os operadores /Ás  e T4 , sobre 5'(E), dados pela seguinte sucessão infinita de composições 

IAM = 	"" 	 e TA,91 = tAfi 	tA 0.13, -" 

são chamados, respectivamente, de esqueleto por afinamento e exoesqueleto por espessamento de 
parâmetros %/te SI. 

As sequenciasA ES que parametrizam o esqueleto por afinarnento e o exoesqueleto por espessamento, 
usualmente, são equivalentes as rotações sucessivas de um padrão. 
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R l 	= El 1E  1 I 
LI 1 1 

Fig. 9.32 — Eliminação dos objetos que tocam as bordas. 

A Figura 9.35 ilustra a aplicação do esqueleto por afinarnento. Observamos que os esqueletos em (a), 
(c) e (d) são homotôpicos, enquanto os esqueletos em (b) e (e) não são homoMpicos. Notamos também 
que o incremento de rotação (45-90) tem influência no fato do esqueleto ser homodpico ou não. Por 
exemplo, em (b), que é um esqueleto não homotópico, e em (c), que é um esqueleto homotópien, temos 
como parâmetro o mesmo padrão, porém um incremento de rotação diferente. 

A Figura 9.36 apresenta a aplicação de um esqueleto homotégico a imagem de um conjunto de letras 

A Figura 9.37 ilustra a aplicação do exoesqueleto por espessamento Observamos que nenhum desses 
exoesqueletos é homotópico, devido ao espessamento da moldura da imagem, ocorrido porque a erosão 
e a anti—dilatação usadas terem sido implementadas como transformações condicionahnente invariantes 
por translação. 

Em alguns casos, a composição de dois esqueletos pode levar a esqueletos com propriedades mais in-
teressantes. A Figura 9.38 apresenta a aplicação da composição de dois esqueletos por afinamento à ima-
gem das letras. 
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li !  
=[I I I 

I 1 

Fig. 9.33 — Filtragem de objetos pequenos. 

Uma outra composição de esqueletos interessante é um esgoelem homotopico, seguido de um esquele-
to que "come" as pontas soltas de imagens finas. Esta composição de esqueletos aparece, por exemplo, 
no operador conhecido como SKIZ, que cria uma partição do domínio de definição das imagens a partir 
de uma imagem de referência. Para cada componente conexa da imagem de referência, existirá um gomo 
correspondente da partição, que será chamado zona de influência da componente conexa. 

A Figura 9.39 ilustra a aplicação do SKIZ à imagem das células. A união com a moldura da imagem 
garante que as pontas do esqueleto que tocam a moldura não sejam eliminadas. 

Sejam A, B. C e D elementos esuutrantes primitivos. Sejam Á, SFS, e e 1,) sequências infinitas de ele-
mentos estruturantes primitivos, respectivamente, com elementos A i, B i, C, e 13,, tais que A i  = A i  , 

B i  B i, C;  = Ci, D = D i, A CE e CCD .0 operador IA .8 c p sobre T(E), dado pela seguinte 
sucessão infinita de composições 

(Cr4 1 ,13, A Q4 2.82  A 	"' (Cr  A„B, A CrA.13, A  Cr  C„1),) ••• 

é chamado esqueleto por afinamento filtrado de parâmetros Á, C e g). 

A Figura 9.40 apresenta uma aplicação do esqueleto por afinamento filtrado à imagem das letras. 
Comparando este resultado com os das Figuras 9.36 e 9.38, observamos que este esqueleto homotópicc 
é menos ruidoso do que os outros esqueletos homotópicos apresentados. De fato, Jang e Chin [JanChi 90] 
analisaram teoricamente o esqueleto por afinamento filtrado, com os parámetros fixados na Figura 9.40, 
e provaram que ele é sempre formado de turvas simples. 
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Fig. 9.34 - Fechamento de buracos. 

Definição 9.12 (esqueleto condicional por afinamento e exoesqueleto condicional por espessamen-
to) - Seja Y um elemento de 5: 5 (E), os operadores ,Emu, e 714,93,1, sobre 5)(E), dados pela seguinte 
susseção infinita de composições 

Idt,a),y 	CA,R,Y 	e TÁ,91,Y = VA,,B N Y 	TA„R,Y •••• 

são chamados, respectivamente, de esqueleto condicional (ou geodésico) por afinamento e exoesqueleto 
condicional (ou geodésico)por espessamento de par-arneiros .xt e 31, dado E 

Uma aplicação usual do exoesqueleto condicional porespessamento homofónico é para a segmentação 
de objetos superpostos, um problema típico em análise de imagens enológicas ou industriais. A Figura 
9.41 ilustra o efeito de separação de dois discos, 

A aplicação simples do operador acima pode distorcer consideravelmente a curva de separação dos 
objetos. Um artifício que pode-se empregar para suavizar este efeito é aplicar este exoesqueleto sucessiva-
mente ai-erosão da imagem original, com i tomando valores decrescentes de n até 1. A Figura 9,42 apre-
senta algumas iterações do espeçamento condicional suave. É interessante comparar os resultados das 
Figuras 9.41 e 9.42. 



(a) 
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Fig. 9.35 — Esqueletos por afinamento. 
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Fig. 9.36 — Esqueleto por afinamento. 

Definição 9.13 (erosão Ultima) — O operador primitivo pB  sobre 5(E), dado pela seguinte composição 

PB = V Fitt - 

é chamado de erosão última de parâmetro B. 	 o 
A Figura 9.43 apresenta a construção da erosão última. 

Definição 9.14 (bissetor condicional de orden n) — O operador primitivo /373  sobre 95 (E), dado pela se-
guinte composição 

é chamado bissetar condicional de orden n e de parâmetro B. 	 o 
A Figura 9.44 apresenta a construção do bissetor condicional. 

Definição 9.15 (esqueleto morfológico) — O operador primitivo aB  sobre 92'(E), dado pela seguinte com-
posição 

= V 4 vE4 

é chamado esqueleto »20tfológico de parâmetro B. 

A Figura 9.45 apresenta a construção do esqueleto morfológico. 

Os operadores de erosão última, bissetar condicional e esqueleto morfológico, em muitos casos, são 
empregados para produzir marcadores que identificam objetos superpostos. De fato, o bissetor condicio-
nal é um operador intermediário entre a erosão última e o esqueleto morfológico, dependendo da escolha 
do parâmetro n ele se aproxima mais de um ou de outro, Para n = 0, 0 bissetor condicional será o próprio 
esqueleto morfológica. Para valores de n acima de um certo valor mínimo, o bissetar condicional será a 
própria erosão última. 
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Fig. 9.37 — Exoesqueletos por espessamento. 
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Fig. 9.38 — Composição de esqueletos por afinamento. 

Exercício 93 (Caixa de Ferramentas da MM) —Implemente os programas do nível 3 na forma de work-
spaces do sistemaICHOROS, usando os "glyohs" do módulo "tools" e dos níveis básico. I e 2 da "MMach 
toolbox". 
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Fig. 9.42 — Espessamento condicional suave. 
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Apêndice A 

Caixa de ferramentas MMach 

Sob um ponto de vista prático, os operadores da MorfologiaMatemática são Ferramentas para extrair infor-
mações de imagens. 

Usualmente, um objetivo é quebrado em subobjetivos, que são atingidos por operadores. A compo-
sição correta de operadores produzo operador que atinge o objetivo desejado. Por exemplo, a fim de redu-
zir o efeito de listras em imagens do satélite SEOT, Banca e Barrem localizaram os pixels que representa-
vam as listras e, então. interpolaram novos valores apenas para estes pixels [BanBar89]. Da mesma forma, 
afim de segmentar imagens microscópicas de células. Barrera conseguiu um marcador para cada célula 
e regiões contendo grupos de células, atues de chegar a segmentação da imagem RIarrer9 Il. 

Assim, um bom sistema para aplicações daMorfologia Matemática deve ter duas características princi-
pais: algoritmos rápidos para os operadores elementares e uma interface adequada para a prototipagem 
de novos operadores. 

O sistema Kl-SOROS é um ambiente portável para Análise de Imagens que tem se tornado muito popu-
lar. Ele roda sobre padrões existentes, tem uma linguagem de programação visual para interface com o 
usuário, e fornece ferramentas para a implementação e instalação de novos programas. Uns conjunta de 
novos programas pode ser organizado como um subsistema, chamado "toolbox" ou caixa de ferramentas. 

Uma vez que o conjunto original de operadores morfológicos disponíveis no KHOROS não era satis-
fatório, decidimos implementar uma "toolbox" dedicada a Análise de Imagens por Morfologia Matemáti-
ca (BaBaLo941, 

Todos os exemplos de transformação de imagens reais apresentados neste livro foram gerados usando 
os recursos do KHOROS e da caixa de ferramentas MMach. 

A.1 Sistema !CHOROS 

KHOROS [RaArSa901 é um ambiente projetado para a pesquisa em Analise de Imagens. Ele foi criado 
no "Department of Eletrical and Computer Engineering" da "University of New Mexico", Albuquerque, 
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USA. e tomou—se muito popular. De acordo com uma estatística recente do grupo do KHOROS, ele tem 
cerca de 10.000 usuários ao redor do mundo, que recebem suporte e trocam informação por uma lista 
eletrônica muito ativa. 

Uma vez que a Análise de Imagens abrange um amplo espectro de aplicações, ele foi projetado a partir 
de uma ampla perspectiva. Por exemplo, ele inclui mec anismos para computação distribuída, visualização 
interativa de muitos tipos de dados, e interfaces de usuários adequadas. 

Uma das características mais poderosas do KHOROS da CANTATA, a sua interface de alto nível de 
abstração, CANTATA é umalinguagem gráfica baseada em fluxo de dados que provê uni ambiente de pro-
gramação visual para o sistema. Fluxo de dados é uma abordagem na qual o programa é descrito como 
um grafo orientado, onde cada nó representa uma operação (ou função) e cada arco orientado representa 
um caminho sobre o qual os dados fluem. Um programa da CANTATA é também chamado um "work-
s-pace'. A Figura 8.15 é um exemplo de um workspace. 

KHOROS foi projetado para ser portátil e extensível. Ele roda sobre padrões existentes (X Windows 
e UNIX), incorpora ferramentas para desenvolvimento de software e manutenção (uma especificação de 
interface de usuário de alto nível e um conjunto de geradores de código), um formato flexivel de represen-
tação de dados, ferramentas para exportar e importar formatos de dados padrões, e uma biblioteca de algo-
ritmos. 

Existem dois tipos de programas no sistema KHOROS: as vrotinas e as svrotinas . A principal carac-
terística das xvrotinas é que elas tem as suas próprias interfaces gráficas, enquanto as vrotinas Mão têm. 

Os programas dos usuários (vrotinas e xvrotinas) podem ser organizados como subsistemas indepen-
dentes, chamados tootboxes, que podem ser facilmente integrados ao sistema. Usualmente, uma "toolbox" 
de um usuário é depositada em uma área publica de um computador da 'University of New Mexico" e pode 
ser acessada pela comunidade de usuários do KHOROS, via ftp anônimo. 

A.2 Arquitetura da caixa de ferramentas MMach 

Implementamos a Caixa de Ferramentas de Morfologia Matemática para imagens binárias e em níveis de 
cinza como uma "toolbox" do sistema KHOROS, onde cada família de operadores morfológicos é apre-
sentada como um submenu do menu principal da "toolbox". 

Seguindo a teoria da Morfologia Matemática, todos os operadores são construidos pela composição 
dos operedores elementares e operações sobre reticulados completis. 

As dilatações e erosões são ainda decompostas respectivamente, em termos de dilatações e erosões 

Como os operadores elementares para imagens binárias têm propriedades adicionais do que os corre-
spondentes operadores para imagens em níveis de cinza, algoritmos diferentes foram escolhidos para cada 
caso. 

A fim de simplificar o seu uso, o sistema foi projetado para ser orientado pelo tipo do dado (imagem 
em níveis de cinza ou binária), isto é, ele escolhe automaticamente o algoritmo mais eficiente para o dado 
de entrada corrente. 

Todos os programas principais implementados são vrotinas do KHOROS. Operadores complexos po-
dem ser construídas como programas na liguagem CANTATA ou C., que usam, respectivamente, vrotinas 
ou subrotinas das primitivas disponíveis. 
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A3 Conteúdo da caixa de ferramentas MMach 

Esta "toolbox" composta por cinco grupos de programas: operadores e operações do nível básico; 
operadores do primeira, segundo e terceiro níveis; outras ferramentas (Tabela A.1). 

Tabela A.1 - CONTEÚDO DA CAIXA DE FERRAMENTAS MMACH. 

Nome inglês 	I 	Rouline 	j Definição 

Basic image operatioos rad transtonnations 
infimum via! 2.3 

suprimam vsup 2.2 
inversion mos 2.4 

subtracuon vsubm 2.5 
threshold vtlueshad 

toggic vtaggle 
_ 

dilatton vdil 4.11 
erosiva vero i  4.11 

First levet unge transfonnations 
anti-ddation vali] 7,16 

anti-crosion vaero 7.16 
gradual vgradm 9.1 

cond. (Manco vedei 29 
conderosion regro 7.9 

Opening impou 6.7 
closing velose 6.7 

siJp-.generatiiig vsupgcn 7.17 
inf-genetatIng vinfgcn 7.17 

thinning saltai 9.2 
thickuittg vthick 92 

cond. ananins smtán 9.3 
cond. thickning vethick 9.3 

Second levei muge isansfommtMns 

n-thlauon iindil 9.4 
,a-erosion Vile70 	• 9,4 

Nome inglês Bonfim Definição 
a-comi dilation vocdil 7.10 
ri-cond. erosion micro 7.10 

n-opening vnopcu 95 

n-elusing melosa 95 
n-open/close - 	vnoelilt 9.6 
n-ciuse/open vneofilt 9.6 
a-op./a/op. vnoeofilt 9.7 
ri-cl./opicl. meottallt 9.7 
ri-thinning vothin 9.9 

n-thielcening volluck 9.9 
n-canomeal vneanon 

_ 
9.8 

re-can, dual vicanolid 
- 

9.8 
center primitive vccnterp 

Tlurd levei image iransformaucras 

opera. hy rec. vopenrce 7.11 

elos. byree. vciusrec 7.11 

center tater vierdes 9.10 
skel , by thin yskelthin - 	9.11 

exoskel, by duck. vskelthick 9.11 

cond, skcl hy that. vrckelgiin 9.12 

cond. exoskel.by  thick. veskettluck 9.12 

morph. skel. vate( 9.15 

last crosion vlaratto 9.13 
cond. bisemos virasses , 	9.14 

As outras ferramentas são: uma interface para a definição de elementos estruturantes, rotação de ele-
mentos estruturantes, comparação entre duas imagens, desenho das fronteiras das imagens (linhas e colu-
nas extremas). 

Os subconjuntos que são parâmetros dos operadores morfológicos implementados são elementos es-
truturantes primitivos. 
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Para cada programa da "toolbox", existe um "help" ativo associado, que descreve o operador e sugere 
um conjunto de pararnetros bem conhecidos que levam a extração de informações interessantes de ima-
gens. 

£4 Avaliação de desempenho dos algoritmos 

Os operadores primitivos de dilatação e erosão foram implementados para o caso de imagens em níveis 
de cinza e para o caso de imagens binárias, respectivamente, por algoritmos que examinam a vizinhança 
local e por algoritmos baseados em translações de imagens compactadas em palavras de 32 bits. 

A Tabela A.2 mostra a avaliação de algumas dilatações e erosões, no caso de imagens em níveis de 
cinza e binárias. 

O tempo gasto por cada operador, dado em mihsegundos (ms), foi calculado a partir do tempo gasto 
por uma sequência de mil chamadas do operador. A máquina usada foi uma SUN SPARCstation-2 e os 
dados de entrada foram 256x256x1 (imagem binaria) e 256x256x8 (imagem em níveis de cinza). 

O ganho por executar uma dilatação ou erosão por um algoritino dedicado é aproximadamente entre 
10 e 12 vezes. 

O desempenho eleaWs algoritmos são equivalentes a aqueles dos algoritmos rodando em hardwareses-
pecializadas construídos com a tecnologia de 1986, isto é, 6ms e 70ms, respectivamente, para imagens 
binárias e em níveis de cinza 93ilode86). 

Tabela A.2 — DESENPENHO DAS DILATAÇÕES E EROSÕES. 

Elemento estrunn 
cante 

Image binaria 
(ias) 

Inna,gem eia níveis 
de cinza (1113) 

Ganho 

6.0 693 11.6 

to o 
OU 

6.0 62.5 10.4 

ata 
Ou 4.5 44.7 9.9 
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