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Apresentacio

A Escola de Computagio é um dos mais tradicionais, sérios e densos
eventos cientificos da area de informética no Brasil. Iniciada em 1979, a
Escola &€ um foco de atualizagdo e articulagdo de pesquisadores e
estudantes de Ciéncia da Computagdo: através de um nimero de cursos
bisicos e avancados sobre o estado da arte em diversas linhas de pesquisa,
prové um ambiente Gnico para troca de experi@ncias ¢ atualizacao cientifica
e profissional. :

Nesta IX Escola, como nas anteriores, estio sendo gerados e impressos um
nGmero de livros-texto em portugués, ampliando assimi a literatura nacional
na érea; muitos dos livros de Escolas anteriores - e certamente desta - se
tornaram textos largamente usados em cursos nacionais de graduagio e
pos-graduagio.

Além dos 8 cursos nacionais, outros 12 cursos internacionais sdo parte da IX
Escola; todos estio sendo ministrados pelos mais renomados profissionais da
area no pals e no exterior.

A IX Escola também compreende a ExpoComp, uma e icdo de
prototipos acad@micos, a Escolinha de Computagio, uma série de cursos de
infermagdo e motivagio para estudantes do segundo grau maior e o
WolLIC, o Workshop on Logic, Language, Information and Computation.

Este livro é parte de uma coleg3o de oito valumes especialmente preparados
para a IX Escola de Computagio, promovida pelo Departamento de
Informética da Universidade Federal de Pernambuco e realizada em
Recife-PE, de 24 a 31 de julho de 1994,

O tditor
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Prefacio

A Morfologia Matemdtica foi criada em meados da década de sessenta, pelo grupo liderado por Georges
Matheron e Jean Serra, da Ecole Supérieure des Mines de Paris, em Fontainebleau. Até o final dos anos
setenta, seu grande potencial para a Anflise de Imagens tinha sido reconhecido e bastante wtilizado na
Europa, principalmente nas dreas envolvendo Microscopia. A partic dos anos vitenta, a Morfologia
Matemdtica comegou também a ser difundida nos Estados Unidos ¢ hoje & um fértil campo de pesquisas,
@mnio tefricas como priticas, senda vigorosamente explorado em todo o mundo.

Mo INPE, a Morfologia Matemdtica comegou a ser esiudada por volta de 1984, com a chegada deum
engenheiro que participava de wm programa de cooperagio técnica com a Franca, Christian Guichou, Em
1986, foi desenvolvido na Divisiio de Processamento de Imagens do INPE um software de Andlise de Ima-
gens baseado na Morfelogia Matemdtica e denominado ANIMA, por vinios membros daquela Divisao.
Embora esse software fosse relativamente simples, oferscendo apenas algumas operagdes em imagens
bindrias, j4 era possivel obter resultados interessantes, como dete¢ao de bordas, contagem de particuias,
etc. No ano seguinte, um dos autores deste livro, Junior Barrera, completou com brilha swa dissertagao de
mestrado na drea. Os estudos prosseguiram, com o ouwtro autor do livee, Dr. Gerald 1. F. Banon, liderando
uma série de semindrios sobre o3 trabalhos de Petros Maragos. Além de alguns resultados aplicados,
envolvendo a eliminagio de listras em imagens do satélite Spot, ou a avaliagio do desempenho de dete-
tores morfol6gicas de bordas que haviam sido propostos por Robert M. Haralick, importantes resultados
tedricos foram obtidos pelos autores deste liveo, com a generaliza¢@o de decomposiges para operadoses
invariantes por translagiio (i.t.) e isotdnicos, para o caso de operadores it., mas nfo necessariamente
isotbnices e 4 extensio desses resultados originalmente formulados para subconjuntos, para o caso peral
de transformagies quaisquer entre dois reticulados completos,

O autor deste preficio teve, portanto, a oportunidade de ser testernunha do empenho ¢ da capacidade
demonstrados pelos Drs. Banon ¢ Barrera, que agora oferecem i comunidade académica a oportunidade
de, pela primeira vez, ter disponivel em lingua porteguesa um texto dedicado & Morfologia Matematica,

Sao José dos Campos, maio de 1994,
Nelson D. A. Mascarenhas.
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Capitulo 1

Introducio

A andlise de imagens por computador digital (ou, simplesments, andlise de imagens) € uma tecnologia
importants na scciedade modemna, pois auxilia o desenvolvimento de atividades humanas nas mais diver-
sas 4reas: medicina, odontologia, biclogia, geclogia, metereologia, astmonomia, engenharia de produgdo,
robética, fistca, quimica, macro—economia, direito, arquitetura, artes, arqueologia, ...

Um paciente com um tumor 0o cérebro necessita de uma cirurgia, A operagio € delicadae o neurocirur-
gido deve planeja-la cuidadosamente. Dentre as informagGes mais relevantes para descrever o quadro
estiio a localizagiio, o tamanho ¢ & forma do tumor. Para adquirir dados dessa natureza o cinurgido dispSe
da tomografia, um conjunto de imagens de fatias transversais do cérebro adquiridas por um dispositivo
eletrBnico. A andlise dessas imagens leva 3s informagdes desejadas, porém este procedimento normal-
mente envolve tarefas complexas; visualizagdo de objetos tridimensionais a partir de cortes, observagio
dos objetos sob pontos de vista diversos, diferenciagio de texturas similares, tomada de medidas geométri-
cas precisas, etc. Nesse caso, o papel da andlise de imagens ¢ exatamente fornecer fermmentas para sim-
plificar essas tarefas.

Um robd mavel desenvolve tarefas num universo histl. As svas cimeras acusam a presenga de um
ebsticulo em rota de coliséio e o computador de bordo corrige o seu curso. Para o seu deslocamento no
ambiente desconhecido, o robd faz uso de algoritmos antomdticos de andlise de imagens para a identifi-
cagio de alvos ¢ a inferéncia de posigio.

(s bancos de dados constituem um dos usos mais populares dos recursos da informdtica. Embora os
bancos de dados mais comuns (funciondrios de uma empresa, alunos de yma escola, etc.) armazenem ape-
nas informagdes descritas na forma de cadeta de caracteres, existem aplicagdes em gque € importante arma-
zenar imagens: a policia federal gostaria de dispor de um banco de fotos e impressdes digitais de criming-
08, 0 instituto de marcas e patentes pgostaria de dispor de um banco des logotipos das empresas
cadastradas, 0 museu do Louvre gostaria de dispor de um banco de svuas obras de artes, ete, Um dos proble-
mas chaves em banco de dados convencionais é a consulta e 0 mesmo vale para bancos de imagens. Dada
uma certa amostra de impressio digital, como verificar se ¢la pertence a um crimineso fichado? Dado um
certo logotipo proposto para ser registrado, como verificar se ele € pldgio ou ndo? Dada uma certa obra
de arte, como identificar qual o seu estilo? As técnicas de andlise de imagens aparecem como ¢ caminho
natural para responder 2 €333s perguntas.

Em uma sociedade cada vez mais competitiva, o controle de qualidade de produtos industrializados
constitue uma das principais preccupagies dos engenheiros de produgio: as placas de circuitos impressos
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devem ter as suas trilhas perfeitas, us burras de ligas metélicas devem suportar cargas correspondentes As
suas especificages, as cintas de ago que robustessem 0s pneus devem estar distribufdas de forma regular
a0 longo da_superficie de borracha, us grios de arroz polidos ndo podem estar quebrados, as pegas de
cerimica niio podem estar lascadas, etc. Em todos os casos, o controle deve se processar de forma precisa,
sistemdtica, eficiente ¢ sem danificar o pmduto. A andlise de imagens atinge esses objetivos awavés de
algoritmos que identificam padrdes geemétricos que refletem qualidades dos produtos. Assim, as wrilhas
dos circuitos devem ser continuas ¢ disjuntas de trilhas vizinhas, a distribuiggo de grios em secgbes trans-
versais de ligas permite aferir a resisténcia do material, a distincia entre as cintas dos pneus deve ser
constante, os grios de arroz devermn ser ponteagudos e ter um comprimento minimo, as pecas de cerfimica
devem ser kHsas.

Antes do advento do uso de computadores para a edigao de textos, uma infinidade de documentos foi
produzido por magquinas de escrever. A necessidade de arquivar esses documentos em bancos de dados
oureproduzi-los, apds a modificagio de pequenos trechos, motiven o desenvolvimento de equipamentos
que adquirem esses documentos naforma de imagens digitais e os transformam em arquivos de characteres
compativeis com os editores de texto. A principal tarefa desses sistemas deandlise de imagens especializa-
dos é recenhecer 0s caractercs ¢ palavras presentes nas imagens dos textos,

Estudos gealdgicos & sondagens locais em uma regifio apontam a existéncia de petrdleo. Antes de to-
mar a decisiio de investir recursos para a extragdo do dleo, o respunsdvel pela empresa petrolifera necessita
de maiores informagdes sobre a viabilidade econdimica da operagfio. Uma das informagSes mais relevantes
para caracterizar o quadro € a permeabilidade da rocha, isto &, a dificuldade que o §leo teria para escoar
através da rede de canais intemos & rocha. Para isso, € precisso estudar a geometria da rede de canais. Por
exempla, se existirem muitos canais estreitos a energia necessaria para retirar 0 leo tende a ser grande.
Usualmente, extraisse uma amostra cilindrica da rocha e corta—se essa amostra em fatias trangversais. Cada
futin corresponderd a urna imagem. A partir desse conjunto de imagens, reconstroisse a estrutura tridimen-
sional dos canais. Os problemas envolvidos nesse procedimento sio similares aos que aparecem na andlise
de tomografias.

O volume da safra agricola é um parimetro macro—econdmico muito importante, cantuda, em paises
de dimensdo continental, como o Brasil e ¢ Canadd, a sua estimagio € uma tarefa complexa. (b caminho
usualmente adotade para atacar o problema € a andlise de imagens de sensoriamento remato. Cada cultura
tem urma resposta caracteristica, quando observada pelos sensores dos satélites: a “assinatura espectral”,
Us procedimentos de andlise de imagens devem identificar as regities onde ocorrem culturas com a mesma
ussinatura espectral. Procedimentos andlogos podem ser adotados para identificar e classificar outras for-
mas de ocupagio do solo, camo, porexemplo, o nivel & a arigem de desmatamentos em grandes florestas,

E 0 mimero deexemplos de aplicagles ndo para por aqui. Poderiamas falar do controle de trifico urba-
no, da previsio de tempo, da andlise de campos de temparatura, da classificagio de cromossomos ou de
galdxias, da andlise do adensamento de células com aberragdes genéticas, ete. De futo, parece que a cada
diaque passa surgem novos horizontes para aplicagdes dessa tecnologia emergente, que € tema de pesqui-
sas contfnuas em universidades e centros de pesquisa de todo o munde.

Apesar da incrivel diversidade de objetivos, todos esses problemas t€m uma caracteristica comum: a
necessidade de extrair informagdes a partir de imagens.

A nogio intuitiva de imagem encerra um conjunto de informagdes: sugesties, significados, ambigui-
dades. etc. Normalmente, dependendo do contexto envolvido, essas informagGes 3m caracteristicas com-
pletamenee diferenciadas: um bidlogo examinando através de um microscdipio as caracterfsticas dos cro-
maossomos de omacélula é capaz de responder algumas perguntas relativas a herenga genética do individuo
doyual a célula foi extralda, um gedlogo examinando feigdes lineares em fotos dreas & capaz de responder
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perguntas relativas a caracter{sticas geoldgicas da regiic. Embora as imagens microscdpicas de cromosso-
mos e as imagens dreas de feigOes gealdgicas fornegam informagfes absolutamente nfo correlacionadas,
asduasimagens podem ter caracteriscas geométricas e espectrais similares, porexemplo, um cromossomo
observado individualmente poderia ser confundido com um pequeno rio ou com um trecho de estrada. A
andlise de imagens explora exatamente as caracterfsticas geométricas e espectrais comuns a qualgquer ima-
gem, de forma que um dnico cenjunto de técnicas € aplicdvel a0s mais diversos contextos.

As pesquisas em andlise de imagens intciaram—se noinicio da década de sessenta, como parte das ativi-
dades do programa espacial americano, conduzido pela NASA. O objetivo original era melhorar a guali-
dade das imagens captadas pelas sondas espaciais. Com o passar dos anos a tecnologia desenvolvida foi
reaproveitada em outros campos € apareceram novos problemas, que motivaram novas descobertas. His-
toricaments, a drea sofreu grande influéneia das universidades americanas e caracterizou~se pelo uso de
técnicas digitais de diversas naturezas: filtragem linear, reconhecimento estatistico de padrdes, gramdti-
cas formais, redes newrais, inteligéncia artificial, ctc.

Por voltado ano de 1964, naEcole Nationale Supérieurs des Mines de Paris, em Fontainebleau, George
Matheron ¢ Jean Serra decidirmm experimentar uma sbordagem singular para resolver problemas de
analise de imagens: extrair informagdo de imagens a partir de transformagées de formas, realizadas atra-
vés de dois operadores ou transformagfes elementares, que eles denominaram dilatagdoe e erosio.

A dilatagiio ¢ a eroso foram criadas a partir das noghes de sema e subtragéo de Minkowski, introduzi-
das, respectivamente, por Minkowski [Minkow(3] e Hadwiger [Hudwig50, Hadwig57]. As transfor-
magbes produzidas nas imagens bindrias (i.e. cujos pixels podem tomar apenas os valores 0 ou 1) pelas
dilatagdes e crosdes dependem de padries predefinidos, chamados elementos estruturantes, que as scn-
dam localmente, Na dilatagio, verifica—se quando o0 elemento estruturante toca o objeto (i.e., os pixels du
imagem bindria que t8m o valor 1) e na erosdo, quando ele estd contido.

Fazendo a analogia com um jogo de armar, as operdores seriam os objetos criados, enquanto as dila-
tagdes e as erpsdes seriam as pegas a ssrem encaixadas. Assim como no jogo de armar as pegas siio usadas
para construir médulos e os médulos sdointegrados paraformar objetos, na estratégia de Matheron e Serra,
as dilatagGes e us erosdes sio usadas para criar operadores simples ¢ estes s3o compostos para produzir
operadores mais complexos. De fato, este mecanismo levou a resultados muyito interessantes: os diversos
esqueletos, a descrigio de formas por granulametria, os filtros morfoldgicos, a extracdo de contornos, o
preenchimento de buracos, etc.

Entre 1964 ¢ 1968, Matheron e Serra, com a ajuda do engenheiro Jean Claude Klein, transformaram
a sva idéia em tecnologia, construindo o primeiro analisador morfolégico de imagens: o “Texture Ana-
iyser”, um computador com hardware especializado para realizar, com eficiéncia, dilatagoes, erosdes e
operagdes I6gicas entre imagens bindrias. Com esse instrumente mwuitos problemas préiticos de andlise de
imagensforam resolvidos, o que motivou a svaindustrializagio e provocou um grande impulsc das pesqui-
sas em uma nova disciplina: a Morfologia Matemdtica (MM).

O nome Morfologia Matemdtica, hoje em dia consagrado, apareceu na época ng priprio campus de
Fontaingbleau. A palavra morfelogia vem do grego e significa estudo (Le. logia) das formas (i.e. mor-
phos). Consistente com o significado literal, o propdsito criginal era analisar estruturas geométricas, em
imagens microcSpicas de amostras de rochas ou metais, e relacionar os resultados com propriedades fisi-
cas dos materiais. ’

Ainda na década de sessenta, Serra e Matheron fundaram o Centre de Morphologie Mathématique de
’Ecole National Supérieur des Mines de Paris. Os principais resultados obtidos nesse centro ac longo de
wés décadas de pesquisa foram organizados em trés livros: Random Sets and Integral Geomeiry
[Mather?51, Image Analysis and Mathematical Morphology [SerraB2) e Image Analysis and Mathemati-
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cal Morphology, part I [Serra88]. Esses trés liveos, hoje clissicos da drea, estabeleceram as bases da teorda
¢ indicaram como ela pode ser aplicada s problemas reais de andlise de imagens.

As bases tedricas da MM para subconjuntos foram formalizadas pelos pedprios Serra e Matheron nos
primeiros anos de pesquisa. Estudando as dilatagdes e erosGies, eles descobriram uma colegio de proprie-
dades interessantes e chegaram a um resultado instigante: gualguer operador invarianze por rransiagéo
(£.4) e isoténivo ou crescente (1.2., que preserva a relagdo de inclusfio} pode ser decomposta comn um su-
premo de erosées ou infime de dilaragdes. Em outros termos. as dilatagdes ¢ erosfies sio os elementos fun-
damentais para construir vma ampla classe de operadores. Este resultado tedrice vinha a corraborar com
i rigqueza dos resultados préticos obtidos pelo “Texture Analyser™.

Posteriormente, as idéias estabelecidas para operaderes sobre subconjuntos foram estendidas para
operadares sobre fungdes {i.e. imagens em niveis de cinza). A ligagoe entre os conceitos aplicados a sub-
conjuntos ¢ 0s conceitos aplicadas a fungties estabeleceu-se pela nogio de sombra de wna fungdo (ie.
lugar geométrico des pontos sittades abaixo do grafico da funcio). As erosdes e as dilatagdes aplicadas
a uma fungdo ¥m uma relagde um para um com erosdes e dilatagdes aplicadas i sombra desta mesma
fungio. Dadas as definigiies de erosdo e dilatagio entre fungdes, pode—se construir uma sénis de operadores
anilogos aos conhecidos para subconjuntos.

Os operadores clissicos aplicades a fungdes reais sdo os operadores lineares i.t.. Estes operadores t8m
certits caracteristicas singulares: existe uma relagio um para um entre o conjuato dos operadores lineares
i1 e o conjunto das fungdes reais, isto €, acada operador linear podemos associar vma Gnica fungdo real,
chamada de fingde de cspathamento puntual. e a cada fungiu real podemos assaciar um Gnico operador
linear; o transformado de wma fungio real por vm eperador linear é o produto de convelucdo desta fungio
pela fungio de espalhamento puntual do operader.

As dilatagbes e crosdes k.t aphicadas a subconjuntos (8m certas caracteristicas semelhantes acs opera-
dores lineares: existe uma relagdo um para um entre o conjunto das dilatagtes (resp. erosies) e o conjunto
dos subconjuntos, isto €, a cada dilatagio (resp, crosiio) podemos associar um dnico subconjunto, chamado
da elementn estruturante, & a cada subeonjunto pademos assoctar uma tnica dilatagGo (resp. erosio); o
transtormado de um subconjente por uma dilatagio {resp. erosdo) € u soma (resp. diferengal de Minkowski
deste subconjunte pelo elemento estruturante da dilatagio (resp. erosio).

Algumas contribuigtes i teoria da MM para funghes foram feitas por Sternberg, que também criou,
Jjuntamente com os seus coluboradores do Environment Research Institute of Michigan, um sistema para
a undlise de imagens biomédicas: o " Cyvtacomputer”.

A partir da década de oitenta, Matheron e Serra perceberam que os resuitadas obtidos para conjuntos
e tunghes unham essenciaimente um fator comum: dependiam de vma relagio de ordem, a inclusdo. no
ciso de subconjunios, e a relagio de ordem herdada da relagdo de ordem entre ndmeros inteiros, no caso
de fungoes. Este fato motivow a generahzugdo da teoria para o deminio dos reticulados completos: conjun-
tosequipados com uma relag e de ordem e tais que o supremao e o fnfimo de qualquer subconjunto existem.

A partir dessa formulagiio mais abstrata, as definigOes e propriedudes da MM para subcanjuntos e
fungies podiam ser vistas como casos particulares de uma teoria geral. A formulagio da MM sabre reticu-
lados completos permitiu também reinteeprerar resultados clissicos e vislumbrar novos horizontes: as li-
nuarizagdes de imagens em nivels de cinza, as funpdes distincias ¢ a amostragem podermn ser vistss como
erpsacs ou dilatagies, ete.

Ajdéinde decomposigio de operadores i.t. ¢ isotdnicos em termos de erostes ou dilatagées fol retoma-
du por Maragos e por Dougherty ¢ Giardina, que, independentemente, concluiram que existia um conjunto
minme de erosies ou dilatagbes suficients para representar os operadores dessa classe,
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Os resultados sobre a decomposigao de operadores i.t. e isotdnicos foram generalizados por Banon e
Barrera para o caso de operadores i.t. n8o necessariamente isotdnicos. Esta extensdo foi possivel com a
introdugfio de mais duas classes de operaderes elementares: as anti—dilatagdes e as anti—erosdes.

A partir dessas decomposigdes, Doughety desenvolven a técnica de projeto de filtros morfoldgicos dti-
mos. A idéia original de Dougherty foi aplicar a teoria de estimagdo cldssica para estimar a base de um
operador que € dtimo segundo vm certo critério, por exemplo, 0 minimo erro absoluto ou 0 minimo erro
quadritico. Como qualquer operador i.L. tem uma base correspondente, o universo de busca € a prépria
classe dos operadores i.t.. Esta formulagfio é o primeira resultado conhecido que permite o projeto de fil-
tros morfolégicos.

Banon and Barrera ainda extenderam o seu resultado original sobre subconjuntos para o caso geral de
operadores quaisquer entre dois reticulados completos. Este resultado € ainda mais instiante, pois garante
que a MM € capaz de representar qualquer tranformagio entre reticulados completos. Em particular, a teo-
ria de circuitos de chaveamento,classicamente empregada para ¢ projeto de arquiteturas de compuotadores,
pode ser vista como uma caso particular da representagio de tranformagdes entre reticulados completos
pela MM.

Outros resultados relevantes no dominio dos reticulados completos sfio a teoria dos filtros morfoldgi-
cos, devida a [SerraB8], & a motfologia sobre grufos, devida a Vincent. Na sua teoria dos filtros morfol6gi-
cos, Sena estudou detalhadamente a classe dos operadores isotbnicos & idempotentes (i.e., invariantes a
autocomposigio). Vincent, propos a genralizagio de uma colegiio de algoritmos clissicos para o dominie
dos grafos de vizinhanga (i.e., grafos construidos a partir da relagio de vizinhanga entre objetos).

Em resumo, sob um ponto de vista tedrico, a MM estuda decomposigbes de operadores (i.c. mapea-
mentos ou transformagdes) entre reticulados completos em termos de quatro classes de operadores ele-
mentares: dilatapbes, erosdes, anti-dilatagdes € anti—erosies. Esta teoria é suportada por varios resultados
tedricos, que caracterizarn propriedades importantes de virias classes de operadores entre reticulados
completos, como os filiros morfoldgicos, os esqueletos, as granulometrias, etc. Sob um ponto de vista
pritico, esta técnica tem aplicagbes em virios Problemas de Andlise de Imagens (e.p. restauragdo, seg-
mentagdo, medidas, descrig@o simbdlica, etc.), assim constituindo—se em uma abordagem unificada para
o0s Problemas de An4lise de Imagens. Este fato, £ uma caracteristica singular da MM, pois classicamente
cada tipo de problema em Anélise de Imagens € reselvido por um conjunto de técnicas que ndo sdo Oieis
para outros tipos de problemas,

O estudo da MM ficou restrito ao grupo da Bcole des Mines de Parispor vdrios anos, antes de encontrar
outros adaptos na Europa e Estados Unidos. Um fato que evidenciou o crescimento do interesse da
comunidade cientifica internacional pela MM fod a publicagio de ndmeros especiais sobre o tema nas re-
vistas Conmputer Vision, Graphics and Imuge Frocessing e Signal Processing, respectivamente, em 1986
€ 1989,

Hoje, aMM ¢ uma matéria intensivamente pesquisada em Universidades e Centros de Pesquisa de todo
o mundo, contando com dois congressos internacionais especificos sobre o tema, vérios livros publicados
e em preparagio, além de uma extensa colegio de artigos nos periddicos mais importantes das dreas de
Andlise de imagens e Matemdtica.

Este livro £ umna introdugio A MM para subconjuntos ¢ suas aplicagtes em Andlise de Imagens Bindrias
Bidimensionais. Assoctado ao livro oferecemos um software para andlise morfoldgica de imagens: a caixd
de ferramentas MMach. Este software roda sobre a plataforma KHOROS, que € um ambiente para Andlise
de Imagens que tornou-se muito popular. No apéndice A apresentamoas uma breve descrighio da caixa de
ferramentas MMach.
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No Capitvlo 2 £ introduzida a nogio de imagem bindria, assim como, as duas estruturas matem éticas
apropriadas para descrevé-las: a algebra de Boole ¢ o reticulado completo. As imagens bindrias sio
representadas equivalentemente por subconjuntos ou fungies bindrias, Para falar dessa cquivaléncia apre-
sentamos também anogio de isomorfismo. As nogdes de reticulado completo e isomorfismo serdo retoma-
das em outros capitulos para descreverem outros objetos de interesse.

No Capitulo 3, introdnzimos 2 definigio axiomética dos operadores elementares da MM, assim como,
a representacio construiva da dilatago. Na ditima parte deste capitulo, apresentamos formas de
construgdo de um operador a partir de outros ¢ estudamos as propriedades que sdo preservadas nestas
construgdes. Mostramos também que as classes dos operadores elementares formam reticulados comple-
tos.

No Capftulo 4, estruturamos o dominio dos operadores como um grupo Abeliano. Essa estrutura per-
mite definir a operagio de translagdo e, consequentements, aclasse dos operadores invariantes por trans-
lagdo (it). Introduzimos também as nogdes de adigdo e subtragio de Minkowski e verificamos que os
operadores elementares it podem ser descritos explicitamente em termos dessas operagfes. Paraaprovei-
tar as propriedades interessantes dos operadoresit, e evitar os efeitos de borda indesejdveis que eles podein
apresentar em certas condigBes priticas, definimos ainda a classe dos operadores condicionalmente in-
variantes por transtagdo.

Nao Capitulo 5 voltamos a estudar os operadores elementares definidos no Capitulo 3 em toda a suz
generalidade. Dentro desse contexto introduzimos a nogio de dualidade entre dilatagGes e erosfes como
uma correspondéncia um para um entre o conjunto das dilatagGes e o conjunto das erosfes. Exemplifica-
mos este conceito apresentando duas das mais importantes dualidades conhecidas: aquela baseada na es-
trutura de reticulado completo & zquela baseada na estrutura de reticulado completo Booleano, A partir
da primeira, deduzimos tamb&m uma caracterizagio paraas erosdes a partir da caracterizagio para as dila-
tagiies apresentada no Capimlo 3.

No Capitulo 6 introduzimos duas novas classes de operadores: as aberturas ¢ 05 fechamentos, que ocu-
pam um papel fundamental na drea dos filtros merfoldgicos. Primeiramente, apresentamos as nogles de
aberturas e fechamentos algébricos. Em seguida, apresentamos 0s casas particulares das aberturas e dos
Fechamentos morfoldgicos. Finalmente, estudamos as aberturas ¢ fechamentos i.t. € apresentamos o teore-
ma de Matheron para as aberturas e fechamentos, que estabelece uma forma construtiva para a represen-
tagAo de aberturas e fechamentos algébricos, respectivamente, em termos de aberturus & fechamentos mot-
folbgicos.

No Capitulo T apresentamos a teoria da Topologia Digital, que estuda a aplicagio das nogdes definidas
em Topologia sobre imagens bindrias. A partir da nogio de espago morfoldgice, que se apresenta como
uma simplificagio da nogdo de espago topoldgico, introduzimos alguns conceitos basicos de Topologia
Digital, tais como conexidade, ponto isolade, bordas, drvores de adfacéncia, komotopia, etc.

No Capftulo 8 mostramos que a MM pode ser entendida como uma linguagem formal para a descrigio
de operadores: a Linguagem Motfoldgica, A partir da camacterizagao da MM como uma linguagem formal
conceituamos uma Mdguing Morfoldgice como umaimplementagio particular da Linguagem MorfolSgi-
ca. Assim, um programa em wma Mdguina Morfoldgica corresponderd a uma frase da Linguagem Mor-
folégica. Finalmente, discutimos a arquitstura de uma Méaquina Morfoldgica tipica.

No capftulo 9 apresentamos um conjunte de programas para Mégquinas MorfolGgicas (i.e., operadores
da MM) que t&m sido vsados intensivamente para solucionar problemas de Andlise de imagens: a Caixa
de Ferramentas da Morfologia Matemdtice. Esses programas 2o organizados hierarquicamente confor-
me 0 niimero de chamadas que fazem a programas que representam operadores elementares, Uma colegdo
de exemplos de aplicago ilustram o efeito dessas ferramentas 2 imagens reais.



Capitulo 2

Algebra e imagens bindrias

Em Andlise de Imagens, 0s objetos mais simples que manipulamos sio as imagens bindrias. Estas imagens
580 representadas matematicamente por subconjuntos ou, de maneira equivalente, por fungbes bindrias.
Nos seus primérdios, a Morfologia Matemdtica era usada para estudar o relacionamento entre os meios
porosos e sua permeabilidade [Mather67, SerraB2)]. Neste case, os objetos considerados eram os griios,
que eram representados matematicamente por subconjentos do espago Euclidiano de 2 ou 3 dimenstes.

Naste capitolo, apresentamos as duas estruturas matemd4ticas apropriadas para descrever as imagens
bindnas e suas operagtes: a dlgebra de Boole e o reticulado completo. Para falar da equivaléncia entre 03
subconjuntos e as fungdes bindrius, apresentamos também a nogio de isomorfismo.

As nogdes de reticulado completo e isomorfismo, apresentadas neste capitulo. serdo usadas também
para descrever outros conjuntos de interesse nas proximos capitulos.

2.1 Subconjuntos versus funcdes bindrias

Nesta se¢do, vamos mostrar a equivaléncia enire subconjuntos e fungtes bindrias,

Seja £ um conjunto ndo vazio. Um elemento genérico de £ € denctado x. Temos entic x € E. Um
subconjunto de E € denotade genericaments por X. A colegiio de todos os subconjuntos de £ ¢ denotada
P(E). Temas entda X € PE),

Definigiic 2.1 {fungfio bindria) — Uma fingdio bindria definida sobre E € um mapeamento de Eem {0, 1],
isto &, para cadn elemento de E a tuncio bindria toma um #nico valor 0 ou 1. O

Uma fungfo bindria definida em E € denatada genericamente por
fr E —={0.1}.

O conjunte de tedas as fungdes bindrias definidas em £ & denotado {0,112, Temos entio f € {0, 115



8 CAPITULG 2. ALGEBRA E IMAGENS BINARIAS

Denota—se por f(x) o elemento de {0, 1} associado ao ponte x de E através de f. O conhecimento de
fix), para todo xem E, dzfine sem ambigiiidade a fungiio f que passe entdo a ser denotada

Fioxefl).

O grdfico de wna fungdo € o conjunto de todos os pares (x, £ (x)). O grifico de vma fungdo findica qual
¢ o valor tomado por fem cada ponto x de E. A Figura 2.1 mostra o grifico de uma fungio bindria f particu-

Fig. 2.1 — Grifico de uma fungio bindria.
lar. Nesta figura, os elementos de E estiio representados por pontos pretos, os pares (x, 0) estdo representa-
dos em cinza e os pares (x, 1) em branco.

Ao noes referirmos ao grdfico de uma fungio usaremos, quando ndo houver inconveni&ncia, simples-
mente a palavra fungiio a qual ele € equivalente.

A fim de estabelecermos formalmente a equivaléncia entre as nogdes de fungio binaria e de subcon-
junto, precisamos definir as noges de suporte de uma fungiio e de fungfe indicadora de um subconjunto.
O suporte da funcéo f € {0,1}E, denotade suparte(f), € o subconjunto de E dada por
suponie{f) = {x € E£: f(x) = }}.
A fungde indicadora de wm subconjunto X € P(E), denotado [y, & a fungio de Eem {0, 1} dada por
I = {I sexEX (x€ ).

0 caso contririo

A Figura 2.2 mostra um exemple de um subconjunto X (conjunte dos pontos pretos na drea cinza) ¢
de uma fung@o bindria f. Neste exemplo, a fungiio bindria f coincide com a fungao indicadora de X e, por
sua vez, X coincide com o suporte de f.

Proposicdo 2.1 (relagéio entre subconjuntos e fungdes bindrias) — O mapeamento de P(E) em {0, 1 }E

X—=iy
€ uma bijegio, seu inverso €

S suporte(f). o
Prova — Em primeira lugar, para tado X em P(E) & x em E, temos

x € suporte(] y) e I y(x) = 0 (defini¢io de suporte)

s Jyx) =1 {propricdade das fungdes em {0, 1}%)
wxe X, {definigio de fungiio indicadora)
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€I OUtros termos, para todo X em P(E), suporte(d ) = X. Isto prova que o mapeamento X +— I y&injetor.

Em segundo lugar, para todo fem {0,1}% & x em £, temos

Impmem(x) = 1<+ x € suporte(f) (defini¢io de fungdo indicadora)
= flx) =0 (definigdo de suporie)
«=flx)=1, {propricdade das fungGes bindrias)

i510 &, Typoneqy®) = FG.

em outros termos, paratodo fem {0, 115, ! suparegpy = - I5to prova gue o mapeamento X — / yé sobrejetor
¢, comsequentements, uma bijegio. (w]

T e
b'¢ X i, Iz

suporte(f) Jee supore () f
e

Fig. 2.2 — Fungfio indicadora e suporte.

A Propusigio 2.1 mostra que existe uma correspondéncia um por um entre P(E) e {0, 1}, A Figura
2.3 ilustra este resultado.

Uma imagem em preto e brance ou imagem bindria definida numa grade E, formada por seus elemen-
tos de imagem ou pixels €, entdio, convenientemente representada tanto por um subconjunto de £ quanto
por uma fungdo bindra de Eem {0,1).

No caso de uma representagio por um subconjunte, a imagem bindria é assimilada ao subconjunto X
dos elementos x de E que representam a posipdo dus pixels brancos, Por abuso de linguagem, o subcon-
junto X € entdo chamado de imagem.,

No caso de uma representagio por vma fungdo bindria a imagem ¢ assimilada A fungio bindria fde £
em {0, 1}, que toma o valor O nos elementos x de E que representam a posigfo dos pixels pretos ¢ o valor
1 nos elementos x de £ que representam a posicdo dos pixels brancos. Por abuse de linguagem, a fungiio
bindria f&, entdo, chamada de imagem e para todo x em E, o par (x,f(x)) € chamado de pixel da imagem
£, x € a posigao do pixel e f(x} é seu valor.

O subconjunto X ¢ a fungdo bindria f da Figura 2.2 so representagdes matemdticas equivalentes da
imagem bindria mostada na Figura 2.4.
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PE)

[ suporiedf)
‘_\‘_’/

Fig. 2.3 — Bijegfo entre os subconjuntos ¢ as fungdes bindrias.

Do ponto de visto cornputacional, a representagice por um subconjunte é realizada através de nma lista
de pesigdes x cujos ponteiros nio tm nenhum significado particular, enquante a representagiio por uma
fungio bindria € realizada através de uma lista de valores flx) cujo ponteiro tem o significado de posigdo
X,

Dependendo da proporgio de pixels brancos naimagem, pade—se preferir uma representagiio ou outra.
A representagiio por subcenjuntos € conveniente para imagens cuja proporgiio de pixels brancos € alta,
enquanto a representagio por funges bindrias € conveniente para imagens com esta proporgdo baixa.

Fig. 2.4 — Imagem bindria.

2.2 Algebras de Boole dos subconjuntos e das funcoes binarias

A manipulagdo de imagens bindrias & convenientemente descrita pelas operagfes encontradas na estrutura
de Algebra de Boole.
A colegiio P(E) de todos os subconjuntes de £ pravida das operagdes habitvais de unido, intersegio

de subconjuntos e complementagio de subconjunto forma uma digebra de Boole denotada (P(E), U, N, - ).
Em outros termos, estas operagdes verificam os axiomas abaixo [BirLan65, p. 258).
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Para todo subconjunto A, Be Cem P(E),

AUA=A ¢ ANA =A (idempoténcia)
AUB=BUA ¢ ANB =BNA (comutatividade)
(AUBYUC =AUBUGO e (ANBINC =AN{BNC) (associatividade)
AUANBI =4 ¢ ANAUBR = A {absorgio)
AUBNC = AUBINAUC) ¢ ANBUC=ANBUAND

{distributividade)

existem dois subconjuntos O e 7 em P(E) tais que

AU =0UA=A & ANI=INA=A (identidade)
AN =0NA =0 e AUl =1UA =] (lei dos nulos)
ASUA =AUA =1 e ANA=ANAS= (. (complementaridade)

Os elementos 0& / chamados de elementos nulos ou neutres sdo, respectivamente, os elemenios fe
E de P(E).

As operaglies de unido (V), intersegfio (A) ¢ complementagdo {~) entre fungdes bindrias sdo
construidas u partir das definighes de unido { V'), intersegio ( A ) e complementagio (—~) entre os elemen-
tos de {0, 1}, dadas nas Tabelas 2.1 ¢ 2.2,

Tabela 2.1 - DEFINICAQ DE UNIAQ E INTERSECAQ,

b a

Vb ahb
0 0
1
1
1

el =1 =1 -
—
ad =1 =1 =l -

Tabela 2.2 — DEFINICAQ DE COMPLEMENTACAO.

a ~a
0
1 0

Definigao 2.2 (unido entre duas fungdes bindrias) — Sejum £, ¢ £, duas fungBes bindrias definidas em E.
A unifio das fungdes bindrias f e f; é u fungiio bindria definada em £, denotada f; V f; e dada por

{fi V A = filx} V fil)  (x € E}.
A operagio de unido enure duas fungdes hindrias, denotada V, & 0 mapeamento dado por

(Lfay= A vV fo O
A Figura 2,6 mostra a unifio f; V f, das fungdes f| ¢ f, da Figura 2.5.

AFigura 2,7 ilustra, através de um bloquinhe, a operagao de unida entre duas fungoes bindrias e o resul-
tado obtido em termos de imagens binddas.



12 CAPfTULO 2. ALGEBRA E IMAGENS BINARIAS

i f

Fig. 2.5 — Duas fungdes bindrias.

hvh

Fig. 2.6 — Unido de duas fungbes bindrias.

Definigao 2.3 (intersecio entre duas fungGes bindrias) - Sejam f; ¢ f, duas fungdes bindrias definidas
em E. A intersecdo das fungoes bindrias fy e f; €afungio bindria definadaem E, denotada f; A f, e dada
port
i Af)x) = fit) AfHlx) (xE E)
A operaglo de intersegdo entre duas fungdes bindrias, dentada A, € o mapeamento dade por
Lot fi Afa [}
A PFigura 2.8 mostra a intersegiio f; A f, das fungBes f) e f, da Figura 2.5,
A Figura 2.9 ilustra, através de um bloquinhg, a operagio de intersegio entre duas fungbes bindrias
e ¢ resultado obtido em termos de imagens bindrias.
Definigio 2.4 (complementagio de uma fungio bindria) ~ Seja fuma fungdo bindria definidaem £, O
complemento da funcdo bindria € a fungfio bindria definada em E, denotada ~ fe dada por
(=N =~fla) (E€E)
A operagio de complementagdo de fungdo bindria, denotada —, € 0 mapeamento dado por
fr—f a
A Figura 2.10 mostra o complemente —~ fda fungiio fda Figura 2.1,

A Figura 2.11 ilustra, através de um bloguinho, a operagio de complementagio de uma fungio bindria
e o resultado obtido em termos de imagens bindrias,
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|
L ava
|

Fig. 2.7 — Operagio de unido entre duas funges bindrias.

hAL

Fig. 2.8 — Interse¢iio de duas fungdes bindrias.

Proposicio 2.2 (dlgebra de Boole das fungtes bindrias) = O conjunto {0, 1 V¥ das fungdes hindrias pro-
vido das operagdes de unido, intersegio ¢ complementagio forma uma #dlgebra de Boole, denotada
(0. 15 v, A, ~) O

Prova - O conjunto {0, 1} provido das operagGes de unifio, intersegdo e complementagio, definidas nas
Tabelas2.1e 2.2, é umaalgebra de Boole, onde ) e 1 530 05 elementos nutos. Pelo Teorsma de Huntington
[Birkho67, p. 44], basta verificar que para todo a, be cem {0,1},

aghb=—((~dV(~bp
avb=bvag
avive=@vbve
aAbB)ViaAa(~Db)=a
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Assim, todos os axiomas da flgebra de Boole sdo verificados pelos elementos de {0,1). Pelas Defi-
nigGes 2.2 — 2.4, os axiomas da Slgebra de Boole sfo também, por heranga, verificados pelos elementos

de {0,1)E. [m]
Os elementos nulos de ({0,1}£, v, A, ~) sd0 as fungdes 0: x+—>0e ] x— L

Fig. 2.9 — Operag3o de intersegiio entre duas fungdes bindrias.

R

Fig. 2.10 — Complemento de uma fungéo bindria.

Praposiciio 2.3 (isomorfismo entre dlgebras de Boole) - A dlgebra de Boole dos subconjuntos de Ee a
dlgebra de Boole das fungdes bindrias definidas em E, sio isomorfas. Em outros termos, X =+ Iy € um
isomorfismeo entre flgebras de Boole, isto &, X = Iy € uma bijecdo e para todo A € B em P(E),

lLyg= 1,4V 1

Lag=140 15
Tp==~14. m
Prova - Pela Proposicgao 2.1, X — I ;€ uma bijegio. Basta, entdo, verificar as 3 igualdades do enunciado.
[w]
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Fig. 2.11 — Operagao de complementagao de uma fungdo bindria.

Exercicio 2.1 (prova da Propaosigio 2.3) — Usando as definigdes de fungdo indicadora, e das operagfes U
e V., prove a primeira iguatdade do enunciado da Proposigiio 2.3. m]

Como consequéncia da Proposigio 2.3, temos também que, para todo fe gem {0,1 }E,
suporte(f V g) = suporte(f) U suporiedg)
suporte(f A g) = suporic(f) N suporte{g)
suporte(~ f) = (suporte(f)".

AProposi¢io 2.3 indica que as operagdes de unido, intersegio e complementagao podem ser efeituadas
indiferentemente no dominie dos subconjuntos ou das fungdes bindrias.

Combinando a operagio de interse¢do e a de complementagfio, define—se a subtragZo habitual entre
subconjuntos. A diferenga entre 0s subconjuntos A e 8 de E, denotada A — B, € o subconjunto A N B°.

Define—se também uma subtragio equivalente entre duas fungBes bindrias em {0,1}%,

Definiciio 2.5 (subtragiio entre duas fungdes bindrias) - Sejam f, ¢ £y duas fungdes bindrias definidasem
E. A difevenga das fungdes bindrias fy e fy € afungdo bindria definadaem E, denotada f; = f, e dadapor

fi=fa=HA{~1).
A operagio de subtragdo entre duas fungdes bindrias, desotada ~, € o mapeamento dado por
ffd=h ~fa- 0
A Figura 2,12 mostra a diferenga £, — f, entre as fungBes f, ¢ f; da Figura 2.5.

AFigura2.13 ilustra, através bloquinhos, aoperagdo de subtragfio entre duas fungdes bindrias e o resul-
tado obtido em termos de imagens bindrias.

Exercicio 2.2 (equivaléncia entre a subwragfio enwe subconjuntos e a subtragio entre fungles
bindrias) — Usando as definigies de — & =, e a Proposigfo 2.3, mostre que, para todo A € Bem P(E),

Iy_g=14~1g. o

A subtragio entre duas imagens bindrias € dtil para comparar duas imagens como serd visto na Segio
2.4
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L=h

Fig. 2.12 - Diferenga entre doas fungGes.

|f2 }fz"";
_I__-_‘__

|

h

Fig. 2.13 - Operagiio de subtragdo entre duas fungdes bindrias.

2.3 Extensdo das operagoes de unidio e intersecio

As operagBes de unifo ¢ intersegio entre dois subconjuntos estendem-—se para familias de subconjun-
tos.,

Seja / um conjunto, cujos elementos serfio chamados de fndices ¢ serao representados genericamente
por i. Seja {A));c 5 ou simplesmente (4,), quando ndo houver divida sobre o conjunto de indices, uma
fumilia de elementos de P(E) com indices em J. Uma familia (A} € um mapeamento de ! em P(E).

A unido da familia dos subconjuntos A; € o subconjunto de E denotado U A; e definido por
1217

\JAi=x€E:q el xeA)
i€l
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Se I for vazioentio |_] 4; = 0.
i€t

O mapeamento (A;) = | J A;€ aoperagiia de unido entre o5 elementos de wma famflia de subconjun-
iE

tos.

Da mesma maneira, a intersegdo da familia dos subconjunios A; € o subconjunto de E denotado 7] A;
ier

e definido por

(A;={xEE:ViEL xEA)
iel

Se J for vazio, entio [ | A; = E.
ier

O mapeamento (4 ) - m A, € a operagio de intersegdo entre os elementos de uma familia de sub-
=y

conjuntos.

As operagbes de unido ¢ infersegdo de duas fungdes bindrias estendem—se da mesma forma para
familias de fun¢des bindnas.

Seja (a;) uma familia de elementos de {0.1} com indices em I. A unifo da famflia dos elementos a;

¢ o elemento de 0,1} denotado \/ & e definido por
i€

{1 seEL a;=1
@, =

H .
g 0 caso contririo.

Se I for vazio, entio \/ a;= 0.
Ix-5i

O mapeamento (a) - \/ a;é a aperagio de unidio entre o5 elementos de uma familia deO e 1eé
;
denotada V .
Da mesma maneirs, a interse¢io da familia dos elementos a; € o elemento de {0, 1} denotado

/\ a;¢ definido por
=N

a; =

ey

1 se Vi€l g;=1
(0 caso contrario.

Se [ for vazioentio A\ a;=1.
i€l
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O mapeamento (a)— /\ « & a operagio de intersepdo entre os elementos de wma familiade 0 ¢ 1
el

e é denotada /\ .

Exemplos importantes de familias de elementos de {0, 1} s@o as proprias fungdes bindrias. Neste caso,
a unido e a intersegdo de uma fungdo bindria f, isto €, respectivamente,

Vime Af
L

TEE

sdo indicadores {valem 0 ou 1} que servem para testar se f € um elemento nulo da dlgebra de Boole
(0. i}E, Vv, A, ~). Temos

f=0= V fli=0e f=le A flo=1

TEEK TEL

A Figura 2.14 ilustra as operagbes de unilo e interse¢io de uma fungio bindria £

V fio V o
xEE xEE
1 0
FASith)
rek
b 1

Fig. 2.14 — Operagfes de unido ¢ interseciio de vma fungio bindria.

Definicéo 2.6 (unific de uma famila de fungtes bindrias) — Seju (f) uma familia de fungdes bindrias de
10, 1}%, com Indices em I, A unido da fumilia de fungges ;8 afungio bindnade {0,1 1E, denotada V £
iel

e definida por

(VA= Vo xeE
(E[S ie!
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O mapeamento ()~ \/ f; ¢ a operagiio de uniio entre o5 elementos de uma familia de fungdes
il
bindrias. [m]

Se I'for vazio entio \/ ;& a fungio bingria constante x = 0.
ier

Definigao 2.7 (intersegiio de uma famila de fungGes bindrias) — Seja {f) uma familia de fungdes bindrias
de {0, 1}€, com fndices em I, A intersegdo da familia de fungdes f,€ afunggo bindriade {0, 1}¥ denotada

/\ £, e definida por

el
(A filw= A\ flH EE.
i€l (€T

O mapeamento (f;} = /\ [;€ aoperagiio de intersegdo entre os elementos de uma familia de fungdes
el
bindrias. m}

Se [ for vazio, entdo f\ f;¢é a fungio bindria constante x 1.
i€l

Proposi¢io 2.4 (absorgio generalizada) — Seja (f) uma familia de fungéies bindrias de {0,1 1E, com
indices em I. Para todo &k &/,

(Vrafe=fi e (NHVR=F. =
i€l e

Prova—Paratodo k€ Fewodo xem E,
filx) =1 F€eq finy=1) € flx) =1 (i=k

«(Vim=nefix =1
fa=y1
{defini¢lo da unido de vma familia de elementos de {{}, 1})

e (VA ARD=1 (definigdo da intersegdo em {0, 1})
iel

* (VAW ALK =1
[=W's
{definigo da unifio de uma familia de elementos de {0, 1}5)

s (V AHARD=1, (definigio da intersegio em {0,1}%)
(ET
isto €, fi{x) = (( V I A f)(x); em ontros termos, para todo £ € 1,
iET

fe=(V A A
igil
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Usando um raciocinio similar, prova-se também que, para todo & € /,
= (ANDV =
(€1

Proposicao 2,5 (distributividade generalizada) — Seja {f)) uma famflia de fungfes bindrias de {0,1 ¥
com indices em {. Para todo g € {0,1}E,

(Vhrrg=Vtiranre (AHVe= NGV D
i€l el iES el
Prova - Para todo g € {0,1}¥ e paratodo xem E,
(VAr0=1a(\ A =1
iel e
{definigio da intersegio em {0, 1}E)
e (\ fi) Agn =1
el
(definigao da unifo de uma familia de elementos de 10, 115

@ (\ fiy=1legx=1
ie!

(definigdo da intersegiio em {0.1})

= (AES fiN=1Negkx) =1
(defini¢io da unido de uma familia de elementos de {0, 1})

@« AEL (fi=legx)=1) (equivaléncia 16gica)
e el fiApx) =1 (definigdo da interse¢ioem {0,1D

< V f0 Az =1
ief
{defini¢io da unido de uma familia de elementos de {0, 1})

< V Fagpx=1 (defini¢io da intersecdo em {0.1}8)
el

e (V HAamdn=1
ier
(definigio da unido de vma familia de elementos de {0,1 1]

isto &, {( V fIapx=( V {f; A g))(x). Em outres termos, para todo g € {0, 1}5,
i€{ i€s

(Varrg=V hing
i€l ierf
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Usando um raciocinio similar, prova-se também que, para todo g € {0, 1),

(APve= AGvae. a
iel iel

2.4 Reticulados dos subconjuntos e das funcoes binarias

O primeiro conceito fundamental em Morfologia Matemadtica é o de relagdo de ordem parcial. No caso
dos subconjuntos usa—se a relagio habitual de inclusio. Esta relagao permite a comparagio de certos sub-
conjuntos entre si,

A colegdo P(E) de 1odos vs subconjuntos de E provida da relagdo de inclusio ( C) forma um conjunto
parcigimente ordenads, denotado (PE), C). Em outres termos, esta relagio verifica os trés axiomas
abaixo de uma relagdo de prdem.

Para todo subconjunto A, B ¢ Cem P(E),

ACA (reflexividade)
ACBeBCA=A=8 (anti-simetria)
ACBe¢eBCC = ACC, (transinividade)

A comparagio entre certas fungdes bindrias se faz em termos de uma relagiio construida a partir da
definigiio da relagio = entre os elementos de {0, 1}, dada na Tabela 2.3, onde 1 significa que a relagdo
& “verdadeira” e O que ela € “falsu”. A Tubela 2.3 dd tamb€m a defini¢do da relagio =.

Tabela 2.3 — DEFINICAO DAS RELACOES BINARIAS.

a b a=bk ash
1] ] 1 1
0 1 0 1
1 0 0 0
I 1 1 1

Definigao 2.8 (relagiies entre duas fungbes bindrias) — Sejam f; e f; duas fungdes bindrias definidas em
E. A fungdo bindria f, ¢ igual a fungdo bindria f,, denota—se f; = f,, sc ¢ somente s¢, para todo x em
E, fi(x) = fy(x), isto &,
fi =5 = ([l = ) x € B).
A fungdo bindria f| € menor que a funcdo bindria f;, dengta—se f; < f,, se & somente se, para todo
xem E, f(x) = f,(x), isto &,
fi sf1 = (f{1ix) = filx) (x EE)).
Arelagio = entre fungdes bindrias & chamada de relacdo de igualdade. A relagio = entre fungbes
bindrias € chamada de relagdo “menor que” o

A relagio “menor que” € dita abtida por ordenamento puntual.
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A Figura 2.15 mostra duas fungfies compardveis no seatido que arelagdo “menor que”, aplicada a estas
duas fungdes, € verdadeira, As fungdes f e f, daFigura 2.5 ndo sdo compardveis, mas as fungGes fi A fy
e fi V fp (representadas na Figura 2.15) silo compardveis.

Fig. 2.15 - Duas fungdes bindrias compariveis.

As Figuras 2.16 e 2.17 ilustram, através de bloguinhos. s comparagdo entre funges bindrias e os resul-
tados obtidos em termos de imagens bindrias. Por convengiio, 1 na saida de wm bloquinho significa que
a relaglo € “verdadeird” ¢ 0 que ela € “falsa”.

=i h=r

Fig. 2.16 - Relugio de igualdade entre fungdes bindrias.

Proposigio 2.6 (conjunw parcialmente ordenado das fungdes bindrias) — O conjunto {0,1 }£ das fungbes
bindrias definidas em E, provido da relagiio “menor que™ forma um conjunte parcialmente ordenado,
denotado (J0, 1}, <). [m]

Prova — O conjunto {0, 1} provido darelagiio = definidana Tabela 2.3 € um conjunto parcialmente orde-
nado. Basta verificar gue esta relagdo satisfaz os trés axiomas de uma relagio de ordem. Isto € feito nas
Tabelas 24 — 2.6,
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Ento, para todo f, ge Aem {0, 1}€ & todo x € E,
flx) = fl®)
J(2) = 30x) e gx) = flx) = f(x) =g(x)
Fix) = g0 e 2(x) < Ax) = f(x) 5 hix).

Isto ¢, pela Defini¢iio 2.8, a relagio “menor que” satisfaz também, por heranga, os trés axiomas de uma
relacdo de ordem. m}

| fi | A
V=5 =5

< b— =
I s

I

Fig. 2.17 — Relagio “menor que” entre fungdes bindrias.

Tabela 2.4 - PROVA DA REFLEXTVIDADE.

a |asa
0 1
1 1

Tabela 2.5 - PROVA DA ANTI-SIMETRIA.

ashb | bsu [ a<bebsala
1

b|lashoh=sa=a=b

=1
—l o] =] o] e
—|l ol —| —
- =] = -

Q
0
1

1
o
o
1

[RFY [ e Y
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Tabela 2.6 - PROVA DA TRANSITIVIDADE,

a -] ¢ |asb|b=sc |asbhebsc |asc | asbebsc=n=c
i} 0 ¢ 1 1 1 1 1
0 0 1 | 1 1 1 1
¢ 1 0 1 0 0 1 1
i) 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 ] 1 0 Q 1
1 0 1 ] 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Proposicio 2.7 (consisténcia entre dlgebra de Boole e conjunto parcialmente ordenado) — Para todo f'e
gem {0,1)F, as seguintzs proposicdes sio equivalentes
=g
Dfve=g¢
Dirg=f
H{~Nvg=1
) fA(~g) =0
O f~5=0 i
Prova — Vamos provar que (1) e (2) sdo equivalentes. Na Tabela 2.7 prova—se que, para todo e e b em
{01}, a<h « gV b= b Entdo, para todo fe g em {0, 1} ¢ todo x € E,
fx) = glx) < flx) V g(z) = ().
Isto &, pelus Definicdes 2.2 & 2.8, para todo fe pem {0,1}E,
fegefyvg=g
Vamos provar que (2} ¢ (3} sio equivalentes, Supondo que £V g = g, paratodo fe g em [0.1}5,
fefAfve (absorgio)
=fAg, (hipbtese fV g = 2}
istoé, fVg=p=FfAg=1f
Supondoque f A g = f, para todo fe gem {0,1)F,
g={AgIVsg (absorgiio}
=fvg (hipdtese f A g = f)
istoé, fVvg=gae=fArg=f
Vamos provar que (3) e () sdo equivalentes. Supondo que f A g = £, paratodo fe g em {0,1}%,
I={~pVvf {complementaridade)
={~fHVirg (hipStese fA g =f
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={(~AVAA(~HVEg {distributividade)
=IA({~HVg {complementaridade)
=(~fNHvsa (identidade)

istoé, fAg=Ff=(~Hveg=1
Supondo que (~ H V g = I, para todo fe gem (0,1},

f=Fal (identidade)
=fA{(~AVg (hipdtese (~HV g=1
=(fA(~MVEAR {distributividade)
=0V({fAg {complementaridade)
=fAg (identidade)

istoé, fAgesfe(~HVg=1L
A prova da equivaléncia entre (2) ¢ (5) € similar a prova anterior.
Finalmente a prova da equivaléncia entre (5) e (6) decorre da Definigdo 2.5. a
Tabela 2.7 - PROVA DA CONSISTENCIA,

ashlavb |aevbsb |asbeaVb=b
0 1

—f | SIS R
—_: o =] 2] >

1
1
1
1

| ol =]~

1 1
1 0
1 1

Exercicio 2.3 (conservagio da relacio de ordem) — Usando a Proposi¢o 2.7, mostre yma das duas pro-
priedades abaixo. Para todo £, g & hem {0,1)5,
fsg=>fVvhEgVh
fSg=fAhsgAh O
Exervicio 2.4 (involugio e leis de Morgan) —Usando a Proposigao 2.7 e os axiomas apropriados de dlge-
bra de Boole e de relagfio de ordem, mostre uma das duas propriedades abaixo. Para todo fe gem {0,1 15,
——f=f (involucdo)
~fvg=(~=pAa(~g e ~fFArg=(~HVIi~-g (leideMorSwg

Exercicio 2.5 (antitonia) — Usando a Proposigio 2.7 ¢ a lei de Morgan, mostre que, para todo fe g em
{0, 1%,

fsge{~g=s(~H (antitonia)

a

Pela Proposi¢do 2.7 e pela definigZo de unido de uma fungfo bindria, temos wma definigio equivalente
para a refagdo “menor que” { <) entre fungBes bindrias: para todo fe g em {0,115,

fsge \ F-am=0
xeEEk
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Adotando a convengiio que 1 significa que a relagio “menor que” (=) & “verdadeira” e ( que ela &
“falsa”, a express@o acima € equivalente 4 expressdo abaixo

==~V (f~ 2.
IEE

A Figura 2.18 ilustra o algaritmo para iestar se duas fungbes bindrias sdo campardveis. Este algoritmo
€ derivado da igualdade acima.

=g

Fig. 2.18 — Algoritmo de teste de comparabilidade entre fungfes bindrias.

Finalmente, usando as propriedades de reflexividade e de anti-simetria da relagio “menor que” ( <),
temos uma definigiio equivalente para a relagio de igualdade ( =) entre funges bindrias: par todo fe g
em {0, 1)E,

f=g = f=gegsf

Adotando a mesma convengio (1 para “verdadeire” e (ypara “faiso™), a expressio acima ¢ equivalente

aexpressio abaixo

F=p=(=prlg=sh.

A Figura 2.19 ilustra o algoritmo para testar se duas fungdes bindrias sdo iguais. Este algoritmo € deri-
vado da igualdade acima.

Exercicio 2.6 (propriedade da unido ¢ da intersecdo de uma familia de fungées bindrias} - Seja (f) uma

familia de fungfies bindrias de {0,1}Z, com indicesem /. Usando as ProposigBes 2.4 ¢ 2.7, prove que, para
wdo k€],

s Ve NSk m]
i€’ il
Vamos agora introduzir uma estrufura algébrica, extremamente importante ¢m Morfologia
Matemética, a de reticulado completo, intoduzida por G. Birkhoff em 1933,



2.4 RETICULADOS DOS SUBCONIUNTOS E DAS FUNCOES BINARIAS 27

Fig. 2.19 — Algoritmo de teste de igualdade entre fungies bindrias.

Seja 5 uma subcolegio ndo vazia de P(E) e A um elemente de HE). O elemento A € um Limitante
superior (1.5.) de B (em P(E))se e somente se A € P(E)e X C A paratodo X € %, O elemento A é um
limitante inferior (Li.) de % (em P(E)) sc e somente se A € P(E)e A C X paratodo X € 5,

Forexemplo, para qualquer subcolegiio de P(E), E€ um limitante superiore P € um limitante inferior.

Se % for vazio, entio qualquer elemento de P{E) (inclusive o subconjunto vazio) & um limitante supe-
rior e inferior de 5.

A Figura 2,20 {resp. 2.21) mostra, através de um diagrama de Venn, um subconjunto A que € um limi-
tante superior (resp. inferior) da subcole¢io % contendo os subconjuntos X, e X..

Fig. 2.20 — Limitante superior de dois subcenjuntos.

Pela anti-simetria da inclusdo, existe no miximo (mas pode ndo existir} vm limitante superior (resp.
inferiot) de 9% em %6. Quando este limitante superior {resp. inferior) existir ¢le ¢ chamado de maior (resp.
menor) elemenio de B
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Fig. 2.21 — Limitante inferior de dois subconjuntos.

A subeolegio % contendo os subconjuntos X e X, dasFiguras 2.20 ¢ 2.21 nfio possui nem maior nem
menar elemento. A colegZo P{E) possue um maior elemento que é £ e um mencr elemento que é @,

Seju X um elemento de vma subcolegio %, Se ¥'é o maior elemento de %6, entdo ¥ C X implica que
¥ = X (pois, pela definigdo de maiorelemento, X € 9B = X C ). Se Y€ o menorelemento de 5, entdo
X C Yimplicaque ¥ = X (pois, pela definigio de menor elemento, ¥ €% == ¥ C X).

Com todos os ingredientes acima, podemos agora introduzir dois conceitos de destaque que servirio
na definigia de reticulado completo.

Q supremo de % (em P(E)), denctado sup3s, €, ss existir, o menor dos limitantes supenores de %6 em
P(E). Em outros termos, para todo ¥ em P(E)

Yis. de Bersupb C Y.

O [nfimn de %6 (em P(E)), denotado infd5, €, se existir, 0 maior dos limitantes inferiores de %6 em P(E).
Em outros termos, para todo ¥ em P(E)

¥ li. de <= ¥ C infh.

O supremo de @ € o menor elemento de P{E). isto €, . O fnfimo de @ & 0 maior elemento de P(E),
isto &, E. Em outros termos, supf = Be infP = E.

No caso de 6 ser a subcolegio contendo dois subconjuntos X, e X, o supremo de % € o subconjunto
X, UX, e o infimo é o subconjunto X, N X,.

Exercicio 2.7 (propriedade do maior e do menor elemento de wm conjunto) — Mostre que, para todo
B CPE e A EPE), A€ o maior (resp. menor) elemento de B se ¢ somente se A = sup® (resp.
A =inf¥)e A E B, ]

Exercicio 2.8 (propriedade do supremo e do infimo} — Mostre que, para todas subcolegbes 5, e %, de
P(E),
%, C B; = sup®%; Csup®, e infH; CinfdH,. m|

Q conjunto parcialmente ordenado (&), C) provide das operagies habituais de unifio e intersecio,
estendidas as familias em P(E), forma um reficulado completo. Em outros termos, para todo conjunto de
indices 7, estas operagies verificam os dois axiomas abaixo [Szasz71, p. 50].
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Para toda famflia (4,);-,de subconjuntos de £,
(JA,=supt; e [JA4,=intd,,
=¥ [ 4=F)

onde A€ aimagem de f através da famflia (4),cp isto €,
A={ACSHE): TEL A, = A}

De uma maneira equivalente, podemos dizer que o conjunto parcialmente ordenado (P(E), C)éum
reticulado completo porque toda subcolegio de P(E) possue um supremo e um infimp.

O conjunto parcialmente ordenado (P(£), C) possve vm maior elemento que é E € um menor ele-
mento que & .

Proposigio 2.8 (reticulado das fungBes bindrias) — O conjunto parcialmente ordenado ({0, 117, =) das
fungdes bindrias definidas em £, provido das operagdes de unido ¢ intersegdo, forma um reticulado com-
pleto. Em outros termos, para todo conjunto de indices [, estas operagies verificam os dois axiomas
abaixo.

Para toda familia {f});; de fungdes bindrias em {0,1)E,
V fi=swF e A f =infF,
iE I [-¥)

onde F, ¢ aimagem de f através a familia (f); <, isto &,
F,=EPME: AL f=/.
De vma maneira equivalente, o conjunto parcialmente ordenado ({0, 1}%, <) & um reticulado com-
pleto porque todo subconjunto de {0,1)% possue um supremo & um infimo. |

Prova - Seja (f;) uma familia de fungGes bindrias em {0, 1 }# com indices em /. Para todo g € {01 }E,
em primeiro lugar,

els.deF, e Vi€l fsg (definigio de 1s. ¢ de F)
= Vii=VEnra (Proposigio 2.7)
ier =¥
* V5i=(Vharg {Proposigio 2.5)
ier el
=(VhH=g {Proposigdo 2.7)
iel
em segundo lugar,
(VM fsg=Vi€l f=yg {Exercicio 2.6 & transitividade de =)
-]
<> g L5 de F, (definigdo de Ls. e de Fp)

Pela definigio de supremo, isto prova que, para toda famflia (f),;<; de fungdes bindrias em {0,1}%,

V 5= supF,
e
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Usando o raciocinio acima, prova—se também que, para toda familia (f);<; de fungdes bindrias em
{0115
A fi = infF, o
ief
Q conjunte parcialmente ordenado (10,1 ]F, =) possue um maior elementoque £ 7 - x> e um
menor elemento que € 0 x> ().
Pela Proposigio 2.8, para todo f; ¢ fyem (0,1}, distintos,

h sz = SUP{fpfz} < fl A)rz = i“f{flofz}-
Exercicio 2.9 (comparagiio entre & uniio e a intersegdo de dvas fungdces bindrias) — Usando o resultado
acima e a definigio de supremo e infimo, mostreque fi A f; < f, V ;. O
Proposicio 2.9 (isomortisino de reticulados) — O reticulado dos subconjuntos de £ ¢ o reticulado das
fungdes bindrias definidas em £, sio isomerfos. Em outros termos, X +» /¢ um isomorfismo de reticu-
lado, isto € (pelo Lema 2 em [Birkho67, p. 24]), X = J € uma bijeciio e para todo A e B em P(E),

ACBee{,=<Ip. (isotonia dupla)

w;

Prova — Pela Proposigio 2.1. X — € uma bijego. Basta, entdo, verificar a 1sotonia dupla. Para todo
Ae Bem P(E),

ACBe(xEA=xEB(xEED (definigdio de C)
=1 =ix=1 xE€EEY (definigio de I, e 1)

@ (1,00 € Jplx) (x € EY (definigio de < em (0,1}

el =, {definigio de = em [0, 1}5)

]

Uma consequéneia da Proposigdo 2.9 € gue as operagies de unido e interse¢io {estendidas) comutam
com o mapeamento X — { , 15t €, para toda familia (A); < de subconjuntos de £,

1 = Iy e 1 = 1
a I\E/I - Ma. t/E\.' A

= 1cf
Como consequineia da Proposicio 2.9, wmos ambém, para todo fe g em (0.1},
F = g <> suporte{f) C suporte(g). {(isotonia dupla)

A Proposiglo 2.9 indica que a comparagio pode ser efetuada ndiferentemente no dominio dos subcon-
juntos cu das fungbes bindrias.



Capitulo 3

Operadores sobre subconjuntos

No capitulo anterior foram definidas vérios mapeamentos, chamados de operages, envalvendo subcon-
Jjuntos ou fungdes bindrias. Neste capitulo, vamos introduzir outros mapeamentos que chamaremos de
operadores, Estes mapeamentos generalizam as operagdes unirias no sentido que, relativamente a um
dado ponto.x de E, o resultado da transformagao de um subconjunto ou de uma fungfo bindria vai depender
geralmente do subconjunto ou da fungio bindria comao um todo. Isto € proprio de toda transformagdo que
¢ construida a partir de uma nogio de vizinhanga.

A Morfologia Matemdtica estuda a decomposigio de operadores entre reticulados completos em ter-
mos de guatro classes de operadores: as dilatagles, as erosdes, as anti-dilatagGes e as anti-erosdes. Estes
operadores, chamadas de elementares ou primitivos, t8m um papel fundamental porque a partir deles pode
ser construfdo qualgquer outro operador [BanBar®1, BanBar93).

Modernamente os operadores clementares da Morfologia Matemdtica sfio apresentados de forma
axiomdtica e a partir dessa definicio sio deduzidas as respectivas formasconstrutivas, chamadas caracteri-
zagio dos operadores elementares, que permitem as implementagdes em computadores. Seguindo essa
tendéncia, neste capitulo, introduzimos os operadores elementares de forma axiomdtica e apresentamos
a caracterizagiio das dilatagées, No Capftulo 12, deduziremos acaracterizagiio das erosbes a partir da ca-
racterizagio das dilataces.

Na iiltima parte deste capftulo, apresentamaos formas de construgfo de um operador a partir de outros
e estudamosyropriedades que sio preservadas nestas construgbes.

3.1 Operadores

Dagui para frente, usaremos a representagio dasimagens bindrias por subconjuntos, istoé€, arepresentagio
radicional, e Morfalogia Matema4tica, para as imagens bindrias, Denotaremos simplesmente por Pa
colagio P(E}, quando ndio houver divida sobre o conjunto E.
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Defini¢ao 3.1 (operador) — Um aperador sobre P é um mapeamento de P em P, O
Com esta defini¢io, a complementagio, detinida no capitule unterior, além de ser uma operagio € um
operador {degenerado).
O conjunto de tados 0s operadures sobre @ serd denotado $F. Um operador sobre 9 4 denotado genari-
camente pela letra grega y. Temos entio y € 9%,

Um operador sobre 9 transforma um subconjute X em 9 em uvm subconjunto ¥ em % A Figura 3.1
mostra a representagiio de wm operador, através um bloguinho com uma entrada ¢ uma saida.

x Y = yix)

Fig. 3.1 - Um operador.

Nesta segio, vamos apresentar algumas propriedades importantes que se aplicam aos operadores.
Definiciio 3.2 {eatensividade & anti-extensividade) — Um operador 4 sobre P é
extensive se & Somente g, para todo A em P,

A T y{A), {exrensividade)

anfi-extensivo 8¢ ¢ somente se, para todo 4 em P,

PA) C A (anti-extensividacde)
a

Definigiio 3.3 (idempoténcias) — Um operador ¢ sobre P é

idempotente de tipo I ou simplesmente idempotente se e samente se, para todo A em P,

YAy = w(d), {idempoiéncia de tipo I ou simplesmenie idempoténcia)

idempatente de tipo 2 se e somente se, para todo A em P,

Php(A)) = A, (idempoténcia de tipa 2)
o

O aperador “limpeza” A — {1 € um exemplo de operador idempotente de tipo 1.

A complementagdo A — A° definidano capitule anterior é win exemplo de operador idempotente de
tipo 2, para todo A em P, temos

(A9 = A,
Definicfio 3.4 (isotonia e antitonia) — Um operador y sohre P &

Isptinico (ou crescente) se e somente se, para todo A e Bem P,

A C B = y¥iA) Cy(E) (isotonia)

antitdnico (ou decrescenie) se e somente sg, paratodo A ¢ B em P,

ACB = y(B) C¥ia) (antitonia)
m]

A complementagio ¢ ym exemplo de aperador antitdnico, para todo A ¢ B em P, temaos
ACBEB = B°"CA®



3.1 OPERADORES 33

A complementaglio & uma irvelugio, isto ¢, ela € idempotente de tipo 2 e antitdnica.

Vamos definir de maneira equivalentes as propriedades de isotonia e aatitonia.

Seja 3 uma subcole¢iio de P. Denotaremos por (%) a imagem de % através de ¢, isto &,
PE) ={(FEP: IXE B, ¥ =pX).

Prapesicio 3.1 (definigtes equivalentes de um operador isotBnico) ~ Seja ¢ € P, As trés proposigiies
seguintes sio equivalentes:

(1} 4 & isotdnico;

(2) para todo % C D, supy(%) C P (supBY;

(3) para todo 96 C P, y(int9) C infy(38). 0

Prova ([HeiRon90, Lemma 2.1, p. 26{1]} — Vamos provar que (1) implica (2).

Yy Eisotone = ¥HE C P, VX € B, y(X) C yisupEk) (definigdo de isotonia e X C sup®)
< VB C P, y(sup®) Ls. de (%) (definigdes de L.s. e (%)
< YE C P, supp(F) C yisup®E). (definicio de supremo)

Vamos provar gue (2} implica (1).

V6 C P, supy(E) C y¥isup®)
= VA,B €D, YA UpB) C wAUSE)
(propricdade de U}

= VYA BEDP (B=AUB=ywA)UyB C PAUB))
(implicacio logica)

< VA BEDP (B=AUB=yA)Uy(B) C ¢B)
(equivaléncia Yogica)

= VABE P (B=AUB=y(4) C¥QB)
(propriedade de U e transitividade de C)

= YA BE P, (AC B=y@) CyB)
(consisténcia de Ue C)

< i é isotone. (definigao de isotonia)
De uma maneira similar, prova—se que {1) e (3) sio equivalentes. g

Proposiciio 3.2 (definiges equivalentes de um operador antitdnico) — Seja ¢ € PT. As trés proposigGes
seguintes sdo equivalentes:

(1) € antitdnico,

(2) para tode % C P, p(sup®} C infy(d);

(3) para todo % C &, supy{%) C y(infE). O
Prova — A prova € similar a da Propesigio 3.1. O
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3.2 Dilatacdes, erosies, anti-dilatacdes e anti~erosoes

Em seguinda vamos dar a defini¢io de quatro classes (ou subconjuntos) fundamentais de operadores.
Qs operadores destas classes serdoe chamados de operadores elementares da Morfologia Matemdtica. Usa-
mos esta terminologia porque a decomposigio de qualquer operador pode ser feitaem termos destes opera-
dotes [BanBar93].

Definicéio 3.5 (dilatagdo, erosio, anti-dilatagfio ¢ anti-etosfio) — Um operador ¢ sobre P &
uma dilatagdo se ¢ somente se, para todo 6 C P,
Y(sup®) = supyp(3E),
uma erosde Se e somente s¢, paratodo B C P,
Y(infE) = infy(%),
uma anti-dilatagiio se e somente se, para todo B C P,
Y(supSe) = infy(%E).
uma anti-erosdo se e somente se, para todo %6 C P,
W(infL) = supy(d). a

O conjunto das dilatagdes € denctado A, o das erostes B, o das anti-dilagtes A® ¢ o das anti~crosdes
E® Uma dilatagiio € denctada genericamente por 8, uma erosio por £, uma anti-dilatagio por §% e uma
anti—erosdo por g, Para um dado subconjunto X, 08 subconjuntos d(X), £(X), §%X) e £%{X) chamam—se,
respectivamente, de dilategdo, erosdo, anti-dilatagdo © anti-eroséo de X.

Pela Definigdo 3.5, fazendo %6 = @e lembrando que supf) = fe inff} = E, temos, para toda dilatagdo
&, erosdo g, anti—dilatagio d° e anti—erosdo £°, as igualdades \iteis abaixo

& =0
e(E) = E,
&'l = E,
eYE) = .
Proposiciio 3.3 (isotonia das dilatagdes e erosdes) — As dilatages € as erosbes sfio isotinicas. m]

Prova — As dilatagGes e as erosbes verificam, respectivamente, as proposigdes (2) e (3) da Propasigdo 3.1,
0 que prova que elas sio isctGnicas.

Proposicio 3.4 (antitonia das anti—dilatagties e anti-erosdes) — As anti—dilataghes e as anti—erosdes sdo
antitfnicas. [m]

Prova — As anti—dilatagGes e as anti—crosbes verificam, respectivamente, as proposicies (2) ¢ (3) da Pro-
posigio 3.2, 0 que prova que elas $30 antitnicas, m}

Pelas propriedades das operagdes de unifo e interse¢io estendidas is familias de subconjuntos, pode-
mos definir de uma maneira equivalente as dilatugOes e erosdes. Um operador sabre ® é uma dilatagfo
se e somente se ele comuta com a unido, ¢ uma erosio s¢ ¢ somente se ele comuta com a intersegdo, isto
€, ¢ € Ac e € E se ¢ somente s, para toda familia (X);<;em P,

Usay=a(lJ %) e o)X= ) 2X).
iEt €1 igl (el
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Pelas Proposigbes 3.1 € 3.3, para toda dilatagio § e erosdc £, e para toda familia (X );c,em 9,
S xpc Néx) ¢ UexpcelJxy).
ier i€l iel ier
As quauro ¢lasses de operadores elementares sobre P(E) podem ser caracterizadas pelas fungdes de

E e P(E). Vamos, por enquanto, caracterizar apenas a classe das dilatagdes [SerraB8, Proposition 2.1,
p. 41} Denotaremos o conjunto das fungdes de E em $(E) por PE.

Proposiciio 3.5 (caracterizagio das dilatagéies) — O mapeamento de A em PE,
d - aa N

onde a, € a fungiio deda por
a0 =8y} G ER

€ uma bijegio. Seun inverso &
e dy,,

onde &, ¢ a dilatagdo dada por

dh= U ay) e o
yEY
Prova — Antes de tudo, temos que verificar gue &, € uma dilatagio, Paratodo s € P£e 9 C P,
da(sup)) = aly) (definigdo de d,)
v € sup¥
= UJ a» (propriedade da unido)
€ Y
7S Y
= U aly) (associatividade e idempoténeia da unifio)
YEY yE ¥
= U s.m (definigio de d,)
rewy
= supd (). (propriedade da uniio)
Vamos provar gue 8 —> g, é uma bijegio. Em primeiro lugar, paratodo d EAe Y E P,
3,1 = UJ asn (definigio de &)
yEY
= U sty (definigio de a)
YEY

=3({J op (propriedade de dilatagao)
yEY
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= §(F), (representagdo de ¥ por uma unido de singletons)
em outros termos, para todo 8 € A, 8, = 8. Isto prova que o mapeamento d — ay € injetor.

B segundo lugar, paratodo a € PEey EE,

as ) = 8a({yh) (definigiio de ay)
= U a(v) (definigio de d,)

v E ()
= aiy), {definigdo de singleton)

£m putros termos, para todo a € PE, a3 = a.l5t0 provaque 0 mapeamento & — a, € sobrejetore conse-
guentemente € uma bijegioc. u]
A Proposigio 3.5 mostra que existe uma correspondéncia um por um entre A e £, As fungies a com

vulores nas partes de E caracterizam sem ambigiiidade as dilatagdes, A Figura 3.2 ilustra este resultado.
A fungio ay é chamada de fungdo estruturante da dilatagdo 8.

/-—-__\

&= a;

PpE

Fig. 3.2 — Bijecdo entre as dilataglies e as fungbes estruturantes.

A Figura 3.3 mostra quatro modos de representar wma dilatagio por um bloguinho. Em (a) e (d} faze-
mos uma referéncia explicita i dilatagio. Em {b) ¢ (¢) a dilatagfio & caracterizada pela sua fungéo estrutu-
rante. Para um dado subconjunto X, o subconjunto d,(X) chama-se dilatacdio de X pela fungdo estrutu-
Fanle a.

Podemos caracterizar de uma maneira andloga as erostes, anti-dilatagies e anti—erosdes por fungGes
estruturantes, Nestes casos, para um dado subconjunto X, os subconjuntos g ,(X), 8*,(X) e £%,(X) chamam—
se, respectivamente, erosdo, anti-dilatagio e anti-erosdo de X pela fungdo estruturante a. A caracteri-
zagdio das erosdes serd apresentada no préximo capitulo.

3.3 Operagdes sobre operadores

Os operadores podem ser combinados de duas maneiras muito dteis para produzir novos operadores, Uma
primeira maneira, dita paralela, consiste em usar as operagdes de unifio ¢ intersegdo entre subconjuntos.



3.2 DILATACOES, EROSOES, ANTI-DILATACOES E ANTL-EROSOES 37

%
|
X Y=4X X Y =4
] dil
(@) (t)
d
|
X Y = d.X) X ¥=48.00
dil 4,
(c) (d)

Fig. 3.3 — Quatro modos de representar uma dilatagéo.

Definigiio 3.6 (unifo e intersegio entre operadores) — Sejam 4, ¢ 4, dois operadores sobre 2.
A unido dos operadores ¥ ¢ yr; € v operador sobre &, denotado 4, V 19, ¢ dado por
i Vi) = 9 XUy X EPL
A operagio de unido entre dois operadores, denotada V, é o mapeamento dado por
Wy =y Ve,
A intersegdo dos aperadores 1, ¢ 3, € 0 operador sobre P, denotado ¥, A ¥, e dado por
W A P)X) = XNy X eP),
A operagio de intersegdo entre dois operadores, denotada A, € 0 mapeamento dado por
Wpw =y Ay, O
A Figura 3.4 ilugéra a construgio da unifio e intersegdo de dois operadores, através de bloguinhos.

Seja 4 um operzdor sobre . O complemento do operador  é o operador sobre &, denotado ~ e
dado por

(=) =~yX) XEP.
A operagdo de complementagdo de um operador, denotada ~, € o mapsamento dzdo por
Y=~y

O conjunto @% v, A, ~)dos operadores sobre P provido das operagdes de unifo V, intersegio A
¢ complementagio — forma uma dlgebra de Boole (por hevanga da dlgsbra de Bools dos subconjuntos).

As operagtes de unifo e interse¢lo entre dois operadores estendem—se para familias de operadores.
Seja () uma familia de operadores sobre P com indices em L
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Y= VD F=(p Av)X

Fig. 3.4 - Unifo e interseqio de operadores.

A unido da famflia de operadores 1,é o operador sobre 2 denotado V ;¢ definido por
ier

(V o= Uwpx XeP).
ierf [A=F)
O mapeamento {3r) = V o€ aoperagio de unido entre os elementos de uma familia de operadores.
i€l

Da mesma maneira, a interseqdc da fumilia de operadores ;€ o operador sobre P denotade A\ ¥;
el
¢ definido por

(A vO= N0 XEP.
=¥ =¥

O mapeamento () =» /\ ;& aoperagio de intersegdo entre os elementos de uma familia de opera-
el
dores.

A comparaggo entre certos operadores se faz em termos de uma relagio construfda a partir da definigio
da relagdo C entre subgonjuntos.

O aperador Y| € menor que o operador ¥, denota—se Y| = Y, se ¢ somente se, para todo X em F,
P Cypy(X), isto é,

P S Y@ @00 Cyy ) (X E P,

Acrelagio = entre operadores € chamada de relagdo “menor que”, Esta relagio € obtida por ordenagfio
puntual.

Seja ¢ o operador identidade, isto €,
=X XEP.
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Pela a definigao da relagfio “menor que” entre operadores, um operador ¥ é extensivo se ¢ somente
se I < ¥ e anti-extensivo se e soments Se Y < L.

Avrelagio = entre operadores & uma relagdo de ordem e o conjunto (P®, =) dos operadores sobre P
provido da relagio =< forma wm conjunto parcialmente ordenado. Este conjunto provido das operagBes
de unifio ¢ intersegio estendidas 3s famflias de operadores forma também um reticulado completo (por
heranga do reticulado dos subconjuntos, como acontecen com as fungdes bindrias), Em outros termos, para
todo conjunto de indices 7, estas operagbes verificam, para toda familia (), de operadores sobre P,

V ¥; = sup¥; e /\ y; = inf'¥p,
ie] ie!

onde ¥, € a imagem de 7 através a familia (y,);c;. isto é,
Y ={peEP? . el g, =yl
O conjuato parcialmente ordenado (‘:Pg’, =} possve um maior elemento, que € X — E, e um menor
elemento, que € X —> @

Proposigio 3.6 (sub—reticulados dos operadores extensivos e anti-extensivos) — O conjunto dos opera-

dores extensivos (resp. anti—extensivos) € um sub-reliculado completo de (iP“n, <), isto €, auniZoec a
intersegio de qualquer famflia de operadores extensivos (resp. anti-extensivos) sio operadores extensivos
(resp. anti—extensivos). ]

Prova - Seja (), uma familia de operadores extensivos e seja 3, um operador desta familia, entfio,
paratodo A € P,

A CpA) (hiptitese)

c UJya {propriedade da vniio)
ief

=(V vy, (definigio da unifo em 9%
iIEer

istoé, \/ v, € extensivo,
-

Seja (), g, vma familia de operadores extensivos. Paratodo A E Pe i € 1,
A CyfA). {hipGtese)
Assim, para todo A € P,

AC My (propriedade da intersegiio)
[ =Fi
={ A v)id), (definigio da intersegio em F%)
iger

isto €, M\ ¥, ¢ extensivo.
ierl

A prova relativa a anti—extensividade & similar a da extensividade. [m]
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Seja (4,);; uma familia de operadores extensivos, entdo para todo A € P,
Em particular, se ¥, € 5 sdo dois npgradores extensivos (resp. anti—extensivos) entfo ¢, V ¢, ¢
¥y A 45 S0 extensivos (resp. anti-extensivos).

Proposigiio 3.7 (sub—reticulados dos operadares isotdnicos e antiténicos) — O conjunto dos operadores
isotdnicos (resp. antitdnicos) € um sub—reticulade completo de ('3’9’, =), #sto €, aunido ¢ a intersegio de
qualquer familia de operadores isotBnicos [resp. antitdnicos) sae operadores isotdnicos (resp. antitBnicos).

|
Prova — Ver a prova em [Mather88, p. 122; HeiRon90, Propesition 2.2 (ii), p. 260]. (m]

Em particular, se 4, & {5 530 dois operadores isetfinicos (resp. antitOnicos) entio ¥, V e 9 A ¢y
sdo isotdnicos (resp. antitinicos).

O caso dos operadores elementares & mais complicado porque eles ndo formam sub-reticulados com-
pletos de (@?, <) Todavia, isto, longe de serum inconveniente, dd uma chance para a decomposigio dos
operadores entre reticulados em termos de operaderes elementares [BanBar93].

Vamos relembrar duas proposigbes importantes da teoria dos reticulados.

Proposiciio 3.8 {(condigdes suficientes para ter um reticulado completo) — Seja (£, =) um conjunte
parcialmente ordenado. S¢, paratodo € C £, o supremo de Bexistir entdio (£, < } & um reticulado com-
pletoe

inf¥% = supdg;, onde Iy = {Y & L: YELi de BB}
" Se, para todo % C £, 0 infime de B existir entdo (£, <} € um reticulado completo &
sup® = inffg, onde Fg = {¥E L: YéLs. de F}. [m}

Prova — Vamos provar no caso da existéncia de um supremo. Em primeire lugar, paratodo % C £ e todo
AEL

A=supdy = (VX E £, Xéls dedgy=A4A=X) (propriedade do supremo)
= (VXE® Xélsdely = A< X) (BCL
=VIEDB A=X ( X é1.i. de 34 ¢ verdade para todo X em 95)
e A6l de' B (definigado de 1.i.)

Isto €, supdg € Li. de %5 Entdo, pela defini¢iio de limitante inferior e a transitividade de <, para todo
BCLeA' € L, temos A’ < supdy = A'é 1L de B

Em segundo lugar, paratodo B C Le A’ E L,
ATélide® = A’ E Iy (definigio de dg)
= A" = supl,. (propriedade do supremo)
Istoé,paratodo B C Le A’ € L, temos A" €Ll de B = A" = supdy.

Assim, paratodo B C Le A" E £, temos A" €14, de B <= A’ < supJy,. Isto &, pela definigiio de
nfimo, para tode B C &, temos infH = supIg, O que prova a existéneia do infimo a partir da existéncia
do suprema.

No caso da existéncia de um fimo, a prova & similar [Birkho67, Theorem 3, p. 1121, [m]
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Definiciio 3.7 (subconjunto sup-fechado e inf-fechado) - Um subconjunto B de um reticulado completo
(£, =) € sup—fechado se e somente se para todo B C &, o supremo de % (em £), sup %, pertence a B,
£

Ele £ inf-fechado se e somente se para todo % C 9, o fnfimo de % {em 4£), inf%, pertence a B. u]
2z

Em outros termos, um subconjuato & de um reticvlado completa (£, =) € supfechado (resp. inf—
fechada) se e somente se a operagiio de unifio (resp. intersegiio) extendida a familias sobre (£, =)é&fechada
em B,

A segunda parte da proxima proposi¢do € o Teorema 6, p. 7 em [Birkho67].

Proposi¢io 3.9 (condigao suficiente para um subconjunto de um reticulado completo ser um reticulado
completo} — Seja (L. =) um reticulado completo ¢ seja & um subconjunto de L. Se B & sup—fechado
entdo, para todo %6 C B,

sup % = sup b,
4 B
¢ (B, =) & um reticulado completo,
Se B ¢ inf-fechado entdo, para todo % C B,
'111"95 = i%f%,
e (3B, <) € um reticulado completa. ]

Prova — Vamos provar no caso do subconjunto B ser sup—fechado. De um lado, para todo B C B e
ATE D,

supBE B sup% £ 1s. de FBem B
£ L
e = e {propriedade do supremo)
sup®B = A’ supth < A'
& FA
= A'é1.s deBem P (transitividade)

Isto €, paratodo B C Be 4' E B,
(SupB EB) = (spF 5 A’ = A" éls. de Bem B).
4 £

De outro lado, paratodo G C Be A’ € &,
A'éls.deFBem B = A’ éls. deBem L (BC4L)

= supk < A’, (propriedade do supremo)
2

Entflo necessdriamente, para todo B8 C B e A' € B,
SupBL ER) = (A" éls.deFem B = sup®B < 4"
£ £

Em outros termos, para todo %5 C B,
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(sgpe’é EM = (supB S A’ « A’ Els.de Bem B),
Fa

- s:p% = s;p?ﬁ. (definigio de supreme)

[sto prava que se B & sup-fechado entfo o supremo de qualquer subconjunto de 3 existe, e, pela Propo-
sigio 3.8, B £ um reticulado completo,

No caso do subconjunto B ser inf—fechado, a prova € similac D

Propesiciio 3.10 (propricdades dos operadores elementares) - O subconjunto A das dilatagdes (resp. E
das erosdes, A® das anti—¢ilatagdes e E® das anti-erostes) € um subconjunto sup—fechado (resp. inf-
fechado, inf-fochado e sup-fochado) de P o

Prova ([Serra88, p. 18; HeiRon90, Prop. 2.3]) — Vamos provar no caso do subconjunto A das dilatagdes,
Paratodo W C Ae B C P,

(sup¥)(supd) = ( gm‘lﬁ)(sup%‘] {propriedade da unifo em P

v

= U wisup®) (definigFo da unido em PP
WEW

= U suppis) (w & dilatagio)
pEW

= U U wiX) (propriedade da uniio em P)
YPEY XEB

= U U Wwx) (comutatividades das unides)
XEBRPpEW

= 1J ¢ V i {defini¢io da unifio em PF)
XEB pEV

= |J (sup®H(X) {propricdade da unifio em PF)
XE®D

= sup(sup¥)(L). (propriedade da uniio em P)

Isto prova que sup¥ € A e, consequentemente, que A € sup-fechado.

No caso de E, A*¢ B®, a provu € similar. m]
Exercicio 3.1 (propriedade das anti—dilatagdes) — Prove que as anti-dilatagBes formam um subconjunto
inf-fechado de 9%, u]

Pelas Proposigies 3.9 ¢ 3.10, o conjunto A das dilatagtes (resp. E daserostes, A®* das anti-dilatagbes
e E* das anti-erosdes) provido darelagio de ordem = € um reticulado completo. Em particular, no caso
das dilatagbes, para todo W C A, temos

sup¥ = supW¥W e infW < infP,
e
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Aplicando is funges de £em P(E), os mesmos mecanismos de construgio usados para prover os oper-
adores sobre P das operagdes de unido, intersegio e complementagic, e de uma relagio de ordem consis-

tente com a unifio e intersegio, obtemos a dlgebra de Boole (P(EIE, V., A, —) e o reticulado completo
(FEE, =),

Proposicio 3.11 (isomorfisme de reticulados) - O reticulado A das dilatag@es e o reticulado das fungdes
de £ em P(E), sd0 isomorfos, Em outros termos, 8 — ay € um isomorfismo de reticulado, isto &, § > a,
¢é uma bijecio e para todo &, e 4 em A,

6 =8, = ay <ay. (isotonia dupla)
[m]

Prova — Fazendo a hipdtese que 8, = d,, paratodo y € E,
ay () = 8,{{y} {definigdo de a,)
Ca{yh (hiptitese)
= ay (¥ (definigio de a,)

istoé, b, 58, = a, = dy .-

Fazendo a hipdtese que ay = g, pard todo ¥ £ P,

a, (¥} = Uyaal(y) {caracterizagio da dilatagio)
¥y E
c U ag (¥) {hindtese ¢ propriedade da unido)
yEVY
= d4(¥), {caracterizagdo da dilatagdo)
50 &, adLSa%::-ﬁl s 8, (m]

Proposigho 3.12 (propriedade da uniio e intersegio de dilutagbes) — Seja (8,);yuma familia de dila-
taghes sobre P e seja (@), =, a familia das respectivas fungdes estrutrantes, isto €, ; = ay para todei € 1.
Entao

=V(j
i PET

Sy,

(=13

3. o

4 =
Ae™y {5\1
Prova — Em relagiio A uniiio,

4 {propriedade da unido em P(£)D

v a; = 63“Mf

=)

= supA, {consequéncia da Proposigao 3.11)
A
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= supA; (Proposigées 3.9 e 3.10)
@’

= \/ 4, {propriedade da unigo em $%F)
e

Em relagdo  intersegio,

d A =804, (propriedade. da intersegdo em P(£)5)
i@
= igf A; {consequéncia da Proposigio 3.11)
< infA, {(AC PP
= A3, (propriedade da intersegio em $F)
igr
m|

Em particular, a unido de duas dialatagties coincida com a dilatagiio que tem coma fungdo estruturante
a uniao das fungdes estrutirantes. A intersegio de duas dilatagdes & maior que a dilatago que tem como
fungao estruturanic a interse¢do das fungbes cstruturantes. Em outros termos,

Oova, =8 VI, & 8,508, AD,
A Proposigio 3.12 indica um caminho para » decomposigao de uma dilatagiio § em tetmo de uma unifio
de dilatagdes menores. Seja (E));g;uma parti¢do de E, isto &, {E});c,6é uma colegio de subconjuntas de

Ewisque £E= | E;c&n E; = @, paratodo i # j. Seja (@), 4 familia de fungGes de E em P(E) dada
{EI

por

ayy) sey € E;
aly) = { (v € E}

[ c.c

Por construgio ay = \/ ;. Entlio, pela Proposigao 3.12, 6 = \/ &,
i€l =¥
Sejam a, & a, as fungdes de F em P(E) mapeando os pontos x; e x, de E (pontos marquados com

bolinhas pretas) nos subconjuntos da Figura 3.5 (pontos nas dreas cinzas). A Figura 3.6 mostra os subcon-
Jjuntos mapeados pot a; V a; e @; A a,n0s pontos x; € x,. A Figara 3.7 mostra os subconjuntos transfor-

mados do subconjunto {xy,x,} pelas dilutagdes 8,, V dq e ,, v, - Conforme a teoria estes subcanjuntos
siio iguais. A Figura 3.8 mostra vs subconjuntos transformados do subconjunto {x;,x,} pelas dilatagfes
84, A 84,8 8, 54, Conforme a teoria estes subconjuntos podem ndo ser iguais.

Uma segunda maneira de combinar operadores, dita sequencial ou serial, consiste em ligar a saida de
um operador com a entrada do outro.
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x e adx;) e axy

x e} X ¢ ayx)

Fig. 3.5 — Especificagio das fungdes estruturantes.

el Vo )x)

oy el A adx) xcdag A aylxs)

Fig. 3.6 - Unido e intersegiio das fungGes estruturantes,
Definicho 3.8 (composigio de operaderes) — Sejam ¥, e yr, dois operadores sobre P. Q compesto (ou pro-

duto) do operador 3, pelo operador v, é o operador sobre %, denotado 1 1 e dado por
W)X =) (X EP).

A composigio de um aperador por wm cutre € 0 mapeamento dado por

TR 2 Al M7 o
A Figure 3.9 ilustra 2 composigio de um operador por um outro, através de blogquinhos.
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@, ¥ 4,)00

|
|
|
i
!
I
|
|
!
L

‘ I
X R

Fig. 3.7 - Unifio de dilatagbes.

Pela Definigiio 3.3, um operador € idempotende de tipo 1 se e somente se

w=v
¢ & idempotente de tipa 2 se e somente se
=L

Exercicio 3.2 (associatividade da composigio) - Mostre que a composigio € associativa, isto €, para todo
operador 4/, Yy € Y4 sobre P,

Y ) = (s o
Proposigiio .13 (propriedades do composto) - Sejam ¥, e 4, dois operadores sobre P, C operador
4,5, composte do operador ¥, pelo operador 1, temn as propriedades dadas nas Tabelas 3.1,3.2e 3.3.

m}
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Tabela 3.1 - EXTENSIVIDADE/ANTI-EXTENSIVIDADE DO COMPOSTO.

¥ & exensivo

%, é anti-ext

¥, & extensivo

1\, & extensivo

W, € anti-ext,

P, € inti—exi.

Tabela 3.2 - ISOTONIA/ANTONIA DO COMPOSTO.

W, & isolone ¥, ¢ antiione
¥, & isotonc Y0z € isvlone Y2 € antitone
¥, € antitone Yap, & antilone ¥, & olone

Tabela 3.3 —- CLASSE DO COMPOSTO,

¥ € dilatagio ¥, & erosic ¥, ¢ anti—dilalagiio |, € anti-erosio
Y, € dilatagiio Yy, W, & dilatagdo - - ¥, € anti—eros.
Y & erosfio - P € emsio P € unki—~dil, -
1, € anti-dilatacdo ] 4, & anta—dil. - - ¥y, € erosdo
v, & anti-erosdo - Y, & anti-gros, | . € dilalagiio -

47

Exercicio 3.3 (propriedades da composigio) ~ Prove que o composte de uma anti—dilatagio por uma
anti-erosio € uma uma erosio. ]

Finalmente, as maneiras paralela e sequencial de combinar 0s operadores podem ser combinadas.

Proposi¢io 3.14 (unifio e intersegdo versus composigan) — Para todo operador ¢ sobre 2P ¢ toda familia
(¥ );; de operadores sobre P,

(Vwie= Vyg e (Avig= A ve
t€1 tE S i€t (X =31
e ¢ € uma dilatagio,
¢V y)=V ow
i€{ i€1
se ¢ € uma erosio,

A w= A ow
A=

ief

se ¢ &€ uma anti-dilatagio,
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oV w)= A ow;
P& f iE/
se ¢ € uma anti-erosio,

p(A vi=\V ov. o
el =N

@, A 4, )00

a; Ay

Fig. 3.8 - Intewsecao de dilatacGes.
Prova — Para todo operador ¢ sobre @, toda tamilia ()=, de operadores scbre P, e X € P,

(V w0 =V p)gx) (definigdo da composigao)
fef iel

= |J wpc) (defini¢fio da unifio em PF)
ierl
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= UJ wpn {definigda da composigde)
i€l
=( V v)x. (definigio da unido em %)
(=N
A provarelativa 3 intersegio € similar a relativa 3 unifio. As outras igualdades sdo consequéncia direta
das definigdes dos operadores elementares. u|
¥y

¥ = (0

Fig. 3.9 — Composigio de operadores.

Proposigio 3.15 (relagio de ordem versus composigio) — Para todo operador ¢, 3, e ¥, sobre P,
W) Sy =Yg S yugs

se ¢ € isotdnico,
Y S Y = 0P S gy

se ¢b ¢ antitdnico,

Yy Sy =gy < gy O
Exercicio 3.4 (relagdo de ordem versus composigao) — Prove a primeria e segunda implicagio do enun-
ciado da Proposigiio 3.15. [

Observamos que a composigio de dois operadores elementares pode 2o ser comutativa, Porexemplo,
sejam x e y dois pontos de E e sejum 4 e o, duas fongdes tomande os seguintes valores em x e ¥:
a{x) = {x), a(¥) = {x} e ayix) = {y}. Entio, 6,8, ((x}) = {y} e 84,0.,({x}) = {x}. Isto & neste
caso, §y 04 #* dq 04,






Capitulo 4

Operadores invariantes por translacao

As fungdes estruturantes do capftulo anterior podern ser vistas como uma maneira de definir uma nogio
de vizinhanga para os pontos do conjuato E. Por exemplo, seja @ uma fungio estmturante definida sobre
E. O conjunto afx) pode ser visto como a vizinhanga do ponto x. Neste capitulo, vamos estruturar o con-
junto E de maneira a podermos definir wma certa regularidade enwe vizinhangas de pontos distintos. A
estrutura considerada € a de grupo Abediano.

Com esta estrutura é possivel definir os operadores de translagio ¢ transposicio e, finalmente; a classe
dos operadores invariantes por translagdo. Esta classe foi a primeira estudada em Morfologia
Matemdtica, € possue muitas propriedades matemdticas intergssantes.

Neste capitulo, damos uma atengio especial a situagio real onde o dominio das imagens é finito. Para
tanto, serd introduzida a nogio de adigio médule n. A fim de estruturarmos o dominio das imagens
seguado um grupe Abeliuno com 2 liberdade de escolha do elemento neutro, usasemos a nogio de espago
afim ligade a um grupe Abelianc.

As operagtes de adi¢do e subtragio de Minkowski sfio apresentadas e utilizadas explicilamente na
caracterizagdo das dilatagdes invariantes por translagio.

Em certas aplicagdes, os operadores elementares invariantes por translagiie podem apresentar efeitos
de bordas indesejdveis, porissointroduzimos também aclasse dos operadores condicionalmente invarian-
tes por transtagdo.

4.1 Translacdes e transposicio

Seja Z oconjunto dos inteiros. Seja Z2o produto Cartesiano Z X Z, isto €, 0 conjunto dos paresordenados
de inteiros. A maneira mais simples de definirmos a nogio de vizinhanga & considerar o conjunto E como

sendo a imagem de um retdngulo de 77 através de um mapeamento bijetor.
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Sejam n,; e nydois inteires positivos, representando o tamanho do retingulo. A Figura 4.1 mostra dois
conjuntos E ou, nos referindo s imagens, duas grades particulares, Em (a), temos um exemplo de uma
grade guadrada com {n,,n,} = (6,6) e, em (b), de uma grade hexagonal com (n,,n;) = (12,4) ov
(7y.n4) = (6.8). Neste caso, dizemos que o conjunto ou grade E tem o tamanho 1y X fa.

(a) quadrada {b) hexagonal

Fig. 4.1 — Dois tipos de grade.

Queremos estruturar ¢ conjunto £ segundo um grupo Abeliano, provendo £ de uma adigo cujo ele-
mento heutro seja um ponto arbitririo de E. Para isto, vamos partir inicialments do retingulo
Ret(riy,ny) = [0,..,ny = 1] X [0, .rty = 1]& 0 prover de uma adigio.

O conjunto Z provido da adi¢io entre nimeros knteiros forma um grupo Abeliano, denatado (Z, + ).
Em outros tetmos, a adigio verifica os axiomas abaixo fCaRaCo63].

Para todo elemento o, be cem Z,

Na+b=b+a (comutatividade)
Rifa+tb)y+c=a+(b+) (associatividade)
3NJe€Z, a+e=ce+a=u (lei do elemento neutro)
M3 EZ, a+d’' =d +a=- {lei do opasto)

0 clementa ¢, chamado de elemento neutro, é o elemento O de Z. Q elemento a’, oposto de a, € deno-
tado — @,

Os trés 1iltimos axiomas definem um grupo. Isto &, win grupo Abeliano € um grupa comutativo.
Ezercicio 4.1 (unicidade do elemento nentro) — Prove que o elemento neutro & inico. c
Prova - Sejam e € e, dois elemento neutros,

e; = e e, (e, & elemento neutro)

=€;. {e; € elemento neutro)

a

Exercicio 4.2 {unicidade do oposto) — Usando us axiomas de grupo, prove que o oposto & tinico. a

Prova — Sejam «, ¢ a5 dois opostos de 4,
a=a;+e (ei do elemento neutea)
=g +(@+a) {a, & oposto de a)

= {ay + a) + a, {associatividade)
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=e+a, (a, € oposto de a}
=a,. (tei do elemento neutro)
O

A diferenca entre os inteiros a e & é o elemento de Z, denctado « — b e dado por
a—b=a+(—h).
A adigdo entre inteiros extende—se a pares ordenados de inteiros. Sejam (g, ¢;) e (b1, by} dois pares
ardenados de inteiros. O conjunte Z2 provido da adigio definida por
((ay, a) by b))y = (apaq) + (Bpby) = (2 + b ey + By),

£ um grupo Abeliano. Oelemento newtro é o par (0,0}, o opostode (ay,a45)é {— ay, — ay),queé denotado
= (ay,ay).

Para prover o retingulo Ret(r,,n,} de uma adigo que verifique os axiomas de vm grupo Abeliano,
precisamos introduzir a nogdo de adigio madulo n.

Definigio 4.1 (adigio madulo n) - Seju 22 um inteiro positivo. Seja Int{s) = [0,...,n — 1] um intervalo
de Z de tamanho #. A soma médulo n dos elementos ae bem Int(n) ¢ oclemento de Int{n) denotado a + b
n

e dado por
tbe a+b seatb=n—-1
an “la+b-n cec
ou ainda,

a + b = resto{{u + b)/m).
n
A adigéio médulo nem Int(n), denvtada +, & o mapeamento dado por
i3

(a,byrsa+b. [m}
n

Denotaremnos a soma médulo n de @ & b simplesmente @ + b, quando nio houver divida sobre o
tamanho do intervalo.

) elemento neutra da adigio médulo n em Int(r) &0. O oposto mddulo n de « € denotade — ae dade
n
por

—a=10 sea=10
n n—a <¢c.

0 intervalo Int(n) provido da adigio médule » forma wm grupo Abelianc.
Exercicio 4.3 (ei do oposts) — Seja @ um elemento do intervalo Int(n). Prove que o elemento — a defi-
n

nido acima é o oposto médulo # de @ m]
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Usando o mesmo mecanismo de extengio da adigio de Z para Z2, a adigio médulo » em Int(n)
extende—se aos pares em Ret{n,n,). Sejam (ay,a,) e (b, b,) dois pares em Ret(n,,n,), ¢ conjunto

Ret(n,, n,) provido da adigdo mddulo (7, n,), denotada ( +n1) & definida por
S

((al,aZJ,(bl,bz)) > (ay,ay) (”h-"-"ﬂ (bpbp) = (g r‘:blsaz ;: bz),

forma um grupo Abeliano. O elemento neutro € o pur (0,0), 0 oposto médulo (ny,n,) de (a2 a,) &

—ay — a,), que é denotado . —  {a; a,).
(m g 24 ("1:"—1)( 142)

A diferenga erure os pares a € b emt Ret{r |, n,) € 0 par de Ret(n,, nn,), denotado o _rh) b e dado por
LI

( )

- b
(1,07
Denotaremos a soma modulo {4, 715) de a € bem Ret(n, ;) simplesmenie ¢ + &, quando ndo houver
diivida sobre o tamanho do retingulo. Neste caso, denotaremos o oposto médulo (ny.#,) de @ simples-
mente, — a ¢ a diferenga mddulo (,.n;)de ae bpor a — b.

- b= +
a(ﬂpﬂn) fa(rz,,ng)

Vamas considerar dois exemples priticos de canjunto £ formande um espago afim ligado as grupo
Abeliano Ret(z,n,). Os elementos de Ret(n;. ny) serio chamados, por abuso de linguagem, de vetores
(apesar de ndc serem elementos de um espago vetorial) e os elementos de E serio chumados de pontos.
Para ajudar a fazer a diferenga entre vetores ¢ pontos, os vetares seriio sobrelinhados por uma seta quando
for conveniente.

Q primeiro conjunto E considerado € o intervalo Imt(n). Na pratica, este conjunto poderia ser 08
enderegos de n pixels anmazenados na memoria de um computador.

Proposicio 4.1 {intervalo como espago afim ligado ao retingulo) — Seja n = ayn,. O conjunto Int(x)
provido do mapeamento de Tat(n) X Int{z) em Ret(n,n,): (x,¥) > xp, definido por

5= (D) — intt SAg X

x (mt(n:) - 1ut(n2),rcsto(n2) - rcst{)(nz)),
€ um espago afim ligade ao grupo Abeliano Retin), ny), isto €, o mapeamento (x, y) — iV satisfaz aos trés
axiomas abaixo

{1) para todo x em Int(x) ¢ em Ret(n;,n,), Iy EE, 53 =4

QH=00=x=y

{Jparatodox, yezem Int(n), 5 + 32 = &. (relagiio de Chasles)
a
Prova - O resultado enunciado decorre da definigio de 53, (]

Pela relagio de Chasles, o oposto de 7 & yX, isto &, ~ Xy = yX.

O elemento y do primeiro axioma da Proposiciio 4.1 € tnico [CaRaCo65, p. 88]. Isto permite definir
uma operagdo externa sobre Int(n).
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Definicio 4.2 (soma de vm ponto per um vetor) — Seja £ um espago afim ligado a Ret(n,, n,). Sejam x
um pontocm £ e Wum vetorem Ret(z, ny). A soma de um ponte xpor um vetor i & o ponto de E, denotade

x -E H (ou simplesmente x + &, quando nio houver diivida sobre o espago afim considerado) e dado por

y=x+i e =4 ]
Asgim, paratodoxeyem E, y = x + I,
Para um dado ponto o em £, 0 mapeamento x — X € uma bijegio de E em Ret(n), n,) € sua inversa
¢ o mapeamento ¥ — o + U.
Proposigiio 4.2 (propriedades da soma de um ponto por um vetor) — Para todo ponto x em E,
DHx+ 00 =x
() para todo ¥ e ¥V em Ret(ny.ny). x + (#F + %) = (x + 1) + 7, O
“Prova — A propriedade (1) decorre do segundo axioma da Proposigio 4.1. A propriedade (2) decorre do
axioma (3} de espago afim: para todo xem E e todo ¥ ¢ ¥ em Ret(n,n,),

=x+@E+P S Bm=F+7 (Definigio 4.2)
@ x=0+7 & y=x+7 (equivaléncia 16gica)
oxv+yz=u+7vV e y=x+7u (relagdo de Chasles)
U+ =0+V e y=x+1u (Definigio 4.2)
=V e y=x+i (propriedade da soma)
ez=y+V & y=x+1 (Definigao 4.2)
@z=(x+H+7. (equivaléncia légiceli:)‘

Sejaxum pontw em Int(z) e seja it = (uy, u5) um vetor de Ret{ry, n,), pelas definighes de £ye de soma
de um ponto por um vetor,

X + H=n + int{Z}) + u, + resto().
" oy iy (”2)) 2t (”2)

Porexemplo,se n; = n, = 3, x = Ge ¥ = (2,2), entio

6+(2.2)=3{2+2)+2-;-0)=-"3(1)+2=5.
3

Por outro lado, verificamos que

E5=(1-22-0 =22
3 3

0O segundo conjunte £ considerado & o préprio retingulo Ret{n,,n,). Na pritica, este conjunto poderia
ser as coordenadas dos pixels dispostos numa grade quadrada.
Proposicao 4.3 (retingulo como espago atim candnico} — O conjunto Ret{n,,n,} provido do mapea-
mento de Ret(n), n,) X Ret(n,,n,) em Ret(n,,n,): (x,5) — 53, definido por
=y — X
= arn)

€ um espago afim candnico (ligado a ele proprio). |
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Prova — O resultado enunciado decorre da definigio de i3 ]

Seja xum ponto em Ret(ny, ny) e seja i = (4, 4,) um vetor de Ret{n,, n,), pelas definigdes de % e
de soma de um ponto por um vetor,

X+ H=x + nu
Ret(n,, n,) IR
Por exemplo,se n;, = n, = 3, x = ,0) ¢ ¥ = (2,2), entdo

2.0y + (2,2} = (2.0) (3-]-3] (2,2} = (1,2).

Por outro lado, verificamos que
(2,0501,2) = (1 = 2,2 =0} = (2,2).
3 3

Seja E vm espago afim ligado a Ret(r,, r1;). Podemos estruturar £ para ser um grupo Abeliano cujo
elementa neutro seja um ponto qealquer que chamaremus de origem e denataremas o.

Definigiio 4.3 (adigio num espago afim ligado ac retingulo) — Seju £ um espago afim lipado a
Ret(z,.7,). Seja o um ponto qualquer de £ e sejam ¢ e & dois pontos de E. A soma, relativa a origem o,

4]
das pontos a e bem E & o ponto de E, denotado a }é’ b(ou simplesmente g + b, quando ndo houver diavida
sobre o ponto arigem ¢ o espago alim considerado) & dado por

a-?:b=0+(072 + ob).
E (), 1)

. . ~ . ] ; r
A adigde, relativa & origem o, de dots pontos de E, denotada % ¢ 0 mapeamento dado por

{a.b)-—ba%b. o

A Figura 4.2 mostra a construgio da soma, relativa i origem o, de dois pontos e bem E.
Proposiciio 4.4 (grupo Abeliano sobre um espago afim ligado ao retingulo) — Seju E um espago afim
ligado a Ret(r,. ny}. Sejan um ponta qualquer de E. O conjunto £ provido da adigiio -E- relativa & origem
¢ é um grupo Abeliano. O elementoe nevero € o ponto o. O oposto de um penta a, relativo ion gem o, deno-
tado % a, ¢ dado por

a=o0+ a9, m}

SR

Prova — Para um dado ponto o e para todo ¥ ¢ ¥ em Ret(n, 1),

C+rDie+N=0+G + D
B {5y, 12}

Tsto provaque abije¢io # — o + i € um isomortismo de Ret{n.n,), provido daadigdo  + )em E, pro-
n

1y, 11y,

vido da operagio -z; Jdque (Ret{n,,m,), ( +W )') éum grupa Abeliano, o mesmo ocorre com (E, -i- 3. Pela
LLFPZY 2
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propriedade (1) da Proposigio 4.2, o elemento neutro de E € o + (1,0} = 0. O oposto de 4 em E &
o+ (—oa) =0+ ao. (m}

e

-
L=k ox

E Ret(n,, n,)
~ -
oa,. + _ob
(n,n
o+
u

Fig, 4.2 - Construgio da soma num espago afim.

. (] .
Seja (£, -}I;) o grupo Abelianc da Proposigao 4.4, a diferenca, relativa 4 origem o, entre o8 pontos a

e bem E € o elemento de E, denotado o f ke dado por

] 9 .0
asb=a3(25h).
E 25,‘. (E )
Daqui em diante, o conjunto E serd o préprio retingule Ret(r,,#,). Quandoa origem o € o par (0,0),
aadi¢io -(EI},- reduz—se a adigdo médulo (n,,n,).
A Figura 4.3 mostra a soma a Ret (—z— 10) b, relativa ao ponto crigem ¢ {representado por um peguenc
£,

quadrado preto), de dois pontos a ¢ & de Ret(9, 10) e o cpostoe a, relativo 3 o, do ponto a. A soma

o
Ret(9,10)
¢ 0 oposto podem ser obtidos grificamente duplicando 8 vezes o retfingule Ret(9, 10} em tormo dele
mesmo & consideranda a somae o 0posto, relativo a o, sobre o espago afim canénice Z2, provido do mapea-

mento definide por ¥y = y — x. Asomaa i-z héobtida pela regra do paralelograma, Esta regra é baseada

no seguinte resultado,

a z%_’; b =04 (ci+ ob) {definigio de adigio relativa 1 o)
= (o 2—1aa) Z-_I-z 0b {Proposigio 4.2)
= a4 oh. (Definigio 4.2)

A
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A soma aRet(% ID)b & obtida a partir da soma em Z2, levando & coincidéncia com Ret(3, 10), o

retdngulo que contém esta soma. O cpost Ret (% " ¢ obtida a partir do oposto em Z2, levando 2 coin-
ells,

cidéncia com Ret(9, 10), o retingulo que contém este oposto.

N . n.
o
1

I i
Rel(, 10)

R PR
_n.’;‘ b_

. 2 L.
' Ret{9, 10} |

i@+ ob
zi

Fig. 4.3 — Soma € oposto num espage afim,

Uma vez o conjunto £ estruturado segundo um grupo Abeliano, podemos definir o operador de trans-
lagio por um slemento de E, que chamaremos de vetor (apesar dele nie ser um elemento de um espago
vetorial), e pelo operador de transposicio.

Defini¢iio 4.4 (translagao por um vetor) — Seja X vm subconjunto de um grupo Abeliano E. O transtado
de X por um vetor u de E € o subconjunto denotado X + u e dado por

X+u=I{x=EE: x-neE X},
A translagdo pelo vetor u de E, denotada 1., € 0 operador sobre P(E) dado por
XX =X+u O
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Exercicio 4.4 (representaciio de um singleton) - Seja £ um grupo Abeliano, Mostre que, paratodo v ¢ v
¢em E, '

fy+et={y+u o
Prova —Para todo ¢ y em E,

{yl+ru={xEE: x—u&ly}) (defini¢do Je transladoe)
={xEE:x—~u=y} (definicdo de singletun)
={x€EL:ix=y+u} (propriedude de +)
= {y + u} (definigao de singleton)

]

A Figura 4.5 mastra em ¢inza mais escuro o translado do subconjunto X de Ret(9, 10) da Figura 4.4
pelo vetor u = (4,3} de Ret(Y, 10}, Na Figura 4.5, a origesi o € o ponte {0, (),

Fig. 4.4 - Um subconjunto.

Denotamos por X — u 0 translado de X por — u,

A Figura 4.6 ilustra, através de um bloguinho, a translagio pelo vetor u = (4, 3) e o resultado obtido
em termos de imagens bindrias.

Em Morfologia Matemdtica, umaclasse muito estudada de operadores € aclasse dos operadores invari-
antes por translagio.

Definigio 4.5 (invarianga por translagio) — Seja E vm grupo Abeliano. Um operador 4 sobre P(E) é
invariante por rranslagdo (i.1.) se e somente se, para todo u € E.

Y, = T Y- {invarianga por translagdo)
Em outros termos, paratodo X € P(Eleu EE,
WYX + 1) = X)) + u 0

A complementagio € um exemple de operador i.t., para todo X € P(Eye « € E,
X+ w)' =X+
Proposicho 4.5 {propriedades dos operadares invariantes por translagiio) - Seja E um grupo Abeliano, Os

aperadores sobre P(E), invariantes par translagio, formanm um sub—reticulado completo de (P(E)?E), <)
¢ 80 fechados relativamente a composicio. ]

Prova — Ver [HeiRon®1), Proposigio 3.1). Q
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:O = (U,U) e .

Fig. 4,5 - Translado de um subconjunto por um vetor.

Proposigio 4.6 (propriedades do translado) — Seja E um grupo Abeliano com elemento neutro o. Para
todo X, X, e X; em P(E), e paratodo u e vem E,

(W X+o0o=X

QX+ +v=X+@u+w

(3) X, C X, <> (X, + u} C (X, + u). o
Exercicio 4.5 (propriedades do translado) — Prove a Propriedade (2) ou (3) do translado. (w]

Como consequéncia da Proposigo 4.6, temos, para toda familia de elementos X; em P(E) e todo u em
E,

(Uxp+u=Jx+w
iEl =¥
(n Xp+u= ﬂ(Xj+u).
Pief iefr
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o= (0,0)

Fig. 4.6 ~ Um operador de translagio,

A partir das propriedades do translado podemos enunciar as das wranslagdes.
Propesicio 4.7 (propriedades das translagbes) — Seja £ um gropo Abeliano com elemente neutro o, O
conjunte das translagdes, provido da composigio, formaum grupo Abeliano de automorfismos invariantes
por translacio, isto &, para todo vetor u, iy, uy¢ uyem E ¢ todo X, ¢ X, em P(E),

(M) 1,70, = Ty, ] (comutatividade)
(D) o To v, = 7o, (T4 {associatividade)
3 eP? 1 = VI, =1, (lei do elemento neutro)
DI eP? 1 =0tr,=v (Iei da oposto)
DX CX, = (X)) Cr(Xy) (isotonia dvpla)
(6) T8y = 4. (bijegio)

O composto 1y Ty, € 4 translagio Ty, +u, 0 clementoneutroté a translagiio 7, (¥, € 0 operador identi-
dade ¢} ¢ 0 oposto de 7, & a translaglio T— . m}

Exercicio 4.6 (propriedadss das translagdes) - Prove duas das propriedades do enunciado da Propo-
sigdo 4.7, Use, quando for o case, a Proposigiio 4.6. a

A comutatividade das translagfes corresponde exatamente 3 propriedade de invarianga por translagio.
A isotonia dupla e a bijegAo fazem da transtagio ¥, um automorfismo sobre P(E). Por ser um automor-
fisme, T, € uma dilatagfo & uma erosio, para todonem Ee¢ B C P,
T.(supF) = supr(H) e r,(infE) = infr (%)
Quando E € provido de uma adigdo, € importante estudar, além da translagio, um outre operador cha-
mado de transposigio,
Definigéio 4.6 (transposigiio) — Seja X um subconjunto de um gropo Abeliano E. O rransposto (em relagda
agrigem) de X § 0 subconjunto denotado Xt e dado por
Xt={xEE: —xEX).
A transposigio, denotada ¥, é o operador sobre P(E) dado por
X)) = Xt O
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A Figura 4.7 mostra em cinza mais escuro o transposto do subconjunio X da Figura 4.4. Na Figura 4.7,
4 origem o € o ponto (0, 0).

L x
Ret(9, 10)

Fig. 4.7 - Transposto de um subconjunto.
A Figura 4.8 ilustra, através de um bloguinho, a transposi¢éo & o resultado obtido em termos de ima-
gens bindrias,
Um subcanjunto X de E & simétrico (em relagéio a origem) se e somente se X = X

Considerande £ como um gropo Abeliano sobre wm espage afim ligado ao retingulo Re#(5,5), a
Figura 4% mostra, em (a), um subconjunto B simétrico (em relagio a origem o = (2,2)) €, em (b}, um
subconjunto B, ndo simétrico (em relagiio a origem ¢ = (0,0)).

Proposi¢hio 4.8 (propriedades do transposto) — Seja E um grupo Abeliano, Paratodo X, X, ¢ X, em P(E),
(H{xhY =X
Mrx, Ccx, sXx'cxt o
Exercicip 4.7 {propriedades do transposto) — Prove a Propriedade (1) ou (2} do transpasto. =}
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T

e = (0,0

Fig. 4.8 — Transpusicie,

©,0) .o
O . -

(a) (b}

Fig. 4.9 — Simetria de um subconjunto (em relagdo a origem).

Caomo consequéncia da Proposigiic 4.8, temos, para toda familia de elementos X; em $(E),

(Jxy=Ux!
e

=¥
(Nx=Nx'
rer iEl

A partir das propriedades do transposto podemos enunciar as da transposigio,

Proposigiio 4.9 (propriedades da transposigin) - Seja £um grupo Abeliano. Astransposigoes sobre P(E)
formam um conjunto de automorfismos idempotentes de tipo 2. isto &, paratodo X, e X, em P(E),

X CX, = X)) CrfXy (isotonia dupla)

(Nrr =4 {bijecdo idempotente de tipo 2)

a

Exercicio 4.8 (propriedades da transposigio) - Prove uma das propriedades do enunciado da Prope-
sigdo 4.9. Use, guando tor o caso, a Proposigan 4.8. a

A isotonia dupla e a bijegio fazem da transposi¢iio ¥ um autrmorfisme sobe P(E). Por ser um auto-
morfismo, 7 € uma dilatagio e uma erosdo, para todo 6 C P,

T(upH) = supe(®) © T(infH) = infr(®).
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A transposigo ndo & um operador invariante por translagdo como mostea a proposigio seguinte.

Proposicao 4.10 (propriedades mutuas do translado e do transposto) — Seja E um grupo Abeliano. Para

todo Xem P(E)enecvemE,
ME+=X-u
DuEX+tvevEX+u

b

Prova - Vamos provar a Propriedade (1). Paratvdo u EE X EPe yE E,

JEX+uw e —yEX+u
e (-y-rEX
= -0t EX
wy+ucX
@ yEX—u

istoé, paratodou € £, X € P,
K+w=XxX—u
Vamos provar a Propriedade (2). Pamwdo nev EE¢ X € P,
uEeX+veeu—veX
@ —(v—weX
@ yv—u&EX
 vEX +u

(defini¢Zo do transposto)
(defini¢do do translado)
(soma ¢ Oposto comutam)
{defini¢do do transpostc)
(defini¢do do translado)

(defini¢do do translado)
(soma ¢ 0pasto comutam)
{(definigio do transposto)

(definigio do translado)
m}

A Figura 4.10 ilustra a Propriedade (2), enunciada na Proposicao 4.1, Nesw figuna, a origem o ¢ 0

ponto (€, 0). Em (a), a drea cinza representa um subconjunto X particular; em (h), a drea cinza representa
otransposto X% em (c), os dois pontes pretos representam dois pontos t & v de E'e a dreacinza o translado
X + v, em {d) a drea cinza representa X' + w, o translado por k do transposto de X. Observa~se quemn, em
{c}, u pertence a X + ve, em (d), v pertence a X+ n

A partir das propriedades mitnas do translado e do transposto podemos enunciar as das translagies
e da transposigie.
Proposigio 4.11 (propriedades mituas da translagdo e da transposigiio)— Paratodo ey € Ee X € P,

(Dre, =707

() u E1(X) v E 12X
Prova — Vamos provar a Propriedade (1). Paratodo u € E, X € P,
T AX) = (v, (X))
=X + )
= (X + )"
=X'—-u
= 1_,(XY
=7-,(7(X))
= 770X

o

(defini¢do da composigio)
(definigio da translagio)
(definigiio da transposigio)
(Proposi¢io 4.10)
(definigiio da translagao)
{definigio da transposigio}
{detinigdo da compusigho)
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Vamos provar a Propriedade (2). Paratodo s evE Ee X € P,

uETX) S ueEX+y (definigio da translagio)
SsyEX +u (Proposigio 4.10)
oy E7,XY {definigio da translaciio)
<y £ 1,00) (definigdo da transposigio)
<« v E 1,7(X). (defini¢do da composigio)
]
a=-(0,0). o= (U,U).

o =00
a

X+v

() {d)

Fig. 4.10 — Relagiio entre o translado ¢ o transpasto.

4.2 Adicio e subtracio de Minkowski

Na segdo anterior, foram vistas a adigiio entre dois pontos de E & a adigio entre nm subconjunto € um ponto
(a translacao). Nesta segao, vamos definir a adigio entre dois subconjuntos, conhecida como a adigio de
Minkowski [Minkow(3].

Definigo 4.7 (adigio de Minkowski) —Seja £ um grupo Abeliano. Sejam A e B dois subconjuntos de E.
A soma de Minkowski de A e B € o subconjunto de E, denotado A €0 B e dado por

ABB={x€E:Ja€AeIBEDB x=a+bl
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A adi¢do de Minkowski, denotada @, é o0 mapeamento dado por
AB)—>AGBB. (]
A Figora 4.11 ilustra a construgio da soma de Minkowski de dois subconjuntos A e B.

AGB

Fig. 4.11 — Soma de Minkowski de dois subconjuntos.

A Figora 4.12 mostra trés exempios de soma de Minkowski. Observamos que a soma de um subcon-
junto porum singleton contendo a origem € o préprio subconjunta. Os resultados destas wés somas ilys-
tram uma solugdo do problema de interpolagfio de formas. Entre a cruz e o quadrado de tamanho 5 X5,
resultantes da primeira e terceira somas, temos nma forma intermedidria, resultante da soma de wma ¢z
e de um guadrado de tamanho 3 X 3.

Seja B um subconjunto de £ ¢ n um mimero inteiro nio negativo, Asvezes, é iitil denotarmos por nB
o subconjunto de £ dado pela composigio de n — | adigBes de Minskowski, isto é,

ng ={...B@B)DB.)DEB
se n for maior que 1, o prGprio conjunto B, se rfor 1, e o singleton {o}, se n for Q.
Proposicao 4.12 {propriedades da soma de Minkowski} - Para todo A, B,e Cem P e z em E,

hWaea= |JAa+s {definigdo equivalente)
FPEB
(2)ADBE=BdA {comutatividade)
B APRBC=ADBDBC) {associatividade)
{DHADB (o} = A (lei do elemento neutro)
SHAEBY+u=A+u)DB (translacio versus soma de Minkowski)
B)oEB=ACA®B,. O
Prova — Propriedade (1). Paratodo Ae Bem P e paratodo x € E,

XEA@DB = TaEAeIEB x=a+b {definigio de &)

<3 EB (AueEA x=a+b) (equivaléncia ldgica}

< JbEB, (Ja&A a=x—b) (propriedade de +)
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e 3dbhEB x—bhEA {equivaléncia ldgica)

«3IbEB xEA+D (defini¢iio de translado}

=€ | JAa+b (definigdo de unido)
bEB

Propriedade (2). Ela decorre da comutatividade da soma em E.
Propriedade (3). Ela decorre da associatividade da soma em E.

Propriedade (4), Para todo A em P,

ABlol= |J A+»p {Propriedade (1))
b € {a}

=A+o {familia reduzida a um membro)

= A, (propriedade do translado)

Propriedade (5). ParatodoAe Bem PenemE,

AeRm+tu=(lJ A+ +au {Propriedade {1})
bESB

= |J@A+p+u (propriedade do translado)
LER

=Ja+e+w (propriedade do translado)
he R

= U A+ (u+b) (cornutatividade da adigio)
h&E R

= Jwa+uw+ep (propriedade do translado)
LbEB

=(lJa+w+e (propriedade do translado)
b B

=(A+ ) @B (Propriedade (1))

Propriedade (6). Para todo A ¢ Bem P e para todo x € E,
(rEZA coER=x+oEAPB

< xEABB.
Isto &, paratodoA e Bem P,

EB = (VxEE xEA=>xEADBE)

«w ACASDB.

(definicdo de @)
(propriedade de +)

(defini¢iio de inclusio)
O
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Fig. 4.12 — Trés exemplos de soma de Minkowski,

Exercicio 4.9 (propriedades da suma de Minkowski} — Prove uma das propriedades abaixo. Para todo A,
A, Ay B, B, e Bem P,

(DABB={xEE: (B +xNA =@ (definigio equivalente)
(2) (A UA) BB = (A, ®@BUMA, ®E) (distributividade de @)
(HA®BUB) = ASBIUA DB, (distributividade de &)

4)(A,NA) BB C (A, ®B)N(A, D B)

5)AD B NB,)CABB)INADBE,)

6)A, CA, < A, BB CA, BB

(TYB,CB, © A®B, CA®B,

BHods=0
E seB=9

(9)EGBB={ 0
# ce.

Ap6s vdrias décadas, Hadwiger [Hadwig50, Hadwigi7] definiv a subtragfio de Minkowski que tem
urm papel tio importante quanto a soma de Minkovski em morfologia de subconjunta.
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Definiciio 4.8 (subtragio de Minkowski) — Seja £ um grupo Abeliano. Sejam A e B dois subconjuntos de
E. A diferenga de Minkowski entre A e B é o subconjunto de £, denotade A & B e dado por

ADB={yEE:VYbEB (Ju €A y=a—-b)}.
A subtragdio de Minkowski, denotada ©, € ¢ mapcamento dado por

A.B)—>AODB. O
A Figura 4.13 ilustra a construgio da diferenga de Minkowski entre dois subconjuntos A e B.

o-ao 408

T i
A
. .\\. L T .
o F——1
R N AR N
B‘I' L_,_L‘I_._’_. .o 1
."—n?»‘.‘.f‘.-u.-\”.:
== |
Tl .-
e
A

Fig, 4.13 — Diferenga de Minkowski entre dois subconjuntos.

Proposiciio 4.13 (propriedades da diferenga de Minkowski) — Paratodo A, B, e Cem P ey em E,

HAeB= (1Aa-0» (definigdo equivalente)
bER
DASBOC=AQBdO
B)Ao{o} =4
D ASB+u=A+wER (translagio versus a diferenga de Minkowski)
NoEF=ABBCA. O
Prova — Propriedade (1). Paratodo Ae Bem Pe paratodo y € E,
YEASB < VYW EB, (Ja €A y=a—b) (defini¢io de )
VYO ER (JaEA au=v+ 8 {propdedade da +)
“YoER y+hEA {equivaléncia 16gica)
«wVYbEBR yEA-b (defini¢Ao de translado)
wyE [(14A-b {definigio de intersecio)
bEB
Propriedade (2). Paratado A, B, ¢ Cem &,
Aemec= (Y[ 4-b-¢ (Propriedade (1))
¢cECHER
=M MNa-»n-¢ (propriedade do translado)

ceEChERB
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= MA=-@E+0
ceEChER

= A—(b+0)
bERece

= A—-x
XEB®C

=AQEDO)

Propriedade (3). Para todo A em &,
AB oY= [) A—b
b e {o}

=A-0
= A.
Propriedade (4). ParatodoAe Bem P e uem E,

AOB +u=([1A-b+u
Fen

=M @A@-t+u
FER

= MNA+{(-hH+uw
LEBRB

= A+ -5
LERB

= A+u—b
LER

((NA+w-b
LES

+uw & B

Propriedade (5). Para todoAc Bem P cparatodo y E £,
GEASE ¢ 0ERB = (JacA y=a—-0)
< (Ja€A, y=a)

“yEA
Tsto &, para todo A e Bem P,
cEB = (WEE vyvEAOER == y€A)
S AQBCA,

(propriedade do translade)

(associatividade da intersegio)

(defini¢iio de soma de Minkowski}

{Propriedade (13)

(Propriedade (1)}

(familia redvzida a um membro})
{propriedade do translade)

(Propriedade (1))

(propriedade do translado)

(propriedade do translado)

(comutatividade da adigiio)

(propriedade do translado}

{propriedade do translado}

(Propriedade (1))

{definigio de &)
(proptiedade da +)
{equivaléncia légica)

(definigio de inclusio)
m}
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Exercicio 4.10 (propriedades da diferenga de Minkowski) — Prove uma das propriedades abaixo, Para
todo A, A, Az, B Bye Byem P,

(JAQB={yEE.:(B+y)CA) (defini¢do equivalente)
A, EBUMA,0B)CAVA)DER

(3)AQ (B UB) = {(ADBNADB,)

(4} (A1 NA,) OB = (4, 0 B)N(4, OB (distributividade de ©)
B ASBIIADB)C AD(B NE,)

6)Ay CA, <> A, ©BCA, 0B

(B, CB, ©» AGB,CAGBE,

BEQB=F
[0 seB=P
©065= {E C.Co. =

4.3 Dilatacdes e erosdes invariantes por translacio

O conjunto da dilatagBes (resp. erosdics) invariantes por translago, come interse¢io do reticulado com-
pleto das dilatagdes (resp. erosbes) e o reticulado complete dos operadores invariantes por translagio €
também um reticulado complete.

Para caracterizar os operadores clementares invariantes por translagio € interessante definir a nogiio
de fungiic invariante por translagio.

Definicao 4.9 (fungio invariante por translagio) — Seja £ um grupo Abeliano. Uma fungiio & de E em
P(E) & imeariante por translagdn (i.1), s¢ ¢ somente se, as propriedades equivalentes abaixo sio verifica-
das.

(DYueyEE, by +u)=hx)+u
2)3BEPE), Yy EE, bly) =B +y. &)

Exercicio 4.11 (fungdo invariante por translag@o)} — Mostre a equivaléncia entre as Propriedades (1) ¢ (2)
da Definigio 4.9.
O

Usando a adigio de Minkowski, podemos agora caracterizar as dilatagfies invariantes por translagio.

Proposicio 4.14 (propriedades das dilatagBes invartantes par translagio) — Seja E um grupo Abeliano.
Seja & uma dilatagio sobre P(E) & seja b sua fungio estruturante, entfo as trés propriedades abaixo sdo
equivalentes.

{1) b € invariante por translagio
(6N =YDB (YEPE) ¢ B=2d({o))
(3) & € invariante por trunslago. [m]
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Prova — Vamas provar que (1) implica (2). Paratodo ¥ € Pe para todo x € E,

xESY e xE yLEJFb(y) (caracterizago das dilatagdes)
@ x e Lé)y(B +¥) (definicfio de fungiio i.t. & Hipdtese (1))
¥
< xERDY {definigio de &)
Isto &, pela comutatividade de @, para todo ¥ € P,
=YD B
Em conseguéncia,
d(lo}y = {0} BB (¥ ={e])
=B (propriedade de )
Vamos provar que (2) implica (3). Para todo x € E ¢ para todo ¥ € P,
Y +uw=(Y+uy®aB {Hip6tese (2))
={Y@&B+u (propriedade de &)
= 3(¥) + w (Hip6tese {(2))

Isto €, & € invariante por translagio.

Vamog provar que (3) implica (1). Para todo ¥ € E,

by + 1) = d({y + u}) (definigdo de fungio estruturante de d)
=d(y} +w (Exercicio 4.4)

=&({y) + u. (Hip6tese (3))

=by) + u. (definigdo de fungdo estruturante de &)

Isto €, b € invariante por translagaoe. o

A partir da Proposigio 4.14, podemas caracterizar as dilatagOes invariantes por translagao.
Proposigao 4.15 (caracterizago dus dilatagOes i.L) — Seja A’ o conjunto das dilatagdies i.t.. O mapea-
mento de A’ em PE,

d—8,,
onde B, ¢ o subconjunto dado por
Ba = d{{v])
¢ uma bijegdo, Seu inverso é
By,
onde 85 € a dilatagfo i.t. dada por
AN =YDBB (YFEPM a

Prova — Antes de tudo, temos que verificar que 4, € uma dilatagio i.t.. Seja B € P, seja b um mapea-
mento de E em P tal que

byy)=B+y (yEE)
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¢ seja 0, a dilatagio pela fungio estruturante ». Para todo ¥e Bem @,
S, =Y®B (Proposigio 4.14, ((1) implica (2))
= dg(Y).
Ista €, pela Proposigio 3.5, 35 € uma dilatagiio e pela Proposigio 4.14, ((2) implica (3)) dp éi.t.

Vamos provar que 8 — B, € uma bijegdo. Em primeiro lugar, para todo

JEAeYTED,
35, (1) = Y@ B, {definigfio de d5)
=Y®d((o)) (definigio de By)
= d(Y), (Proposigio 4.14, ((3) implica (2)})

em outros termes, para todo § € A, 8, = &, Isto prova que o mapeamento § —> B, € injetor.

Em segundo lugar, paratodo B € Pe x € E,

X € By < x € &5l{o)) (definigio de By)
= xElo)BB (definigao de dg)
“xEB (propriedade de &)

¢m outros termos, paratodo B € P, ay, = B. Isto prova que 0 mapeamento 9+ B, € sobrejetor e con-
seqiientemente € uma bijegac. m]
A Proposigdo 4,15 mostra que existe uma correspondéncia um por um entre A’ e &. Os subconjuntos

de E caracterizam sem ambigiiidade as dilatages 1.t.. A figura 4.14 ilustra este resultado. O subconjunto
B, & chamado de elemento estruturante du dilatagdo it 8.

—

3~ B,

A PE)

Brdy
‘u

Fig. 4.14 — Bijegio entre as dilatagbes Lt ¢ os subconjuntos.

Para um dado subconjunta ¥, o subconjunto 8 5{¥) chama—se de dilatugdo de ¥ pelo elemento estrutu-
rante B.
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Podemos caracterizar de uma maneira andlogaas erusfes, anti—dilatagdes ¢ anti-erosdes por elementos
estiuturantes. Mestes casos, para um dado subconjunto X, os subconjuntos €p(X), 6%,(X) e £25(X) cha-
mum—se, respectivamente, de erosdo, anti—dilatogdo e anti-eroséio de X pelo elemento estruturante B e
530 dados pot,

(X)) =XOB
d7%(X) = (X @ B)°
E%(X} = (X O B

A Figura 4.15 mostra um exemplo de dilatagio de um subconjuto por um elemento estruturants. A
Figura 4.16 mostra dois modos de construir o dilatado de um subconjunto. Em (a), usamos a definigio
equivalents de soma de Minkowski, dada na Proposigio 4,12 (Propriedade (13). Neste modo, o dilatade
¢ ubtido “pintundo™ com o quadradinho, cujo centre permanece dentro do conjunto a ser dilatado. Em (b),
usamos a definigio equivalente de soma de Minkowsk: dada no Exercicio 4.9 (Propriedade(1)). Neste
mado, o dilatado € o conjunto de todos os centros dos quadradinhos que tocam o conjunto a ser dilatado.

I 3 =Y ®E
dg .

|
1]

E=111

L1

Fig. 4.15 — Dhlatagie de um subconjunto por um elemento estruturante.

A Figura 4.17 mostra um exemplo de eroso de um subeonjuto por um efemento estruturante. A Figura
4.18 mostra 0 modo de censtruir o erodido de um subconjunto. Usamos a definigio equivalente de difer-
engi Je Minkowski. dada no Exercicio 4.10 (Propriedade(1)). onde o erodido € o conjonte de todos os
veitros dos quadradinhos que estdo contides no conjunto a ser erodido.

Vamos, agora. introduzic uma representagio matricial para os elementos estruturantes. Seja 8 um sub-
conjunto do retingulo Ret(n;, n,}. Usando a bijegiio 8 — I do Capftulo 2 ¢ escrevendo /g na forma
matricial

[13(;' + L+ 1)]

R XNy
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{2) {0

[EFg——
— e ——

i

Fig. 4.17 — Erosdo de um subconjunto por um elemenio estruturante.

onde Jgli + 1,j + 1) representa o elemento da i®i™ linha e /%2 coluna da matriz de dimensdo n, X a,,
femos uma representagio para o conjunto B. Por abuso de linguagem, escrevemaos entdo B na forma de
uma matriz de zeros ¢ uns

B = [b,,]

Seja £ um grupo Abeliano sobre um espago atim ligado a Ret(n,.n,). Como pode ser observado na
expressdo da soma em E,

) X ny

atb=a + cl_l;.
E Ret(n,, ry)
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Fig. 4.18 - Modo de construir o erodido.

para cémputar esta soma, basta conhecer a posigao relativa de apenas um dos dois pontos (aqui &) em
relagio A origem o. Em Morfologia Matemdtica, na hora de calcular a dilatagfio i.t. d2 um subconjunto X
por um elemento estrutvrante B (i.e. X @ B) € habitual definir a posigio relativa do elemento estruturante
B (e nfo X} em relagdo 4 origem.

Neste caso, devemos acrescentar A representagio de B a indicagdo do ponto o de Ret{n, n,) escolhide
como origem (isto €, como elemento nevtro do grupo). Escrevemes entio B na forma de um par

B = ([bi"]n] xn?, 0).
Por exemplo, os subconjuntos B, ¢ B, mostrados na Figura 4.9 poder&o ser escritos entio
00000 V0000
006100 00100
Bi=A{0V 110220 e B;=(011106{@00.
00100 00100
(EXURVRIRY UNIREN IR
Para simplificar a notagdo, adotamos a convengic de realgar o elemento posictonado na origem,
00000 0000
00100 an1on
B =jo1110]|e By=|01110]
00100 00100
00000 00000

Como os clementos estruturantes sdo geralmente subconjuntos com pouces pontos e que estes estio
agrupados, para simplificar ainda mais a notagiio, representamos estes na forma da menor submatriz que
contém todos os 1s e o elemento posicionado na origem. Dresta forma, 0s subconjuntos B e B, mostrados
na Figura 4.9 poderio ser escritos

010 0010
Bi=[i1ile Ba=lgyyq)
010
0010
Nesta dltima forma de representar um subconjunto, € entendido que os elementos nio representados

valem ().
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Sejamy X m,a dimensio damenor submatrizusado narepresentaciio de B, entdio B é dito de dimensdo
my X rmy.

As dilatagSes e erosdes por um elemento estruturante tem todas as propriedades das dilatagdes ¢
erosfes ji vistas no capitulo anterior e mais aquelas que decorrem das propriedades da adigdo e diferenga
de Minkowski.

Proposigiio 4.16 (propriedades da dilatagiio por um elemento estruturante) — Seja B um subconjunto de
um grupo Abeliano E. Seja dy a dilatagio pelo elemento estruturante B, isto &,

sy =YOB (YEB,
entiio valem as seguintes propriedades. Para todo B, B; ¢ B,em P,

Wégy= U ¥+b (FeP
bPER

2 bpN = (xEE: B +x)NY =} (YEP)

(3} dp(sup) = supdp(Y) (Y CF) (dilatagio)
Drdg=0r, (WEE (invarianga por translagia)
(5) 8 35632 =g 2 @2, (separabilidade)
6) r.'i(a} = (identidade)
(MoEB =1 =4 {extensividade)
(8) dg Vb, = dpp, {sup-fechamento)
B, CB, = 631 = dB; (isotonia dupla)
(10) 65(8) = 6. (invarianula:‘)

Prova - As Propriedades (1) & (2) decorrem das definigBes equivalentes de adigdo de Minkowski.
As Propriedades (3) e (4) decorrers da Proposigiio 4.15.
As Propriedades (5), (6 e {7) decorrem da Proposigio 4.12.
As Propriedades (8), (9) e (10) decorrem do Exercicio 4.9. |

Pela comutatividade da adigio de Minkowski e pelaa Propriedade (5), observamos que as dilatagies
1.t. 830 comutatives (o que ndo ocorre em geral com as dilatagBes nioi.t.).

As Propriedades (5) e (8) sfio muito importantes na pritica para programar dilatagGes por grandes ¢le-
nentos estruturantes a partir de dilatagfies com elementos estrutrantes menaores ou para methorar o tempo
de processamento (ver também Secip 8.2). Por exemplo, observando a seguinte decomposigio do
loséingule 5 % 5 por dois losdngulos 3 X 3

010 [ ]
=l111|@l111
010 D10

constatamos que 0 losingulo 5 ¥ 5 tem 13 pontos enquanto 05 dois losingulos 3 X 3 somam juntos 10
pontos, Em termos de eficifncia computacional € entio preferfvel programar duas dilatagGes pelo

QDR oo
[ RS =]
Y
== ]
oo R s e
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losingulo 3 X 3 do que uma s6 dilatagiio pelo losingulo 5 X 5. Podemos até melhorar este resultado,
observando a seguinte decomposigio

001400
01110 010 OlD
11111 111 101
01110 010 UlU
00100

constatamos que os dois elementos estruturantes 3 X 3 somam juntos 9 ponios. A Figura 4.19 mostra o
diagrama de blocos equivalente a uma dilatago pelo losingulo 3 x 5.

o
o
1
1]
0

Fig. 4.12 — Diagrama de blocos de uma dilatagie pelo losdngule 5 por 5.

¢
1
1
3
bl

PR -
[ R = R

o
1
1
i
0

Exercicio 4.12 (programagfo de uma dilatagio por decompesigio de elemento estruturante) — Seguindo
a Propriedade (5), encontre o diagrama de blocos de uma dilatagdo pelo elemento estruturante B dado
abaixo, usando apenas dilatagdes por elementos estruturantes 3 X 3 com seus centros posicionados na ori-
gem.

Procure uma solugiio computacionalmente eficiente. O

Exercicio 4.13 (programagio de uma dilatagio por decomposi¢iio de elemento estruturante) -- Seguindo
as Propriedades (5) e (8), encontre o diagrama de blocos de uma dilatagio pelo elemento estrutyrante B
dado abaixo, usando apenas dilatages por elementos estruturantes 3 X 3 com seus centros posicionados
na origem.
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1
0
B=10}
0
1

Procure uma solugio computacionalmente cficiente. o

Proposigho 4.17 (propriedades da erosio por um elemento estruturants) — Seja B um subconjunto de um
grupo Abeliano E, Seja &g a erosdio pelo elemento estruturante B, isto &,

(X)) =XOB (XEP,
entéio valem as seguintes propriedades. Para todo B, B ¢ By em P,

Meg= [ X-b6 XEP
rER

QegX)={yEE: (B+yCX} XEPM

(3) ep(inf) = infex(B) (BT P) {erosao)
4y 7.8p = €gt, (u EE) (invarianga por translag@o)
(S5} epfp, = €5 qn, (separabilidads)
(6 Ep =1 (identidade)
(MNMoEB =eyg=1 (anti-extensividade)
(8)ep, Ap, = Epun, (inf-fechamento)
(9B, C B, e £p = &y (antitonia)
(D) ep(E) = E. (invariants)

[m}

Exercicio 4.14 (propriedades da erosao por um siemento estruturante) — Prove a Proposigio 4.17. O

Pela comutatividade da adigio de Minkowski e a Propriedade (5) observamos que as erosdes i.t. sdo
comutativas (0 que ndo ocorrs em geral com as erosdes nao 1.t). R

4.4 Dilatacdes e erosoes condicionalmente invariantes por
translaciao

Em certas aplicagies, os operadores elementares invariantes por translagio podem apresentar efeitos de
bordas indesejéveis, porque num ponto xde “borda™ de E o elemento estrnturante transladado B + xgeral-
ments cobre simultaneamente as imediagdes da “borda” considerada e da “bordaopasta”, Na pritica, usa—
se, entlio, operadores elementares que tm um comportamento similar aos operadores i.t. no “centro” de
E e que nunca tem o efeito de “juntar” as “bordas opostas”™.

Seja Z? o conjunto de pares ordenados de inteiros e seja £ um retingulo de Z2. Vamos considerar as
translagbes pelos vetores do grupo Abeliano (Z2, +),
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Defini¢fo 4.10 (fungio condicionalmente invariante por translagao) — Uma fungio & de Eem P(E)é con-
dicionalmente invariante por translagdoe {c.i.L) s¢ & sOmente se

AB € HZH, Y EE, bly) = (B + Y)NE D

A partir da defini¢o de fungioc.it. definimos as dilatages & as erostes condicionalmente invariantes
por translagfo,

Definiciio 4.11 (dilatagio e erosio condicionalmente invariantss por translagao) — Uma dilatagae (resp.
erosan) condicionalmente invariante por translagdo (c.i.t)é uma dilatagiio &, (resp. erosdo €,) por uma
fungAo estruturante & condicionalmente invariantss por translagio. mi

A dilatagiio &, (resp. ¢rosio g,) da definigio acima € a dilatagio {resp. erosfio) definida no enunciado
da Proposigiio 3.5 (resp. 14.6).
Cada fungdo c.it. pode ser caracterizado por um subconjunto B de £ & E' [BanBur94). Para todo
B € P(E ® EY, denotamos par by a fungio c.i.t definida por
bgy) = B+ y)NE (yEE).

Denotamos entio par 3 (resp- £p) a dilatagiio (resp. erosiio) ¢.it. por by e chamamos B de elemento
estruturante da dilatacdo (resp. erosdo).

As Figuras 4.20 e 4.21 mostram a diferenga de comportamente nas “bordas” de uma dilatagao it. e
de vma dilatagfo c.i.t. construidas a partir do mesmo elemento estruturante (o losingulo 3 x 3).

- - I
I
|
!

(=]
—_

Fig. 4.21 - Dilatagdo condicionalmente invariante por translagéo.



Capitulo 5

Dualidades entre dilatacoes e erosoes

Neste capitulo voltamos a considerar os operadores elamentares do Capitulo 3 em toda sua generalidade,
isto &, os operadores nio seriio necessariamente invariantes ou parcialmente invariantes por translagéo.

Dentro desse contexto definimos a dualidade entre dilatages e erosbes, como uma correspondéncia
um para um entre 0 conjunto dag dilatagdes e o das erosdes. Exemplificatnos este conceito, apresentando
duas das mais impentantes dualidades conhecidas; aquela baseada na estrutura de reticulado completo &
aquela baseada na estrutura de reticulado completo Booleano. Verificamos que a primeira € mais funda-
mental, porque & baseada nanogio de conexdo de Galois que € definida para qualquer reticulado completo.

O estabelicimento de uma dualidade, através das conexdes de Galois, entre o reticulado das dilatagGes
& 0 das erosties vai ser vsada para dedvzir uma caracterizagfo das erosbes a partir da caracterizagio das
dilatagBes, apresentada no Capitulo 3. Esta dualidade vai ser importante também para deduzir proprie-
dades dos operadares de abertura ¢ fechamento morfolégico no préximo capitulo.

5.1 Conexio de Galois

As definigdes de dilatagiies e de erosdes sfio dueis, no sentido que, s¢ trocarmos a relagio “estd contido™
(C) pelarelagiio “contem™ (D), 0s operadores que eram dilataghes passam a ser erosdes ¢ os operaderes
que eram erosdes passam a ser dilatagBes. Por isto, poderiameos pensar que existe uma relagio um por um
entre as dilatagfies e as erostes. Eisto que nds vamos estudar nesta segdo. A nogdo chave para levar adiante
este propdsito € a de conexdo de Galois [Birkho67].

Definigiio 5.1 (conexdo de Galois) — Sejam & e f dois operadores sobre P. O par (@, f) & uma conexdo
de Galois entre (P, D) & (P, C) sc ¢ somente s¢ 0s (rés axiomas abaixo sio satisfeitos,

X, 0X,m»a¥)CaX) K. L,EDR {isotonia de @)
Y, CY, = B¥) D) (F,Y,ED (isotonia de B)

XDfaX) ¢ YCaP¥) XYeP.
(anti-extensividade de fa e extensividade de eff}
]
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Proposicio 5.1 (definigao equivalente de conexio de Galois} — Sejam @ ¢ 8 dois operadores sobre P. O
par (@,f) é uma conexdo de Galots entre (P, D) e (P, C) se e somente se

XDAM & FCaX XYEDP). o
Prova - Por um lado, supondo que {a, )¢ uma conexdo de Galois, paratodo Xe Yem P,
X DAY = alX) D a1} (isotonia de @)
< a(X) D af(l) {definicdo do composto)
<« af(¥) C a(X) (dualidade entre C e 23)
= ¥ O a(X}, (extensividade de af e transitividade de C)
da mesma maneira,
Y CalX) = (1 C BlaX) (isotonia de §)
< 8(Y) C fa(X} (definigio do composto)
= fa(X) D A (dualidade entre C & D)
= XD ANn. (anti-extensividade de Aa e ransitividade de =)

Em outros termos, se (2. 8) € uma conexfo de Galois, entio
XD e¥CalX)y (XYEP.
Por outra lado, suponda que (g, 8} verifica a equivaléncia
X2 e¥YCaX) XYEPDP,

para todo X e 9,
Y =aiX) = XD faX) {implicagio <«=)
< X D fa(X), {definigio de composto)
isto &, Ba é anti-extensiva, Da mesma mangira, para todo ¥ em P
X=41=YCaB(l) (implicagio =»)
< Y Cafi(l), (definigio de composto)
ista €, @ € extensiva. Finalmente, para todo X, e X, em &,

X, 2%, =X DfaXy (anti-extensividade de fg e transitividade de D)
< X, D flalX;n {defini¢io de composto)
= alX,) CalX;), (¥ = a{X,;) e implicagio =)

isto €, & é isotBnica. Pa mesma maneira, para todo ¥, e ¥, em P,

Y,C¥, =Y, Cap¥,) (extensividade de fa ¢ transitividade de C)
« ¥, Ca@y;) {defini¢io de camposto)
= B(¥,) D A, (X = B(¥;) ¢ implicagio <)

isto &, B é isotdnica.
Em outros termos, se (@, ff) verifica a eguivaléncia
X2 e YCalX) (X, YEP),
entio (a,f) € uma conexio de Galois. O
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AFigura 14.11lustra vma conexdo de Galois (¢, ). Um caso particular de conexdo de Galoisé quando

@2 & Q)

B
e

Fig. 5.1 — Conexdo de Galois.

o par (&,B) verifica a equivaléncia abaixg,
X=ph) = Y=aX (XreP,
entio af = 1 e fa = 1, isto §, a e B siv bijegbes reciprocas.

Exercicio 5.1 (exemplos de conexiio de Galois) - Seja E € um grupo Abeliaro, Mostre que o0s pares
(Tu,T —u), para todo w em E, ¢ o par (r.7) sdo conexdes de Galoisentre (P(E), D) e (P(E), C). O

Vamos caracterizar mutuamente os elementos de uma conexio de Galois. Daqui para frente, os limi-
tantes superiores, inferiores, 0s supremos e os infimos serfio sempre relativos 4o conjunto parcialments
ordenado (P(E), C). Para todos operadores a ¢ § sobre ¥, sejam e § os operadores sabre P dados por

Bl) = sup(YEP: XD} XEDP)
a)=infiXEP: ¥CaX)] (FEP,

Proposigio 5.2 (caracterizagio mdtua dos elementos de uma conexfio de Galois) — Sejam @ & f dois
operadores sobre P, Se o par (&) & uma conexdio de Galois entre (P, D) e (P, C), entdo

a=fe f=a 0
Prova — Pela Proposigio 14.1, para todo X em J,
[YEP: XDN={Y¥eP:¥YCaX)l
isto ¢, a(X} € 0 maior elemento de {¥ € P: X D A(¥)), em outros termos, &(X) & o supremo desta
colegiio. Assim, por definigio de §, para todo Xem P,
a(X) = Bx).
A prova da segunda igualdade deceme da primeira igualdade por dualidade. m)
A conexdo de Galois £ importante em Morfologia Matemdtica por causa da préxima proposigfo.

Proposiciio 5.3 (propriedade de uma conexio de Galois) - Sejam a & 8 dois operadores sobre 9. Se o par
(@, B) € uma conexdo de Galois entre (3P, ) & (P, C) entio

BEA & g EE. o
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Prova — De um lado, paratado Y CP (Y = fle X EP,

X D supf) = supfNHC X (dualidade entre Ce D)
e X éls. de S {definigdo de supremo)
= N CX (¥EY {definigaa de Ls.)
S XD/ YEQ (dualidadz entre C ¢ D)
> ¥CaX)(Yeq (Proposigio 14.1)
> a(X)éls deqy {(definigio de 1.s.)
<« supd| C a(X) (definigo de supremoy)
< X 3 B(supd)), (Proposigan 14.1)

isto €. X D supB() = X 2 B(sup?Y). Fazendo, sucessivamente, X = B(supd) e X = supf(9)), obte-
mos, por anti-simetria da relagio D, para todo Y C P (U = @),

Blsupy) = supB(Y).
Por outro lado,
PCal@ =062 {Proposigio 14.1)
= 8t =9 (@ ¢ o menor elemento de P)
Isto éhdesdc que (@ C e(@®) & sempre verdade, S(@) = . Assim, S(supdf} = supB(U) mesmo para
 =#.
Em outros termos, § € A.
Aprovaque @ E E decorre de S € A por dualidade. m}

Com os resultados ugima, relativos 4 conexio de Galois, podemos enunciar a segvinte proposigie,
propria as conexdes de Galois entre reticulados completos.

Proposicio 5.4 (definigtes equivalentes de uma conexio de Galois) — Sejam a ¢ f dois operadores sobre
P As trés proposigdes abaixo s3o equivalentes:

(1} {@.B) & uma conexiio de Galois entre (P, D)e (P, C);

(Qa€B ¢ f=g

(NEA e a=f o
Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Pela Proposigio 14.3, @ € E e pela Proposigdo 14.2, f = a.

Vames provar que (2) smplica (1). Pela Proposigio 3.1, @ ¢ isotdnico. Seja Y E P, e scja
By = (U EP: Y Ca(lh}], entdo

VWCY,={\,Ca(l) =Y, Call) (UecP) (transitividade de C)
« By C By, (definigio de By}
= inﬁﬁyl C infHy, (propriedade do infimo)
< a(¥)) C a(y,). {definigdes de ¢ & By)
= A(¥)) C B(Fy). (B=a

isto €, B ¢ também isotdnica.
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Paratado X € 9P,

X € Byyy = X D inf,y, (infimo € 11.)
< X D ala{X)) (definigdes de @ ¢ By)
< X 2 flalX)) f=a
< X D fa(X), (definigdo de composto}

isto &, desde que (X € B,y 6 sempre verdade, fa & anti-exiensive.
Paratodo ¥ € P,

a®By = {(VEP:IX E B, V=a(X}} (definiglo de imagem)
={VEP:IXEP, YCalX)e V=alX)) (definigio de %)
= {[VEP:¥YC V], ({dedugio 16gica)

em outros termos, ¥ € Li. de a(35y). Paratodo ¥ € P,

Yélidea(®Hy) = ¥ Cinfa(®h,) (defini¢do de fnfimo)
<« ¥ C a(inf%,) (€ erosda)
< ¥V C alalhy) (definigGes de @ & By
= ¥ Ca@i) =0
e ¥ C afi(h. (definigdo de composto)

isto &, desde que (¥ € Li. de a(%,)) € sempre verdade, g € extensivo.
Em outros termos, pela Definigio 14.1 {@,8) é uma conexdo de Galois.
A prova que (1} ¢ (3} s80 equivalentes decorre da equival&ncia entre (1) e (2} por dualidade. o

A partir da proposigEo acima, podemos enunciar o seguinte resultado que relaciona dilatagdes e
erosoes.

Proposigio 5.5 (dual isomorfismo entre as dilatagdes & a5 erosdes) — O mapeamento do reticulado com-
pleto E das erosdes sobre P, no reticulado completo A das dilatagbes sobre P,

E—rE
¢ um dual isomorfismo. Isto €, £+ ¢ € uma bijegio e para todo £, e £, em E,

g, S¢&, ¢, S g (antitonia dupla)
O inverso de £ -» g é 0 mapeamento

dr>9.
O gréfico de & v g & o conjunto de todas as conexdes de Galois entre (P, DY e (P, C).

m}

Prova — A equivaléncia entre {1) ¢ (2) da Proposigio 14.4 mostra que o grifico de & => & € 0 conjunto de
todas as conexdes de Galois entre (P, D) e (P, C). A cquivaléneia entre (2) & (3) mastra que 0 mapes-
mento € —» £ & uma bijegdo e seu inverso € 8 > 6, desde que & = & e 6 = @)
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Vamos provar a antitonia dupla de ¢ ¢, Paratodo £, e £, em E,

8, =gy o 5((X) Cey(X) (X EP) [definigdo de <)
@ (FCu) = YCey(X) X.YE D) (transitividade de C)

e XD c_l(Y) = X3 Eg(Y) XYEP (Praoposigies 14.1¢ 14.4)
<N D) (YEP) {transitividade de D)

@ 5N Ce(H (YEP {dualidade de C e D)

e se. (definigio de <)

|

A Proposigio 14,5 mostra que existe uma correspondéncia um porum entre A e E. A Figura 14.2 ilustra
este resultado.

—

Fig. 5.2 - Bijegio entre as erostes ¢ as dilatagdes.

A bijegiio entre as dilatagies e as ernsfes permite caracterizar as erosdes simplesmente a partir da

caracterizagdo das dilatagGes, feita no Capitulo 3.
Proposigiio 5.6 (catacterizagio das crosdes) - O mapeamente de E em 9F,
£ g,
ande ag £ a fungio dada por
ay)=inf(X EP: yE X)) (yEE)
& uma bijegdo, Seu inverso é
urre,,
onde &, € a erosio dada por
eX)={yEE: XDaly)] XEP)

Puratodo £ € E, a, = a, e paratodo a € PF e, = 3. o
Prova — Vamos provar que 0 mapeamento £ — 4, € a composigao da bijegio 8 = a, (Proposigiio 3.5) pela
bijegdo £ > £ (Proposigio 14.5). Paratodo e EEe y E E,

afy) = £{{¥}) {definigio a,)
= inf{X €P: {y) Ce(X)} (definicio &)
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= inf{X € P: y € e(X)} (defini¢do de singleton)
= agly). (definigio de a,)
Isto €, para todo £ € E, a, = a,. Por ser a composigio de duas bijegio, £~ a. € uma bijegio.

Vamos provar que 0 TRapeamento a = £,8 acomposigio de & —» E(Proposigéo 14.5) por a — &, (Pro-
posigio 3.5). Paratodo g EPFe X € P,

8AX) =sup{Y €EP: X D 8, (1)) {definicio de &)
=ap{¥Y€P: X2 |J ap} (definigio de d,)
yYEY
= U Y (propriedade da unifo)
) y léJ 40
={yeE: 3vre® x> |J avNeren (definigio da unidio)
yeEY
={yEE:JYEP, XDay) (¥ E¥NleyEYT} {propriedade da unigo)
={yEE: XDaly) (dedugiio 16gica))
= g (X). (definigio de £;)

Tsto €, para todo a € P, g, = §,. Por ser a composigio do inverso de & —> £ pelo inverse de & —+ ay,
arrggéoinversode £—>a,. [m|

A Proposigio 14.6 mostra que sxiste uma correspondéncia nm por um entre E e PE. As fungbes a val-
ores nas partes de E caracterizam sem ambigiiidade as erosies. AFigura 14.3 ilustra este resultado e mostra
como ele € obtido. A fungdo a, é chamada de fungde estruturante da erosino &.

/”’_STG';\

E ~_ & A T A gE

G a,

Fig. 5.3 — Bijegiio entre as erostes e as fungdes estruturantes,
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AFigum 14.4 mostraquatro modos de representar uma eros&o por um bloquirho. Em (a) e (d), fazemos
uma referéncia explicitaaerosio. Em (b}e (c), a erosio € caracterizada pela sua fungao estruturante. Como
34 indicado no Capitulo 3, para um dado subconjunto X, o subconjunto £,(X) chama—-se erosdo de X pela

Jfungdo estruturante a.

X ¥ = £(X)
E
(a}
o
\
X ¥ = £, (%)
cro
(]

e

Y= e(X)
ero
(b)

Y= e (X}
Eu
(@

Fig. 5.4 — Quatre modos de representar uma erosio.

A bijegiio apresentada na Proposi¢iio 14.6 inverie as relagdes de ordem definidas sobre E e PE como

envnciado na préxima proposicao.

Proposicdo 5.7 (dual isomorfismo de reticulados) — O mapeamento do reticulado E das erostes no reti-
culado das fungdes de E em PHE). € = u,. € um dual isomorfismo de reticulado, isto &, £ —* a, € uma

bijegdo ¢ para todo £, e £, em E,

£, S Ezﬁazls 4, .

Prova - Pela Proposigao 14.6, & > g, € uma bijegip. Paratodo &, e gem E,

81582#255_1
c:-ag_zsag_l

& dg, S g,

(antitonia dupla)
a

(Proposigio 14.5)
{Proposigao 3.11)

(Proposigio 14.6)
O

Como ji foi indicade no Capitulo 3, o conjunto das erosdes, provido da relagdo de ordem =5, é um
reticulada completo. Em particular, no caso das erosdes, para todo W C E, temos

¥ =< supW inf W = inf'.
bt M
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Proposi¢io 5.8 (propriedade da unido e intersegAo de erosdes) - Seja (&), uma familia de erosdes sobre
P e seja (a;);ra famllia das respectivas fungfes estrutrantss, iste €, a; = a, para tedo i € J. Entiio

Ne=¢

el ,\é', &
£, SE . O
i\e/r T A
Prova — A prova € similar a da Proposigdo 3.12. m]

Em particular, a intersegio de duas erosdes coincide com a erosfio gue tem como fungiio estruturante
a unjdo das fungdes estruturantes. A unido de duas erosdes € menor que a erosio que tem como fungio
estruturante a intersegdo das fungdes estruturantes. Em owtros termos,

B A By = Eg vy,

e g Ve s £, hay

Pelas Proposiges 3.5, 14.4 ¢ 14.6, para todo @ € P¥, o par (&,, 8,,) & uma conexio de Galois. Entio,

pela Proposigiio 14.1, para todo a € PF,
X238, e YCelXy (XYEP),

e pela Proposigio 14.2,
Xy =sup{Y EP: XD6(N} (XEP
(N =inflXEP: YCeyuX)} (FEDP.

De uma maneira similar ao casa geral, podemos caracterizar as erosdes invariantes por translagao,
Proposigio 5.9 {conexio de Galois invariante por translagiio) — Seja A’ o conjunto das dilatagdes invaria-
ntes por translagiio sobre P ¢ seja E' o das erosdes invariantes por translagiio sobre @ Sejum a e £ dois
operadores sobre P. Se ¢ par (a.f) € uma conexio de Galois entre (P, D) e (P, C), entdo

(e el =€ A
(HBEAN =aEFE. O

Prova — Para provar (1), basta, pela Proposigio 14.4, mastrar que se £ € i.t., ento g ¢ também i.t.. Para
odoa EE' YemPeuemkE,

EY+w=mf(YEP: ¥+ u CelX)} (definigfio de g)
=inflX € P- ¥ T elX) — u} {propriedade do translado)
=inflXEP: ¥ Ce(X — u)} (eéit)
=(mflXEP: YCTeX)})+u ({propriedade do translado)
=e()+ u (defini¢iio de &

Isto &, g & também i.t. A prova de (2) € similar, [m}

Proposigio 5,10 {caracterizagdo das erosdes i.t.) — Seja E’ o conjunto das erosdes invariantes por trans-
laggo. O mapeamento de B’ em P,

er> B,
onde B, é o subconjunte dado por

B, = inflX E%: 0 € e(X)}
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é uma bijegiio. Sev inverso €
Brsgp,
onde £ € a erosio invariante por translagiio. dada por
gpX)=X08B (XEP
Paratndo ¢ € B', B, = By e paratado 8 € P, £B=(E. [m]

Prova — A prova€ similar a da Propasigio 14.6. Precisumos apenas verificar que se € € i.t., entdo £ € tam-
bém i.t.. Isto decorre das Proposicdes 14.2 e 14.9. O

Pelas Proposicdes 144 e 1410, paratodo B € P, o par (5, 85) € uma conexdo de Galois. Entio, pela
Propasigio 14.1, para todo 8 € P,

XD3gY) &= YCep) (X YEP)
A Figura 14.5 ilustra a implicagdo <=e¢ a Figura 14.6 a implicagio =.
Pela Proposigio 14.2,, para twdo B € P,

X)) =sup{YEP: XD (N} XEDP

(N =fXEP: YCep(X)) (YEP.

i 111

Exercicio 5.2 (Conexdo de Galois) - Seju B = [1 1 ]]cscjaX = |:1 1 l]. Determine § ge p(X). Verifi-
1 111

que que 8 gez(X] C X. DE uma razio para isto pcorer.

A nogio de conexio de Galois, apresentadu nesta se¢io, permitiu definir uma primeira dualidade entre
as dilataghes e as erosfics, que serd muito Wil para introduzir as aberturas e fechamentos morfolagicos,
no préximo capitulo. Na préxima se¢io, vamos introduzir uma segunda dualidade.

5.2 Dualidade por complementacio.

Vamos agora definir as noghes de operader dual por complementaghio ¢ de transposto de uma fungio
estruturante.

Definigio 5.2 (dualidade por complementagiio) — Seju  um operador sobte P. O dual (por complemen-
tutpdio) de 1 é o operador sobre ¥, denotado 17 & dado por
VoD =pX) (XER o

Dois operadores a e f sobre P sio mutuamente duais por complementagdo se & SOmente s as proprie-
dades equivalentes abaixo sio satisfeitas

MxEFX) =>xEaX)* XEEXE ]
Qa=p
MHa=a.

Exercicio 5.3 {operadores mutuamente duats) ~ Prove a equivaléncia entre as trés propriedades acima.
[}
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Fig. 5.5 — Propriedade de uma conexio de Galois (comegando pela erosao).

Prova - Vamos provar que (1) implica (2). Paratodo X € 9P,

a(X) = (2(x)"° (idempoténcia da complementagdo)
={xEE: x € f(X)° (Hip6tese (1))
={xEE: x & (X)) (definigdo de complemento)
={x E E: x E f{X°} {definigio de complemento)
= #x°)° {dedugio lGgica)
= B*(X). (definigio de operador dual)

Isto &, sob a Hipétese (1), & = §°.
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Vamos provar que (2) implica (3). Para tedo X € P,

a’(Xy = @' (Hip6tese (2))
= p'(x)° (definigio de operador dual)
= BUx99°)° (definigio de operador dual)
= f(xX). (idempoténcia da complementagao)

Isto &, sob a Hipétese (2}, 8 = a’.
Vamos provar que (3) implica {1). Paratodo X € Pe x € E,

TEJX) e xEa’ (X9 (Hipétese (3))

= x € a((¥99° {definigio de operadar dual)

e 1 € a(X)". {(idempoténcia da complementagio)

Isto €, sob a Hip6tese (3), x EJX") ¢ xEa(X)* @EEXE D), [mi

Pelas duas dltimas equivaléncias acima, o mapeamento g — y° de ¥ em 2% € uma bijegio ¢ cle ¢
sen préprio inverso. No caso das restrigdes 3 A e E podemos evidenciar um outro dual isomorfismo entre
as dilatagbes e as erosdes.

Proposicio 5.11 {dual isomorfismo entre as dilatag@es ¢ as erostes) — O mapeamento do reticulado vom-
pleto B das erosGes sobre &, no reticulado completo A das dilatagbes sobre P

Erre
¢ um dual isomorfismo. Ista €, £~ £” € uma bijecio e para todo £, e £, em B,

B SE; 6y SE - {antitonia)
Qinverso de £~ " 0 mapeamento

d g
O gréfico de £ > £* € o conjunto de todos pares de erosio—dilatagio mutuamente duais por complemen-
tagao. u}
Prova — Temos que provar que se £ € E entio ¢” € A, Para todo 4 C P, seja ‘

Y ={(XEP: X°€ ).
Paratodoe €E Ee 4 C P,

et n=c U no (definigio de dual por complementagio)
rYeq =L
= [ {lei de Morgan generalizada)
req
=@ [ x0r (definigio de ")
xeq
=( [ etoyr {definigho de erosio)

Xeqr
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={ qus(Y“))c (definigio de 9")
= Y%JUU () (lei de Morgan generalizada)
= PLEJGUE‘(Y}- {definigio de dual por complementagao)

Isto &, ¢ ¢ uma dilatagdo.
Da mesma maneira, podemos provar que se 6 € Aentio 8° € E.
Comoe = (€Y ed = (@77, £ = " & uma bijegio e seu inverso € § — 47,

Vamos provar a antitonia de & — &*. Paratodo £, ¢ g, emE,

8 Se, o) CEX) XEP) (definigio de <)
= g (IN) Cey(Y) (YE D) {a complementago € uma bijegio}
@ (AN C e, () (YEP) {antitonia da complementagio}
< g (NCE(N(YEDP) {definigio de dual por complementagio)
@ )< el (definigdo de =)

Finalmente, para todo ¢ E E, o par (€,£") ¢ formado por uma erosio e por uma dilatagio, gue sao
mutoanente duais por complementatgdo. Inversamente, e todo par (g, ), formado por uma erosdo e por
uma dilatagio mutuamente duais por complementagio, d ¢ o dual (por complementagio) de e, isto &, (,8)
pertence ao grifico de g > £*. Em outros termos, o prafico de & " € o conjunto de todos pares de
eroso-dilatagio mutuaments duais por complementagio. [m}

A Proposi¢io 14.11 € uma outra maneira de mostrar que existe uma correspondéncia um por um entre
A e E. A Figura 14.7 ilustra este resnltado.

Definigiio 5.3 (transposto de uma fungiio estraturante) — Seja a uma fungio de £ em P(E). O transposto
de a & a fungio de E em P(E), denotado o' e dada por

A=y EE: xEuy)} (xEE. ]

Exercicio 5.4 (definicio equivalente de dilutagio por uma fungio estrurante) — Seja d, uma dilatagao
sobre P(E) de fungio estruturante o, prove que para tedo ¥ € P

Yy ={xEEaRNY = 0). 0.

Duas fungfies a ¢ b de E em P(E) sio mutummente transpostas s¢ ¢ SOMENte se a5 proposigbes cquiva-
lentes abaixo sio satisfeitas

x€aly) #yEMD) (ry€E);
a=h;
b=ag".
Pelas duas fltimas equivaléncias acima, o mapeamento a - a' de P em PF & uma bijegiio e ele & seu
préprio inverso.



94 CAP{TULO 5. DUALIDADES ENTRE DILATACOES E EROSOES

Fig, 5.6 — Propriedade de uma conexfo de Galeis (comegando pela dilatagio).

Propesigiio 5,12 (transposigdo versus dualidade por complementagdo) - As proposigdes abaixo sdo
equivalentes. Para todo a e b em PE,

ae b mutuamente transpostos <> d; e £, mutuamente doais por complementagio;
da* = Ep;
g, =8,. |
Prova — Vamos provar a segunda proposigio. Para todo ¢ em PEe Xem P,
3, () = (B3,(X)° (definigiio de dual por complementagio)
= ([x € E: a{x)nX® = @p° (Exercicio 14.4)
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={xEE:d{onXx =i (definicio de complemento)
={xEE: a'(x) C X} (consisténcia entre Ne C)
= £,(X}. {definigio de eros&o por uma fungdo estruturants)

o é, 8, =€,

L . * LTS - L
Em outros termos, a composigio de 8 6" por ar» d,, isto €, @ d, & idéntica a composigio de
brre poracaistod, g,

As outras proposigdes decorrem deste resultado wsando o fato que 0s mapeamentos & =87, a = 8,
b £, e a+> a'siio bijegies. ]

Fig. 5.7 - Bijegao enue as erosies & as dilatagbes através da dualidade por
complementagio.
A Figura 14.8 ilustra o resultado da Proposigiio 14.12 & mostra como ele € obtido.

Quando E& um grupo Abeliano, dois subconjuntos A e B de E silo mutiuamente franspostos se € SOmMente
se as proposigles equivalentes abaixo sio satisfeitas

MxEA+yeyEB+x (Ly€EE

(DA =8B

(3) B =A'.
Exercicio 5.5 (subconjuntos mutnamente transpostos) - Prove a equivaléncia entre as trés propriedades
acima. [m]

No case invariante por translagdo emos resultados similares aps da Proposigio 14.12. Por exemplo,
as propricdades abaixo sio eguivalentes. Paratodo A ¢ Bem P,

(1} A e B mutuamente transpostos <> d, € £5 mutuaments duais por complementagio
@b, =e,
(Rep” =dp.
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3> ay, arrd, b, e b,

FE avrra opE
~———
P
b i

Fig. 5.8 — Transposigiio versus dualidade por complementagio.

Quando A & B sio simétricos, as duas igualdades acima simplificam-se e temos

|

.
S,=e," e g5=25.

11
As Figuras 14.9 e 14.10 ilustram estas igualdades nocaso A = B = [1 1
11

Fig. 5.9 — Dualidade por complementagiio {usando vma erosio).



Fig. 5.1 - Dualidads por complementagio (usando uma dilatagio).
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Capitulo 6

Aberturas e fechamentos

Neste capitulo vamos introduzir duss novas classes de operadores: a abertura e o fechamento, gque gcupam
um papel fundamental na drea dos tiltros morfol6gicos [Seiva88). Como jd fizemos com os operadores
elementares, adoteremos uma aberdagem axiomdtica,

As nogdes de abertura ¢ fechumento foram primeiramente introduzidas no dmbito da topologia. Dado
um &spago topolGgico, aabertura (resp. fechamento) coresponde a0 operador que produz o interior (resp.
fecho) de um dado subconjunto.

Moore, em 1910, estendeu o conceitu ds fechamento ao reticulado completo (P(E), C) [Birkho67,
p- 111]. As aberturas (resp. fechamentos}) sobre reticulados completos sdo operadores que produzem os
nfimaos {resp. supremos} de elementos de subconjuntos sup—fechados (resp. inf—fechados).

Em termos prdtico, interpretando uma imagem bindria como sendo o “espago disponfvel”, a abertura
produz o “espago Gtil” em relagiio a padries que quersmos colacar dentro do “cspago disponfvel”,

Primeiramente, apresentamos as aberturas e os fechamentos ditos algébricos. Em seguida, apresenta-
mos o caso particular das aberturas e dos fechamentos morfoldgicos. As aberturas e os fechamentos algé-
bricos s&o caracterizados por meio de subcolegbes sup-fechadas de subconjuntos.

Finalmente, as aberturas ¢ os fechamentos invariantes por translagio, que recsberam muita atengio nos
primdrdios da Morfologia Matemiitica [Mather75], seriio estudados e o teorema de Matheron sobre a
decompaosigao das aberturas algébricas (tesp. fechamentos algébricos) em termos da unifo (resp. inter-
secdo) de aberturas morfoldgicas (resp. techamentos morfol6gicos) € apresentado.

6.1 Aberturas e fechamentos algébricos

As aberturas e os fechamentos sio casos particulares de filtros morfoldgicos. Seja P(E), ou simplesmente
P, a colegdo de todos os subconjuntos de E. Os filtros morfoldgicos sobre P sdo operadores (sobre P)
isotGnicos e idempotentes (de tipo 1).
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Definigfio 6.1 (abertura e fechamento) — Um tiltro morfolégico (sobre Pyant—extensivo & uma abertura
(algébrica) (sobre @), Um filtro morfoldgico (sebre ) extensive € um fechamento {algébrico) (sobre P).
O

Uma abertura sobre @ & denotada genericamente pory ¢ um fechamenta por ¢. O subconjunto das
aberturas € denotado I e o dos fechamentos @. Estes dois conjunos de operadores tém as seguintes pro-
priedades.

Exercicio 6.1 { propriedades das aberturas e dos fechamentos) — Prove que pard todo %6 C P,

W 0=y [y ¢ ¢ U 0=¢ ) g0 o
XE® XE% Xex XE®
Prova — De um lado, para todo 8% C 2@,
P () XC [ y00 = v () X0 Cyl [ (50 fy € isotdnica)
Xxe® XE® Xex XeE®D
AR ARL ) fy & idempotente)
Xe% Xen

isto & desde que, pela isotonia ¥ e a Proposigio 3.1, ¥ ﬂ X)C n y(X), temos
XeE% XER

y( n X) Cy( n (X)), De outro kade, para tedo & C P,
XeE®

XES
w () yxnc ] y® (¥ € anti—extensivo)
Xe%H XES
C ﬂ X, (y € anti-extensivo)
P ]

isto &, pela idempoténcia e a isotonia de g, { ﬂ #EX C 9 r] X). Isto prova que, para todo %6 C P,
XE® Xe%

temos ¥( n X =y ) Yoo
Xe% Xe%

A prova da igualdade para os fechamentos € similur ou ainda decorre da igualdade para as aberturas
por dualidade. O

Proposicio 6.1 {propriedades dus arbertaras e techamentos) — O subconjunto das aberturas I' (resp. dos
fechamentos @) & um subconjunia sup—fechado {resp. inf—fechado) de @7 O
Prova ([RonHei, Prop. 2.11) — Seja W C T. Pela Proposigio 3.6, supW & anti-extensivo.

Vamos provarque sup¥ ¢ isotBnica. Os operadores em W sendo isetinicos, pelo que foi visto na Segio
3.3, supW ¢ também isotdnico.

Vamos provarque sup® é idempotente, De um lado, paratodo W C Tey € ',
¥ =y (p é idempotente}
< y(supdh) (y € isotdnica, ¥ = supW e Proposigio 3.15)
= (sup¥)(sup¥), {y = supW ¢ Proposi¢io 3.15)
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isto &, (supW)(sup¥) ¢ Ls, de W e, pela definigiio de supremo, sup¥’ = {sup¥)(supl. Por outro lado,
pura todo W C T,

sup¥ = & = (EupP(sup¥) = (sup¥) (Proposigao 3.15)

< (supP)(sup¥} < (supP), (¢ € 0 elemento newtro da composigio)

isto &, desde que (sup¥ = 1) é sempre verdade (sup® é anti—sxtensiva), temos (supP(sup¥) = sup¥,
Assim, pela ani-simetria de <, (sup¥)(sup¥) = sup® ¢ supW¥ ¢ idempotente.

Isto prova que, para todo % C T, sup® é uma abertura, Conseqiientemente, T' & um COnjuRLo sup—

fechado. A prova que € € um conjunto inf—fechado € similar ou ainda decorre por dualidade do fato que

I" &€ um conjunto sup—fechado. O

Pelas Propuosi¢des 3.9 ¢ 6.1, o conjonto I das aberturas {resp. € dos fecharnentos) provido da relagio
de ordem = € um rericiiado completo.

No caso das aberturas, para tode W C F, temos

s;:g‘l‘ = sgpllf e i{?f‘lI ES igrg‘l-'.

Associado a cada pperador, podemos definir uma colegio particular de subconjuntos chamada de
dominio de invarianga.
Definicio 6.2 (dominio de invarianga de wm operador) — Seja X um subconjunto de E, ¢ sejayum opera-
dor sobre P(E). O subconjunto X é um invariante de i se e somente se Y(X) = X, A colecio de todos os
invariantes de 4 € o dominio de invarianga de i e é denotada por Tnv(yr). O

Exercicio 6.2 (dominio de invriunga de um operador idempotente) — Mostre que 1 € um operador idem-
potente (de tipo 1) se e somente se Inviy) = ¢(P). (m]
Prova - Se¢ja ¢ um operador idempotente. Por vm lado, pela definigao de indempoténcia, $/(X) € um
invariante de ¥, o que prava que (P C Inv{g). Poroutro lado, pela definigic de imagem de um mapea-
mento, Y(X) € P(P), assim, pars todo X € P, se X & (P} entdo X # Y(X) e, conseqiientemente,
X & Inv(y) Em outros termas, Inv@y) € @w(P). O que prova, pela transitividade da inclusio, que
Tnviy) = (P,

Inversamente, seja 4 um operador que veritica Inviy) = g(P). Pela definigio de imagem de um
mapeamento, para todo X € P, ¥(X) € um invariante de ¥, entda, pela definigio de invariante,
POp(X) = y(X). O que prova que % € um operador idempotente. a
Proposigie 6.2 (propriedade do dominio de invariznga dos operadores isotdnices ¢ anti-extensi-
vos) — Sejay um operador isntdnico ¢ anti-extensiva (resp. exlensivo), entio seu dominio de invaridncia
Inv(y) € uma subcolegiio sup-fechada {resp. inf—fechada). [}
Prova - Para todo operador i isotbnico e anti~extensivo, seja 6 C Inv(y) ¢ % = @ Por um lado, para
todo B € 9%,

B = (B} (B € Inv(y))

C y(suph), (8 C sup% e € isotbnico)

isto €, Y{sup3} € Ls. de % ou ainda, pela definigio de supremo, sup% C (sup95). Por outro lado, pela

anti-gxlensividade de t, y(sup®) C sup®, Pela anti-simetria de C, isto prova que para todo

% C Inviyle % = @, Y(supS) = sup®. No caso % = P, pela anti-extensividade de y, w(@ < @, isto

&, 9(¥) = B. Assim, para todo B C Inv(g), sup®B &€ Inv(y). Em outros termos, Inv(zp) & vma subcolegio
sup—fechada.
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No caso dos aperadores 1, isotdnicos e extensivos, a provaque Inv(y) € uma subcalegio inffechada
¢ similar ou ainda decorre por dualidade do fato que Inv(3) & uma subcolecio sup—fechada quando g €
isotdnico e anti—extensivo. =]

Vaimos agora introduzir um mecanismo de construgio de aberturas & fechamentos,

Seja B uma subcolegio qualquer de %, consideramos agora 0s aperadores ¥ € ¢ sobre P definidos
por :

yalX) =swplBER: BCX) XEP
PaX) = Nf(BEB: XCB) (XEP).
Proposicio 6.3 (construgio de aberturas = fechamentos) - Para todo B C P, ¥4 6 uma abertura sobre P,

€ ¢g € um fechamento sabre F. m}
Prova — Seja B C P. Vamos provar que yq & isotdnica. Para tode X e X, em @,

X CX,=>{BEB:BCX}C(BEB: BCX,} (transitividade)

= yq(X;) C ya(Xy)- (definigdo de ¥4 e propriedade do supremo)

Isto prova que yg € isotOnica.
Vamos provar que ¥g ¢ anti-extensivo. Para todo Xem &P, Xé1s. de {B EB: B C X}, isto &, pela

definigio de supremo, sup{B € $: B C X} C X ou ainda, pela definigio de ¥g, y4(X) C X. Isto prova
que g € anti-extensivo.

Vamos provar que ¥4 € idempotente, Par um lado,

Yo St = Va¥g S Ya (Proposigio 3.15)
@ Yo¥a S Yo {1 é elemento neutro da composicao)
isto &, desde que yg & anti-extensivo (pg = £), €MOS Ygpq < Y5 Por cutro lado, para todo X em P,
Ya¥a(X) = ralg(X) (definigiio do composto)
= yqlsup{B € B: B C X)) (definigio de y)
Dsupya((BE B: BEC X)) (y4 ¢ isotdnico e Proposigio 3.1)
=sup{B EB: B C X} {y4(B) = B (B € B)
= yg(X):

isto €, pela definiglio de <, yq < yqPq- Assim , pela anti-simetria de <, yq = Pq¥m. © gue prova que
yq € idempotente.

Em outros termos, yq € uma abertura, A prova que ¢ & um fechamento decorre por dualidade do fato
que Yq € uma abertura, O

Os operadores yg € $g Sobre P chamam-se, respectivamente, abertura pela colegfio B (ou abertura
por B) e fechamento pela colegdo B (ou fechamento por B), A Figura 6.1 mostra uma abertura por uma
colegio de apenas dois subconjuntos. Desde que os dois subconjuntos sio contidos em X, o resultado da
abertura de X é a unifio destes. A Figura 6.2 mostra um fechamenta por uma outra golegio de dois subcon-
juntes. Desde que os dois subconjuntos contém X, o resultado do fechamento de X é a intersegio destes,

Agora, estamos interessados em mostrar que o mecanismo de construgdo de aberturas ¢ fechamentos
da Proposigdo 6.3 € capaz de gerar todas as aberturas e fechamentos. Em outros termos, queremos carac-
terizarestas duas classes de operadores. Precisamos antesenunciar mais uma proposigio relativa is aberty-
ras, Por dualidade, teriamos uma proposigo similar relativa sos fechamentos.
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~-
S ——

Fig. 6.1 — Aberturz algébrica de um subconjunto.

Proposicio 6.4 (propriedade das aberturas) — Seja ¥ uma abertura sobre P e ¢ um operador sobre P,
isotOnico e anti-extensivo, Entdo as quatro proposigdes abaixo sdo equivalentes:

Dy =y

@y =

Sy =r

(4) Inv(y) C Inv(y). m]

Prova ([RonHei%1, Prop. 2.3]) — Vamos provar que (1) implica (2).

¥ =y (v & idempotente)
=y (y € isotdnica, ¥ = 4 e Proposigio 3.15)
= ¢ (y & isotbnica, ¢ < i e Proposigio 3.15)
=9, {t € elemento neutre da composicao)

istoé, ¥ = mpe yyf =y, e pela anti-simetriade <, wp = 9.
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Vamos provar que (2) implica {3).

Y =yr (y € idempotente)
=y v =1y
= wy (¥ = ¢ e Proposigio 3.15)
= yy {1 € clemento neutro da composigio)
Sy (¥ = 1 ¢ Proposigio 3.13)
<y, {i € elemento neutro da composi¢io)

isto £, ¥ sy e ¢y =<y, epela anti-simetria de =, ¢y = .
Vamos provar que (3) implica (4). Para todo X em @,

X € Inv(y) == X = y(X) (definigdo de Inv)
= Y0 = YyX) e X =¢X) {1 & mapeamento}
= PX) =yrX) ¢ X =yX) (definigdo de composta)
@ PX) =y} ¢ X =9X) @y =y
e Xy =X (equivaléncia l6gica)
<« X = Inv(y), (definigio de Inv)

isto &, Inv(y) C Inv{yn.
Vamos provar gue (4) implica (3). Para tode X em P,
¥(X) € Inv(y) (idempoténcia de ¥)
< Invy), (Inv(y) C Inv(y) e definigdo de )
isto &, pela definigio de Inv, YQAX)) = ¥X). Em outros termos, ¢y = y.

Vamos provar gue (3) implica ().

Y St =Yy Sy (Proposicio 3.15)
Sy sy (¢ é elemento neutro da composigan)

@y =y, y =)

isto €, desde que ¥ & anti-—extensivo, y = y. a

Para podermos caracterizar as aberturas e os fechamentos, vamos precisar das subcole¢des sup—fecha-
das e inf-fechadas de P (ver Proposigiio 3.9). Denotaremos por £(P) o conjunto das subcolegbes sup—
fechadas e por 9(P) o das subcolegbes inf—fechadas. Lembramos que uma subcolegio sup—fechada
chama—se também familia de Moore [Birkho67]. Vamos caracterizar primeiro as aberturas.

Proposicio 6.5 (caracterizagio das abertoras) — O mapeamento de I' em F(P),
y = Inv{y),
€ uma bijegdo. Seu inverso é
By . ]

Prova — Antes de tudo, verificamaos que pela Preposigio 6.2, para todoy sobre %, Inv(y) é uma subcolegio
sup—fechado de %, e pela Proposigiio 6.3, para todo B subcolegiio de %, yq € uma abertura.
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Vamos provar que ¥ — Inv(y) € uma hijegio. Em primeiro lugar, para tode operador ¥, ¢ y, sobre @,
Inv(y,} = Inv(yy) <= Inv(y,) C Inviyy e Inv(y,) C Inviy,)
(reflexividade e anti-simetria de C)
Rl ST PR PR (Proposicéio 5.4)
< ¥ =Y. (reflexividade e anti~simetria de =)
Isto prova que o mapeamento y = Inv(y) € injetor.
Em scgunde lugar, para todo B E H(P)e X € P,

X E Inv(yg) < X = ya(X} (definigio de Inv)
« X=sup{BEB: BCX} (definigio de yg)
= X E B, (“B ¢ sup-fechado” prova =)

("X é o maior elemento de (B € B: B C X} prova <)

em outras iermos, paratodo B £ F(P), Inv(y,l = B. Isto provaque o mapeamento ¥ - Inv(y) € scbreje-
1or & consequentemente é uma bijegio. m]

A Proposigio 6.5 mostra que existe uma correspondéncia um por um ene I' e $(P). As subcolegdes
sup—fechadas de P caracterizam sem ambigilidade as aberturas. A Figura 6.3 ilustra este resultado.

Em relagdo aos fechamentos, temas um resultado dual. O mapeamento de P em (%) dado por
¢ > Inv(gh} € uma bijegao & seu inverso € B > @, Isto &, temos a correspondéncia um por um entre as
familias de Moore e os fechamentaos,

Com a Proposige 6.5 podemaos dar uma interpretagio interessante da abertura por uma subcolegio
sup~fechada de um subconjunto X. Se B € uma subcolegio sup—fechada, entdo, pela Proposigdo 6.5,
Inv(yy) = B. Conseqilentemente, pela idempoténcia de 4 & pelo Exercicio 6.2, para todo X em P,
yg(X) € B, isto &, pelus definigBes de yq e de supretno, o subconjunto yg{X) € o maior subconjunto B
deBtalque B C X.

Os subconjuntos F(Phe I(P} siio reticulados completos. Isto decorre da Proposigio 3.9 ¢ do fato que
estes sdo, respectivamente, inf-fechado ¢ sup-fechado. Vamos provar, por exemplo, que F(P) € um sub-
canjunto inf-fechado. Para todo X € (%) e 9% C infX, pela definigdo de infimo, % & Li. de X, isto &,
% C @ para todo B € X. Mas, como todo elemento de X é sup—fechado, sup® € B paratodo B € X,

Entdo, pela definicio de imersegio, sup® € n B, isto & pela propriedade da intersegio,
BEX
sup®b € infX. Em outros termos. infX é uma colegio sup-fechada, ou ainda, infX € P(P). Istoprovaque
$(P) € um subconjunto inf-fechado,
Em relagdo s aberturas, podemos entice enunciar a seguinte proposigio.

Proposi¢éo 6.6 (isomorfismo de reticulados) - O reticulado T das aberturas sebre % ¢ o reticulado do
conjunto F(P), sio isomorfos. Em outros termos, ¥ +> Inv(y) & um isomortismo de reticulado, isto &,
y — Inv(¥} é uma bijegiio e para todo ¥y e ¥, em I,

¥y Sy Invly) & Inviyy). (isotonia dupla)
]
Prova - O resultado decorre das Proposigies 6.4 & 6.5. ]

Em relagio aos fechamentos, temos uma proposigao dual.
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Pal)

$(®)

Fig. 6.3 — Bijegiio entre as aberturas e as colegdes sup—fechadas.



6.1 ABERTURAS E FECHAMENTOS ALGEBRICOS 107

Proposiciio 6.7 (propriedade da unido e interseclio de aberturas) — Seja (,);<;uma familia de aberturas
sobre P, seja (B };<;a familia dos respectivos domimos de invaridncia, isto &, B, = Inv(y;) para todo
i€lesspaB ={BEAP): HEL B =23, Entac

ysupﬂ - -!;Tf
w !

< » a}
?Q[mi i e Iy
Prova - A prova § similar a da Proposigiio 3.12. 0

Em particular, a uniZo de duas aberturas (distintas} coincida com & abertura pelo supremo dos domfnios
de invanidncia. A intersegio de duas aberturas € maior que a abertura pela intersegio dos dominios de inva-
rifncia. Em outros termos,

Vap(amy VY2 S Yam, S AT
$15)

Pela Proposigio 3.8, ;{uﬂg) {$).9;) € a menar subcolegio sup-fechada que contem B, US,,

Como Ward em 1942 |Szidsz71). € interessante notar que uma abertura (resp. fechamento) com
dominio de invariincia ® produz o fnfimo (resp. supremo) em B de uma subcolegio qualquer de subcon-
juntos em B a partir da intersegdo (resp. unido) destes.

Proposi¢io 6.8 (propriedade do domfnio de invaridncia das aberturas e dos fechamentos) — Seja ¥ uma
aberrasobre P e seja Bsevdominio deinvarifineia, A colegdo B € um reticulado completo relativamente
ainclusdo e para todo %6 C B,

inf%B =yl x.
A Ve x@ss

Seja ¢ um fechamento sobre P e seja 9@ seu dominio de invaridneia. A colegio B é um reticulade com-
pleto relativamente a inclusio e para todo % C B,

Supp = . O
B %(xLersX)

Prova — De um lado, pela Proposigiio 6.2, B € uma subcolegdo sup—fechadade de (P, C), entdo pela Pro-
posigiio 3.9, (B, C) € um reticulada completo. De cutro lado, para todo %5 C B,

i&f‘.—B = sup(B € B: BELL de B} (Propostgac 3.8)
=sup{BEB: BC ig’f%} {defini¢io de infimo)
=suplBEB: BC [ X) {(propriedade da intersegdo)

Xe%®

I

7a( ) X (definigio de abertura por %)
XE®
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A prova do resultado sobre 0s fechementos € similar a prova decorre do resultado sobre as aberturas
por dualidade, o

As vezes, € interessante fazer uma distingiio entre 0§ invariantes de uma abertura & os de um fecha-
mento.

Definigio 6.3 (abertos e fechados) — Sejam y e ¢, respectivamente, uma abertora ¢ um fechamente sobre
. Os invariantes de ¥ chamam-—se de abertos relativos ay. Os invariantes de ¢ chamam-—se de fechados
relativos a §. 0

Pela Proposigdo 6.2, a uniiio de abertos € um aberto e a intersegdo de fechados € um fechado.

Antes de terminar esta segio, vamos introduzir a nogio de subculegiio sup-fechada gerada e apresentar
wrés proposigdes interessantes ligadas as aberturas.

Seja B vma subcolegiio qualquer de P, A subcolecio sup—fechada geradu por 3 é a subcoleglo de P,
dznotada & e dada por

B=(XEP: IHCB, sup% = X).

Proposicio 6.9 (dominio de invarifincia de uma abertura por uma subcoleglic) — Seju B uma subcolegio
de P entao

Inviyg) = B m]

Prova - Para toda subcolegio B de P,
X € Invipg) <+ ya0 =X (definigdo de Inv)
<« sp{BEB . BC X} =X (definigdo de ¥q)

<@ IBC B, supB =X
(H={Bed:BCX)prova=)
(X = supB Csup{BE B : B C X} C Xprova &)

= X €, {definigio de )
isto &, Invlyg) = [} m}

Esta primeira proposigio associada as Proposicdes 6.2¢ 6.3 mostra que B¢ realmente uma subcolegio
sup-fechado, isto &, B € F(P).

Se B ¢ uma subcolegfio sup—{fechada entfio, pela Proposigio 6.3, Inviyg) = B, mas pela Proposigio
6.9, Inviyy) = B, isto prova que, neste cuso, B = B

Observamos gue 0 mapzamento de P(P) em P(P), B B € a composigio ¥ — Inviy) por B —~ Yo

Proposigao 6.10 {fechamento das subcolegdes de subconjuntos) — O mapeamente de P(P) em P(P),
8~ B ¢ um fechamento. o

Prova — Yamos provar gue 8 — 3 € isotdnico. Para todo B, e B, tal que B, C @B, etodo X em P,
XEW <« IBCD, sypBH=X {tefinigio de B)
= 3IBCB, wpBH =X (B, C B,
= XER,, {definigio de 3)
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istoé, B, C®d, =B CB
Vamas provar que % — 3B € extensivo, Para todo X em 9,
YEB=IBCSB, supB =X (% = {XD
S XER, {definigio de )
istoé, BC B,

Vamos provar que B +» B ¢ idempotente. Por um lado, pela extensividade B C @ e pela isotonia
B C F. Por outre lado, para todo X em P,

XEB «»3IBCH, supB =X {definigdo de B)
= XER, {® & sup—fechado)
isto €, B C 5, Assim, B = B, [m]

Com esta segunda proposigio observamos o seguinte. Seja B, = (B EHP): T €1, B = B}
Aplicando ao fechamente ® »» % a Proposigiio 6.8, para toda familia (B );c; 2 valores em $(P), temos
sup B, = b,
e e

Assim, a igualdade da Proposi¢io 6.7 pode se reescrever

¥ —= V ¥
Us, ied
=
Em particular, a unido de duas aberturas (distintas) coincida com a abertura pela subcolegdo sup-
fechada gerada pela unido dos dominios de invadincia. Em oulros termos,
Yo =7 VY
Proposigio 6.11 (aberturas equivalentes) — Seja B uma subcolegdo de P entdo

Yg=Ya- =
Prova — Para todo 8 C P,
Inv(yg = 3 (Proposigio 6.9)
= m (Proposicio 6.9)
= Inv(yg), {Inv(yg) & sup-fechada)
isto &, pela Proposigio 6.5, parz tado B C P,y = yg. =]
Com esta terceira proposigio, a igualdade da Proposigio 6.7 pode ainda s simplificar
Yus i\E/{yj
isf

Em particular, a unifio de duas aberturas (distintas) coincida, simplesmente, com a abertura pela unifo
dos domfnios de invarifincia. Em outros termos,

Yaum, =V V¥
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Seja B uma subcolegio sup—fechada. Uma subcolegiio @' tal que & = @, chama-—se de base de B,

Encontrada uma base para B, temos uma maneira de simplificar a construgio da abertura por ®. De
fato, pela Propasigao 6.11, a abertvra por B € idéntica a abertura pelabase B, em outros 1ermos, Y = Yg

6.2 Aberturas e fechamentos morfologicos

Vamos agora deduzir algumas propriedades adicionais relativas aos pares de erosdes e dilatagies for-
mando as conexdes de Galois do Capitule 12,

Proposicio 6,12 (propriedade das conexdes de Galois) — Seja {e,4) uma conexiic de Galois entre (P, D)
e (P, C),entio

gde=¢ ¢ Jed = 0. m|
Prova — Seja (¢,8) um par de operadores sobre P. Por um lado,

(£,0) & conexdo de Galois == de <4 (definigio de conexdo de Galois}

= ede S & (£ & isotbnico e Proposigio 3.15)

e ple s . (4 & elemento neutre da composigaa)

De outro lado,

(e,8) & conexiio de Galois =» ¢ < ed {defini¢do de conexido de Galois)
= £ < e (Proposigio 3.15)
<« £ < ede. (i € elements neutro da composigio)

Em outros termos, pela ant-simewia de <, &de = &
A prova que ded = 4, & similar, o
Da Proposigio 6.12, deduzimos, que, para toda conexdo de Galois (g, d),

eded = g6 ¢ dede = Ok,

Proposi¢io 6.13 (propriedade da composigio de erosio — dilatagio formando uma consxfo de
Galois) - Seja (e, d) uma conexio de Galois entre (P, D) e (P, C). entiio de e &8 sho, respectivamente,
uma abertura e um fechamento sobre P [m}

Prova — Seja (g,58) uma conexfio de Gulois enue (P, D)e (P, C). Peladefinigio de conexao de Galois,
osaperadores de ¢ £4 sfoisotdnicos ¢, respectivamente, anti—extensivo e extenvivo. Pela Proposigdo 6.12,
os operadores @ e 26 sdo também idempotentes. Isto prova que 6e e £0 sav, respectivamente, uma aber-
tura & um fechamento, [m]

Esta proposigio justifica a seguinte definigio.
Definigio 6.4 (abertura e fechamento morfolégico) — Um operador y sobre P & uma abertura mor-
foldgica se ¢ somente se existe uma conexdo de Galois (¢,d) entre (P, D)e (P, Citalque y = de. Um

operador ¢ sobre P & um fechamento morfolégice se e somente seexiste uma conexio de Galois (g, 8) entre
(P, Dre (P, C)tal que y = £d. (|
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Observamos que o mapeamento das conexdes de Galois em T, (g,d) — d¢ niio & injetor. O exemplo
abaixo mostra que duas conexdes de Galois podem gerar a mesma abertura morfoldgica.

Scja E = Ret{n;,n;},5eja A = {(x),x;} € £ x; = 0} e sejua aseguinte fungdo estrurante de E em
PE)

{»} sey€A

[y} +0,1) cec v <

o=

Entio d,e, = 1 e # = ¢, isto &, a5 conexdes de Galois (€4,0,) e {1,£) gerem a mesma abertura £

Dado uma fungio estruturante a de £ em P, a abertura (morfaldgica) por a & 4 abertura morfoldgica
sobre %P, denotado y, tal que

Ya = [ J
& 0 fechamento (morfolgico) por a € o fechamento morfolégico sobre P, denatado ¢, tal que
¢|:z = Eaér; -

Exercicio 6.3 (definigin equivalente de abertura por uma fungfo estruturante) — Seja o uma fungio de E
em % Usando as definigBes de 8, e &, prove que

YalX) = U ay) (X EP). o
PEEea(»CX

Teda abertura morfélogica {resp. fechamento morfdlogico) & uma abertura algébrica (resp. fecha-
mento algébrico). O contririo geralmente ndo vale, mas pelo Teorema 1.4 de [Serra88] sabemos que toda
abertura algébrica pode se escrever comu o supremo de aberturas morfoldgicas.

No caso das aberturas e fechamentos morfoldgicos, podemos determinar facilmente os abertos ¢ os
fechados,

Proposi¢io 6.14 (determinago dos abertos e dos fechadas) —Seja (¢,8) uma conexiio de Galois entre
(P, D)e (P, C). Os abertos sio us imagens de algum elementa de < através da dilatago 8. Os fechados
$30 as imagens de algum elemento de P através da erosio £. Em outres termos,

Inv(de) = §(P) e Inv{zd) = e(P). Im|
Prova — Vamos provar o ¢aso dos abertos. Para toda conex#o de Galois (g, d) entre (P, D) e (P, C),

&(P) = ded(P) (Praposigio 6.12)

C de(P) (propriedade dos mapeamentos)

C 8(P, (propriedade dos mapeamentos)

isto €, pela anti-simetria da inclusio, d(%) = ed(P) e, pela idempotEneia de de e pelo Exercicio 6.2,
3(P) = Inv(de).

A prova no caso dos fechados € similar, ]
A Figura 6.4 ilustra este resultado.

Exercicio 6.4 (base do dominio de invariincia de wma abertira por um elemento estruurante) - Usando
a Proposigdo 6,14, mostre que a subcolegiio {B € P : Iy € E, a(y) = B} £ uma base para Inv(y,). O
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§(P) = Tnv{de) &(P) = [nvi(ed)

Fig. 6.4 — Deteminagio dos abertos ¢ fechados relatives 3 uma conexio de Galois.

Prova —Para todo X € P,

XEH (P <« Ire? d,(H =X (definigdo da imagem de um mapeamento)
eIre?, |Jap=x (definigio de d,)

yEY
<« 3AYEP, suplBEP : yE T, ay) =B} =X (propriedade da unido)

e dJBC{BEP: Iy E, uly) = B}, sup =X
(%6 ={BEP:IyEY, aly) = B} prova =3}
(Y=I{y€EE: aly) € B} prova &=

< XS {BEP: Ty L, aly) = B}
" (definigio de subcolegio sup—fechada gerada)

1sto €, pela Proposigio 6.14, Inviy,) = {8 € ¥: Iy € E, aly) = B}
Em outros termos, pela definigio de base, (B € P: 3y € £, ay) = B} € uma base para Inv{y,).

Pelo resultado do Exercicio 6.4 ¢ da Proposigo 6.11, temos ¥a = ¥ peg 3yeE, apy=p) H5SIM, temos
um outro caminho para deduzir que a expressiio de y4(X) do Exercicio 6.3,

E muito impertante notar que numa conexdc de Galois (g, 8), £ e & nae sio geralements mapeamentos
reciproces, isto €, um ndo € a inverso do outro ou ainda, nés nde temos d& = ¢ ou &6 = 4, lemos apenas
de = t et < ed. Por exemplo, 0 subconjunto X, uma vez erodido por uma erosio £ nde pode ser recon-
strufde por méio da dilatagiio & (geralmente nio tomos d(e(X)) = X).

No entanto, esta recanstrugdo & possivel para os fechados {relativos a &4) dilatados por 8. Temos os
seguintes resultados. Para todo ¥ £ &(P) (isto & para tode fechado relativo a £8), seja %y a colegio de
todos 0s subconjuntos X em P tal que &(X) = Y. A dilatagio de Y por §, 6(¥) 6 um elemento de By (¥
fechado, e(3(X)) = ¥), §(¥) pode ser reconstuido por méio da dilatagio & apds uma erosio por € (pela
Proposigio 6.12, 3e(d(Y)) = 4(¥}), 8(¥)é o sinico dentre de %yque pode serreconstrufdo (6 € um mapea-
mento) e 3(Y) & o menor de todos os membros de By (H(Y) = de(X) = X).
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A Figura 6.5 ilustra estes resultados.Nesta figura ,a erosio ¢ e a dilatagio dsio invarjantes por trans-

w0y | ¥ | 8
P | 3 |
| |
B B n
) | ¥ | 80
P | 5 |
| i
B . B
BOM| ¥ s
£ — 5 |

[
’ "“[}}]

Fig. 6.5 — Problema da reconstrugdo apés uma erosao.

——

lagio ¢ tém como elemento estruturante o quadrado 3 X 3. Os subconjuttos X, X, e X4(X; = 6(Y)) sdo
exemplos de elementos de By, isto &, a suas erosdes produzem ¥ Obsetva-se que somente X5 pode ser
reconstruido exatamente pela dilatagdo d apds a erosdo &, Oberserva—se também que X, € menor que X,
e X,

2

Comono case das dilatagbes e erosdes, podemos estabelecer relaghes entre as aberturas e 08 fechamen-
tos por fungdes estruturantes. Vamos estabelecer uma relagiio baseada na dualidade por complementagao
da Seciio 12.2. Precisames do resultado do seguinte exercico.

Exercicia 6.5 (dual do composto) - Sejam & e § dois operadores sobre P, Prove que

@) =a'g" o
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Proposigiio 6,15 (transpasicio versus dualidade por complementagio) — As proposigBes abaixo so
equivalentes. Para todo a¢ b em P,
a ¢ b mutuamente transposto <> ¥g & ¢, mutuamente duais por complementagio;

Yo =@a:
b5 =Vp- o
Prova — Vamos provar a segunda proposigio., Para tedo a em eE,
Yo = (Baa) (definigio de ;)
=ds8a (Exercicio 6.5)
= g,0, {Proposigio 14.12)
=ty (definigio de ¢}

.- - * -y = 1
Em outros termas, a composicio de y 1+ 3" por a —»848,, isto €, a ~» 8.2, € idéntica a composigio
de brr g, porarraisto 6, ase b,

As outras proposigBes decorrem deste resultado usando o fato que 0s mapeamentos p —» y‘, ar>dg,,
brr g, € a = ot 530 bijegiies. O
A Figura 6.6 ilustra o resultado da Proposigéo 6.15 e mostra como ¢le ¢ obtido,

derr g, | |arde, b gd, ed b,y

u-r
—
-

b b

Fig. 6.6 — Transposicao versus dualidade por complementagio.

6.3 Aberturas e fechamentos invariantes por translagio

Para estudar as aberturas e os fechamentos morfolégicos invariantes por translagfio precisamos definir a
nogio de subcolegiio invariante par translagéo.
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Definigiio 6.5 (subcolegao invariante por translagdo) —Seja Eum grupa Abeliano. Uma subcolegio % de
P(E) € invarignre por translagdn (i.1.) se e somente se, para todo ¥ E E,

(%) = %. m]

Exercicio 6.6 (condigio suficiente para uma subcolegdo seri.t.)— Seja E um grupo Abeliano. Se¢ja % uma
subcolegio de PE} entdo

G (BCEH WEER) = FHéit. O
Prova - De um lado, por hipdtese, para todo » € E, 1,(%) C 3. De cutro lado, para todo u € E,

T, (H) C B = 7,r_,(F) C 1,8 (%, & isotbnico)

& 7,0 =, (B) C 1,(%) (definigio de composto)

< {(B) C r,(0) (lei do elemento neutro)

<« &6 Cr,(H). (definigio de &)

Assim, pela anti-simetriade C, £,(%) = BeBEit. 0

Os operadotes invatiantes por translagio tém a seguinte propriedade.

Proposigao 6.16 (invariincia por translagio do deminio de invariiincia) - Seja £ um grupo Abeliano.
Sejatp um operador invariante por translagio sobre P(E) entio seu dominio de invariincia Inv(y) & invari-
ante por translagio.

Prova - Para todo & € Ee todo B € Inv{y),

Yru(B)) = yr,(B) {definigo de composto)
= r,4(B) @éin
= 1,(Y{(B)) (definigfio de composta)
= T4(8), (B € Inv{y)

isto &, 74(B) € Inv(y}. Em outros termos, para todo » € E, 1,(Inv{y)) C Inv(y). Pelo resultade do
Exercicio 6.6, isto prova que Inv(y) € it.. m]

As aberturas e os fechamentos por wma subcolegdo invariante por translagio t€m a seguinte proprie-
dade,

Proposicio 6.17 (invaridncia por transtagiio das aberturas e dos fechamentos poruma subcolegfo invaria-
nte por translagdo) —Seja E um grupo Abeliano. $eja B uma subcolegio invariante por wranslagao de P(E)

entio yg e Pg 530 invariantes por translagio. a
Prova-Paratodo u € Eetodo X E P,

TyalX) = .(nX) (definigio de composta)
=1, (sup{BEB: BCX)D (definigiio de yg)
= supr,({B EB: BCX})) (%, € uma dilatagic)
=sy{YEP:3ABE B, v,{B) = Ye B C X} (definigdo de imagem)

=sup{YEP 3B E B, 14B) = Fer (B C rfX)]
(1, é um automorfisma)

=sup{¥ € 7,(B): ¥ Cr(X)} {defini¢io de imagem)
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=sup{Y EDB: ¥ C 7.} (BSit)
= Tm(fu(:x)) (definicio de yg)
= ygtulX), (definigio de composta)

iste €, para todo u € E, Tuyg = Y4T,. Em outros termos, yg é Lt
A prova que ¢y £ similar. a

Junto com a caracterizagdo ji feita das arberturas, as proposigdes acima permitem caracterizar as gber-
turas invartiantes por translagio.
Proposicio 6.18 (caracterizagio das aberturas invariantes por translagio) — Seja E um grupo Abeliano.
Seja I' o conjunto das aberturas invariantes por translagfio sobre P(E). O mapeamento de T no subcon-
junte de $(P(E)) das subcoleges invariantes por translagio,

yr> Inviy)
é uma bijegdo. Seu inverso ¢
Brsyg . o

Prova — Pela Proposigiio 6.5, sabemos que ¥ => yq € uma bijegio de T em F(%). Basta entao observar que,
pela Proposigdo 6.16, para todo y € I, Inv(y) £ L.t., & que, pela Proposigao 6.17, para todo B € ()
cit, pgéit. c

Em relagio aos fechamentos, temos um resultado dual. O mapeamento de @, o conjunto dos fecha-
mentos invariantes por translagde sobre P(E), nosubconjunto de F{P(E)) das subcolegdes invariantes por
translagdo, dado por ¢ > Inv{g) & uma bije¢lo ¢ seu inverso & B — ¢q.

Vamos agora considerar o case de aberturas ¢ fechamentos morfoldgicos invariantes por translagie.

Por definigo, uma conexao de Galois (g, ) & invariante por translacdo (i.1.) se € somente se € e d sdo
invariantes por wanslagdo. Neste caso, de e &§ sdo, respectivamente, uma abertura e um fechamento,
invariantes por translagdo como compostos de operadores invariantes por translaggo.

Definicio 6.6 (abertura e fechamento morfoldgico 1.t.) - Seja E um grupe Abeliano. Seja (g,d) uma
conexdo de Galois entre (P(E), D) e (P(E), C), invariante por translagio. O operador ¢ chama-se de
abertura morfoldgica L.t.. O operador £d chama-se ds fechamento morfol6gico i.t. ]

Observamos que as aberiuras morfolégicas (resp. fechamentos morfoldgicos) i.t. da Definigdo 6.6 580
também aberturas morfoldgicas (resp. fechamentos morfolégicos) conforme a Definigio 6.4, mas nada
prova gque as aberturas morfolégicas (resp. fechamentos morfoldgicos) da Definigdo 6.4, invariuntes por
translacdo, sejam também aberturas morfol6gicas (resp. fechamentos morfolgicos) i.t. conforme a Defi-
nigéoc 6.6.

Toda abertura morfélogica (resp. fechamenta morfélogico) i.t. € uma abertura algébrica (resp. fecha-
mento algébrico) invariants por translagio. O contrdrio geralments ndo vale, mas pela Proposigio 7.1.3
de [Mather75] sabemos gue toda abertura algébrica itvariante por transla¢@io pode se escrever como a
unifio de aberturas morfoldgicas i.t, Afim de apresentar ¢ provar, até o fim desta segéo, o resultado do
Matheron, vamos introduzir mais um fechamento sobre as subcolegdes de P(E), assim como a definigio
de aberturas ¢ fechamentos por um elementa estruturante.,

Seja B uma subcolegio qualquer de P. A subcolegdo invariante por translagdo gerada por B € a sub-
colegio de P, denatada <B e dada por

B>=(XEP: IuEEcABER, BE+u =X}
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Vamos mostrar que <3¢ realmente uma subcolegio invariante portranslagio. Paratodo u € Eetodo
Ye?,

YET(<B>) < AX € <B>, 1,1 = ¥ (definigdo de imagem)

“dXEP, WEEeIBER, v(B)=Xer ) =Y
{defini¢Ao de <B>)

« JEEeIBED, r,i6,BY =Y {implicagio 16gica)

= JwEEeIBER, 1.(B)=7
(w = u + ve propriedade da translagio)

< ¥ € <B>, (definigio de <B>)

isto €, para todo # € £, 7,(<B>) C <®>. Em outros termos, pelo Exetcicio 6.6, <> & uma subeolegao
invariante por translagiio.

Vamos provar que se 4B & uma subcolegao invariante por translagio, entdo <B> = 9B. Para todo todo
XeP

XePB><>WEE:IABER, B+u=1X (definigio de <B>)
= XED, (B EiL)
isto &, <P> = B,

A nogido de subcolegiio invariante por translagio gerada, conduz a definigio do seguinte fechamento
sobre P(P).
Exercicin 6,7 (fechamento das subcolegBes de subconjuntos) — Seguindo o roteiro da prova da Propo-
si¢do 6.10, prove que o mapeamento de P(P) em P(P), B = <B> &€ um fechamento. ]

Seja E um grupo Abeliano. Dado um subconjunto A de £, a abertura por A € a abertura morfoldgica
i.t. svbre P, denotado ¥, e dado por

Ya =044,
e 0 fechamento por A & o fechamento marfolégico i.t. sobre P, denotado ¢, e dado por
Pa =8,

O subconjunto A, chama-se elemento estriturante.

A Fipura 6.7 mostra uma abertura por um elemento estrurante 4 e a obtengéa da abertura par A ue w...
determinade subconjunto X.

Pela definigio de <®>, observamos que <{A}> = {BEP: Ay EE, A+ y = B},

Proposigio 6.19 (dominio de invaridncia de uma abertura por um elemento estruturante) — Seja £ um
grupo Abeliano. Seja ¥, a abertura pelo elemento estreturante A de P(E), entio

Inv(y,) = <{A}>. a
Prova — Seja ¥, a abertura por 4,

Invvy,) ={BEP.IyEE A+ y=B) (Exercicio 6.4)
=<{A}>. (definigao de <B>)
a
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1.

o —————
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Fig. 6.7 — Abertura morfolégica i.t. de um subconjunto.

Uma base para Inv(y . ¢ a subcolegio <{A }». Assim, pela Proposighe 6.11, temos ¥4 = P4y, € con-
seqiientemente

yAX) = U A+y (XEHE).
yEEeA+yCX

A Figura 6.8 mostra um modo de construir a abertura por A do subconjunto X da Figura 6.7, usando
a expressio ¥, (X) acima. O aberto € obtido “pintando” com um pincel possuindo a forma do elemento
estruturante (aquium quadrado) e mantende o pincel dentro do X. A Figura 6.9 mostra a abertura invari-
ante por translagio do subcenjunto X que “toca as bordas do dominio™.
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Fig. 6.8 — Modo de construir o aberto.

A Figura 6.10 mostra vm fechamento por um elemento estruturante A e a obtengao do fechamenta por
A de um determinado subceonjunto X, A Figura 6,11 mostra um modo de construir o fechamento por A do
subconjunto X. O complementar do fechado € obtido “pintando™ com um pincel possuvindo a forma do
elemento estruturante (aqui um quadrade} e mantendo o pincel dentro do X<

AsFiguras 6.12 ¢ 6.13 mostram o3 efeitos, respectivamente, de uma abertura ¢ de um fechamento sobre
vm mesmo subconjunto X por um elemento estruturante 3 por 3. Este subconjunto pode ser interpretado
como representanda um coatinente € seu complementar o aceano, Na abertura, observamos (de cima para
baixo) a quebra de um fstemo estredto (isto é, de largura inferior a0 lado do elemento estruturante), a elimi-
nagio de um cabo estreito e de wima ilha pequena e, finalmente, a aberfura de uma lagoa beirando o litoral.
Na fechamento, observamos {de cima para baixo) a criago de um fstemo entre uma ilha beirando o litoral,
aeliminagiio de um golfo estreito e de um lago pequeno ¢, finalmente, ¢ fechamento de uma baia de acesso
estreito junto ao oceano.

Paratodo B € <{A}>, <{B}> = <{A}>e¢,conseqiientemente, ¥ = ¥ 4. Isto maestra que na definigio
de uvma abertura ou de um fechamento por um elemento estraturante, a posigio relativa entre o elemento
estruturante € a origem néo importa. Por esta razdo, na notagio de elemento estruturante para as aberturas
e fechamentos, podemos esquecer de indicar 2 posigao da origem.

Na proposigio seguinte, vamos resumir algumas propriedades das arberturas por um elemento estrutu-
rante.

Proposiciic 6.20 (propriedades das aberturas por um elemento estruturante) — Seja B um subconjunto de
um grupo Aheliano . Seja ¥ a abertura pelo elemento estruturants B, isto &,

7elX) = XSB BB XEP),
entio valem as seguintes propriedades. Para tedo B, By e Byem P,

(l)yB(X)=xEEe%J+xch+x X E9)

X, CX, =X CypXy) XX, EDP (isotonia)
Byg=t: {anti—extensividade)
A ye¥s = ¥p (idempoténcia)

(5) Inv(yg) = d(P). (dominio de invarifincia}



120 CAPITULO 6. ABERTURAS E FECHAMENTOS

(6) ya(sup®) = supyp(B) (B C o) {propriedade dos abertos)
(7) yu(inf®) C infyg(%) (BCP) {isotonia)
B typ =¥ptu W EE) (invariincia por translagao)
) ¥, ¥ ¥5, = YaBpuah,» (sup-fechamento)
(10} Yeponas» = Vo, A Vi, o

Prova - A Propriedade (1} decorre daaplicagio do resultado do Exercicio 6.3 a0 caso invariante por trans-
lagdo ou ainda é uma consequéncia da Proposicao 6,19,

As Propriedades (2) a (4} decorrem da Proposigio 6.13.

A Propriedade (5) € o resultado da Proposigao 6,14,

A Propredade (6) decorre da Proposigio 6.2.

A Propriedade (7) decorre da isotonia de yp e da Propesigio 3.1

A Propriedade {8) decorre do fato que a operagéce de composicao € fechada em relagae aos operadores
invariantes por translagio.

As Propriedades () e (10) decorrem da Proposicdo 6.1, [}

A Figura 6.14 ilustra a Propriedade (6), isto &, 2 unifio de aberto € aberto. A Figura 6.15 ilustra a Pro-
priedade (7). isto &, a abertura da intersegio de dois subconjuntos é contida na intersegdo de suas aberturas.
A abertura por A da intersegdo de X, e X, € o infimo de {X, X} relativamente a colegiio <{A}> Nesta
figura 0s subconjuntos X, e X, sio abertos, entfo sua intersegdo coincide com 1 intersegio de suas abertu-
ras (mas ndo coincide com a abertura da intersegio).

Na proposi¢ao seguinte, vamos resumir algumas propriedades dos fechamentos por um elemento
estruturante.

Proposicio 6.21 (propriedades dos fechamentos por um elemento estruturante) -- Seja B um subcenjunto
de um grupo Abeliano E. Seja ¢ o fechamento pelo elemento estruturante B, isto é,

$5X) = (XD B)OB (XED),
entio valem as seguintes propriedades, Para todo B, B, ¢ Byem 9,

(1) ¢3X) = N B+2° (XEB
rEEeB+xCX°

DX, CX, = ¢4(X) CopiXy) (XX, EP) (isotonia)
3= ¢y {extensividade)
() e = @y (idempoténcia)
(5) Invigpg) = ex(P). (dominio de invaridncia)
(6) ¢ (infE) = infpg(B) (B C ex(P)) (propriedade dos fechados)
(7) supghz(%) C pplsup®) (HC P {isotonia)
Byrpp =gty WEE) (invarifincia por translagio)
)¢5, A Pg, = Pppucny (inf-fechamento)

(10) ¢p, ¥ ¢5, = Pponep,> o
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Prova — A prova das propriedades dos fechamentos decorrem das provas das propriedades das aberturas,
por dualidade. m}

Fig. 6.9 — Abertura morfoldgica i.t. de um sybconjunto que “toca as bordas do
dominio”.

Observamos que s& X € um conjunto de subcolegdes invariantes por translago entfo U Be
deX

{} B sio subcolegdes invariantes por translagdo.
BEX
Para toda subcolegie B de P, <B> é uma subcolegio supfechada e invariante por translagio. Em

outros termos, a imagem de P(EP) através de B +» <B> & contidano conjunto das subcolegdes sup—fecha-
das e invariantes por translagdo.
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2,00

Fig. 6.10 - Fechamento morfoldgico de um subconjunto.

Varnos provar que se 3 & uma subcolego sup-fechada e invariante por translacdo, entio <@B> = 9.
Temos,

T =5 (BEit)
=B {® & sup-fechado)
Em cutros termos, se B & uma subcolegiio sup—fechada e invarianite por translagio, entéio € um invaria-
nte no mapeamento B > <B>,
QGeralmente, 0 composto de aberturas (resp. fechamento) néo € uma abertura (resp. fechamento). No
entanto, a composigdo do fechamento B = 3 pelo fechamento # —» <B> & um fechamento.

Proposigio 6.22 (fechamento das subcolegdes de subconjuntos) - Seja E um grupo Abeliano. O mapea-
mento de P(P(E)) em P(P(E)), B <B> € um fechamento. ]
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Fig. 6.11 - Modo de construir o fechado.

Prova - O mapeamento B — <B> ¢ isotdatco e extensivo coma resultado da composicio de mapeamen-
tos isotdnicos e extensivos. Vamos provar a idempoténcia. Para todo 9 € PP,

B = B> (FE=éit)
= B>, (B — B & idempotente)

isto €, B B> € idempotente.
Em outros termos, % — <®B> ¢ um fechamento, [

Para provar o resultado do Matheron, precisamos de uma dltima proposigao.

Proposiciio 6.23 (dominip de invaridncia da unjfio de aberturas por eletnentos estrurantes) — Seja £ um
grupo Abeliano. Seja P uma subcolegio qualquer de P(E), entdo

v \/ ',\!B)=d<ﬁ;. ]
BeE®

Prova — Para todo B € P(P),

Inv( \/ e = UJ Toviyp) (Proposiges 6.6 ¢ 6.10)
BeEdR BED
- U <{B}> (Proposigao 6.19)
BED
=< [ <(Bb> (<{B}>€i.L)
BED
=< | (B {Exercicio 6.1)
BER
= <B>. {representagiio de B por uma unido de singletons)

o
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1
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1

Fig. 6,12 - Efeitos da abertura.
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Fig. 6.13 — Efeitos do fechamento,
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126 CAPITULO 6. ABERTURAS E FECHAMENTOS
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Fig. 6.14 — Propriedade da unific de abertos.
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Fig. 6.15 - Isotonia da abertura.



128 CAPFTULO 6. ABERTURAS E FECHAMENTOS

Podemos agora enunciar e provar o resultado do Matheron.

Proposigiio 6.24 (representagio das aberturas invariantes por translagin) — Seja £ um grupo Abeliane,
Seja B uma subeolegdo de PE) ¢ sejay o operador sobre $(E) dado por

y= V ¥a

Bed
&ntao
yET' e Inviyl = <B>.

[nversamente, ssja ¢ uma abertura invariante por translagio, iste €, ¥ € I' entdo

IMCPE, y= V vp- O
BE®R

Prova — Para toda subcolegio de P(E), pela Proposigiio 6.1, 0 operador ¢ = V ¥ g ¢ uma abertura re-
BE®B

presentada como uma uniao de aberturas. Ele é um operador i.t. representado como uma unido de opera-
dores L.t Isto &, ¥ € I, Pela Proposigio 6,23, Inviy) = <@>,

Inversamente, para toda abertura i.t. ¢, pela Proposigio 6.2, Inv{y) € sup-fechado e pela Propaosigio
6.16, [nv(y) é it Isto €, Inv(y) é um invariante no mapeamento B — <@®>. Pela Proposigio 6.22,
B — <B> & um fechamento, entio Inv(y) pertence a imagem de P(P) através de B »+ <B>. Em outros
termos, por alguma subcolegdo B de P(E) Inv(y) = <B> ou, ainda, pelas Proposigbes 6.5 e 6.23,

¥= V?B- [}
BES

ATFigura 6.16ilustra uma aplicago de uma abertura (algébrica) invariante por translagio obtida como
unifo de duas aberturas por dois elementos estuturantes distintos. Nesta figura, observamos gue com esta
abertura podemos extrair da imagem X as partes alongadas verticalmente e inclinadas a 45 graus.

6.4 Aberturas e fechamentos condicionalmente invariantes por
translaciio

Em certas aplicagdies, as aberturas e os fechamentos invariantes por translagio podem apresentar efeitas
de bordas indesejiveis porque num ponto x de “borda” de E o ¢lemento estruturante transladado B + x
geratmente cobre simultaneamente as imediag@es da “borda” considerada e da “borda oposta™. Na prética,
usa—se entio, aberturas e fechamentos que tém um comportamento similar aos operadores i.t. no “centrg”
de E e que punca tem o efeito de “juntar” as “bordas opostas”.

Seja (Z2, +) 0 grupo Abeliane de pares ordenados de inteires e seja £ vm retdnpulo de Z2.

Defini¢io 6.7 (abertura ¢ fechamento condicionalments invariantes por translagio) - Uma abertura
(resp. fechamento) condicionalmente invariante por translag@o (c.i.t)é uma abertura {morfolGgica) y,
(resp. fechamento (morfaldgico) ¢,) por uma fungdo estruturante b condicionalmente invariantes por
translagio, [m}
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¥a,(X)

L

Ya, V¥a,

Fig. 6.16 - Abertura algébrica.

Como j& comentamos na Se¢io 4.4, cada funglio c.i.t. pode ser caracterizado por um subconjunto B
de E @ E'. Para todo B € P(E @ EY, denotamos por bp a fungiio c.i.t. definida por

bply} = (B +WNE {(y €EE)
Denotamos entio por yg {resp. ¢pg) a aberura (resp. fechamento) c.i.t. por 5.

Em outros termos, temos yp = dpeg e g = £505 onde dg e e silo a dilatagio e a erosio c.i.t. por
B.
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A Figura 6.17 mostra uma abertura condicionalments invariante por translagio pelo Tosdngulo 3 x 3
{a cruz). Comparando as Figuras 6.9 € 6.17, observamos que a abertura c.i.t. a0 contrério da abertura i.t.
néo altera a parte do subconjunto que “toca a borda do domfnio™. No caso invariante por translagdo, todos
os pentos X s3o tratados igualmente, quer sejam “pontos de bordas ou ndo”. Dependendo da aplicagdo,
pode—se preferir uma ou ountra abertura.

¥alX)

Fig. 6.17 — Abertura morfolégica c.it. de um subconjunto que “toca as bordas do
dominio™.



Capitulo 7

Topologia Digital

A Topolugia Digital estuda & aplicagdo das nogSes definidas em Topologia sobre imagens bindrias. Neste
capftulo vamos introduzir algumas nogies bisicas de Topologia Digital, tais como conexidade, buraco,
pontos isolados, bordas, drvores de adjacéncia, homotopia, cte.

Existem vdrias formas de apresentar os conceitos de Topologia Digital. Uma das mais conhecidas con-
siste em estabelecer a noglio de adjacéncia entre pontos e, a partir desta definigfio, construir os demais
conceitos e propriedades {KonRos89],

Aqui, introduzimos a Topologia Digital a partir da nogio de espage morfoldgico, que se apresenta
como uma simplificagio da nogiio de espago topoldgico.

7.1 Conexidade

No capitulo anterior deu—se o nome de abertos aos invariantes de uma abertura, De uma mangira equiva-
lente pode-se dar 0 nome de aberto aos subconjuntos de uma colegio sup—fechado (Proposigdn 3.9), desde
que acolegdo dos invariantes de uma abertura é sup—fechada (Proposigao 6.2). Estes abertos, que chamare-
mos de morfoldgicos, diferem dos abertos de uma topologia como se pode verificar a partir das seguintcs
definiglies que incluem a de morfologia.

Definigao 7.1 (morfologia, abertos morfolégicos e espago morfoldgice) — Uma morfologia Ab rum con-
Junto E € uma subcolegao sup-fechada de (P(E), C). Os subconjuntos em My chamam—se de abertos
(morfoligicos) segunda M. Em particular, # ¢ E 530 abertos (morfolégicos). Um espage morfoldgico 6
um par {E, M) onde E € um conjunto ¢ M é uma mofologia em E. O

Quando ndo houver divida sobre a morfologia Ab em E usada, no lugar de dizer que o subconjuato
A de E € um aberto segundo a morfologia b, diremos simplesmente que A é um aberto (morfolégico)
em E e que E € um espago morfolégico.



132 CAPITULO 7. TOPOLOGIA DIGITAL

Definigdo 7.2 (topologia, abertos lopoldgicos e espago topoldgico) — Uma topelogia T num conjunto E
é uma morfologiaem F tal que a intersegiode dois subconjuntos em 9 ¢ um subconjuntoem . Os subcon-
juntos em 9" chamam-se de aberios (topolégicos) segundo 9. Em particular, fe E s3o abertos (topolégi-
cos). Um espage topolégico é um par (£,9) onde E & um conjunto ¢ 9 ¢ uma topologia em E. [m]

Das definigbes acima, concluimos que tode espago topeldgice é também um espago morfoldgico. Mas,
nem todo espago morfoldgico € um espago topolégico. Ou ainda, todo aberto topolégico segundo uma
topologia 9 ¢ também um aberto morfoldgico segunda 9. Mas, nem todo aberto morfolégico segundo
uma morfologia b € também um aberto topologice segundo M.

Por exemplo, sejamn A e B dois subconjuntos de F tais que AUB = E Entio, a subcolegio
M= {@,A, B, E}é uma morfologia em E. Os subconjuntos @, A, B e E sio abertos morfoldgicos segundo
Mo, A subcolegdo T = {0,4, 8, AN B, E}éuma topologia no conjunto £. Qs subconjuntos @, A, B, ANB
e E sao abertos topoldgicos (e também morfol6gicos) segundo T.

Um fechado (marfoldgico) segundo uma morfologia (resp. fechado (ropoldgice} se gundo uma topolo-
gia) € 0 complemento de um aberto segundo esta morfologia (resp. topologia).

Exercicio 7.1 (propriedade dos fechados morfoldgicos) — Mostre que 0s fechados morfoldgicos em £ for-
mam uma subcolegio inf~fechada de (P(E), C) (Le., uma familia de Moore). Em particular, mostre que
f e E sio fechados morfolégicos, |

A no¢iio de morfolegia é importante porque a partir defa podemos construir a definiglio de conexidade
morfoligica, diretamente inspirada da conexidade em topologia.

Inicialmente, ¢ bom observar que um subconjunto de wm espago morfoldgice E pode ser simultanea-
mente aberto ¢ fechado. Por exemplo os subconjuntos @e £5do sempre morfalogicamente abertos e fecha-
dos. Segundo a morfologia P(E), todo subconjunto de E € morfologicamente aberto e fechado, desde que
todo subconjunto e seu complemento pertencem & P{E). Esta observagio leva i nogdo de conexidade.

Definiciio 7.3 (espago morfoldgico conexo) — Um espago morfuldgico (E,.M) € conexo segundo M
quando @ e £ 520 os dois dnicos subconjuntos de £ abertos e fechados. [m]

Quando nfio houver divida sobre a morfologia AL em E usada, diremos simplesmente que E é um
espago (morfolégico) conexo.

A idéia de um conjunto conexo & a de um conjunte formado por partes nfo disjuntas, é o que esclarece
a seguinte proposigao.
Proposicée 7.1 (definigio equivalente de espago conexo) — Um espago morfolégico (E, M) € conexo

segunde M se e somente se ndo existem dois abertos segundo Ab, A ¢ B, disjuntos e ndo vazios, tal que
E=AUB O

Prova — Seja (£,.4b) um espago marfolégica, entao

E ¢nido conexo segundo M <> 34 € ME) — {B,E), aberto e fechado segundo A
(definico de espago morfoldgico conexa)

< JABE M~ {f}, ANB=PeE=AUB.
(B = A", definigiio de fechado segundo M e complementaridade provam =)
(A = B e definigfio de fechado segundo M provam e=)
a
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Para passar da nogfio de espago conexo para subconjunto conexo, precisamos introduzir a nogdo de
subcolegio induzida,

Sejam E um conjunto & Wuma subcolegio de PE). Seja X um subconjunto de E, a subcolegio de P(X),
denotada X% e dada por

knB=(FedX):IBEB, B'=XNB),
chama—se de subcolegdo induzida em X por B

Exercicio 7.2 (propriedade de subcolegies induzidas) - Sejam X, e X, dois subconjuntos de om conjunto
E e B uma subcolegio de W(E). Sejam B, = X;ND, B, = X,NBe B,; = X,NB,, Mostre gue se
X, C X, entio B, = B,, Este resultado & uma consequéncia da seguinte observagio. Se X, e X, tocam
B, se B, €aintersegio de X, com B, se B, ¢ aintersegio de X, com B, & se X, estd contido em X, como
mostra a Figura 7.1, entio B, £ a intersegfo de X, com B, ]

Fig. 7.1 — Propricdade dos elementos de subcolegoes induzidas.

Exercicio 7.3 (propriedade de wma subcolegio induzida por uma morfologia) — Seja (E, Ab) 1m espago
mortolégico. Usando a distributividade generalizada da unido e du intersegao, prove que se X & um subcon-
Junto de E entdo a subcolegdo X N.Ab, induzida em X por Ab, & uma morfologia. Em outros termos, se
A € um aberto em E entdo XN A ¢é um aberto em X g

Observamos o seguinte. Sejam X, e X, dois subconjuntos de um espago morfolGgico (£, M) tais que
X, C X,. Pela propriedade enunciada no Exercicio 7.3, se A é um aberto em X, isto €, se 4 £ nm aberto
segundo A, = X, NAb, entdo X; N A € um aberto segunde X, N.Ab,. Mas, pela propricdade enunciada
no Exercicio 7.2, isto significa que X,NA € vm aberto segundo X, Nutle. Em outros termos, se 4 € um
aberto em X, entdo X, NA € um aberto em X,

Definigiio 7.4 (subconjunto conexo de vm egpago morfolégico) — Um subconjunto X de um espago mor-
folégico (£, Ab)é um subconfunto conexe, quando X é um espago morfoldgico conexo segundo amorfolo-
gia induzida em X por M. |

Exercicio 7.4 (conexidade ¢ indugdo) - Sejam (E, A} & {E,,Ab,) dois espagos morfolGgices tais que
E, C E| ¢ Ab, ¢ induzida em E, por Moy Mostre que se X C E, entio X ¢ um subcenjunte conexo de
{(E,JMby) s ¢ somente se X € um subconjunte conexo de (Ey, Moo} m
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Dayui para frente, E serd Z2 on o retangulo Ret{n,,n,) de Z? (ver Capitulo 4). Para definir a nogia
de conexidade digital de um subconjunto ¥ de E a partir da nogdo de conexidade (morfol6gicaj, vamos
introduzir vm segundo conjunto denotado 2E e dado por

2E=[xE€Z*: JEE, x= 2y,
e equipa—lo de uma morfologia por meio de uma dilatagio conveniente.

Denotaremos por &g a dilatagae (i.t. ou p.i.t) sobre P(2E), pelo quadrado 3 X 3 de 2E centralizado
na origem, Denotaremos por a e b as fungdes de E em P(2E) definidas por

aly} = dg{(2¥}) e b)) = dal{y))° Y € E)
Denotaremos por 8, € ¢, a dilatagio e a erosio de P{E)) em P(2E) definidas por

8.1 = U at) e o= [ by (¥ EPE).
yeEY yYEY

Observamos que 8, ¢ ,& sio dois operadores de ampliagdo mutuamente duais por complementagio
€ que LE = Epa-
Com estes ingredientes podemos agora definir a nogde de conexidade digital.

Definicao 7.5 (concxidade digital de um subcenjunto} — Um subconjunto ¥ de £ € dito 4—conexo (resp.
8—tonexo) se e somente s¢ ,&(Y) (resp. 8,(¥)) € um subconjunto conexo do espago morfoldgico
(2E, 8 ,(P(E)Y). Um subconjunto que ndo §4-conexa (resp. B—conexo) é dito 4-desconexe (resp. 8—desco-
HEXO). ]

Chamaremas o cspago marfoldgico (2E, 6,(P(E))), de espage de vizinhanca 8.

Sejam £, e 0 aerosioe a dilatagio formando, respectivaments, com d e & duas conextes de Galois
{Esdq) & (,0.,8). A primeira & uma conexdo de Galois eatre (P(2E), D) e (P(E), C), a segunda entre
(P2E), C) e (P(E), D). Neste caso, g4 ¢ 8 sdo dados por

EX) = {yE E: ay) CX) (X&PQIE)
LB = [y EE: XChH)E (X E PREY,
Observamos que ,0 = ..

Observamos também que (E)3,) = ie (,B)(,&) = i, e que as restrigiies de £, 4 d(P(E))ede ,da
HE(P(ED) sdo dois isomoarfismos de reticulados,

Exercicio 7.5 (propriedade dos abertos no espago de vizinhanga 8) — Mostre que para todo Yem P(E) e
tado aberto A em §,(1),

L) C A = 8,(1) CA ]
Prova — Para todo ¥ em P(E),

X)) =08 = ,dGe(¥N =0 (propriedade da dilatag@o)

= ¥ =0, (EIGE) = 1)

isteé, ¥ = # = (1) =0
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Para tode ¥ e ¥' em P(E),

Ny =@ = e(¥nY = @ (resultado anterior)
> e(V)Ne(¥e) = § (& € uma erosdo)
ss L e(NINGLY)° = P, (04 & p& S0 mutuamente dvats por complementagio)

isto €, pela consisténcia entre a interse¢io e a inclusdo, Le(¥) C §,(F) = ¥ C 1",
Para todo aberto A' segundo a matfologia d,(P(E)) e todo ¥ em PE),

p(X) C A" & 46(Y) C Bafea(d) (A" € Bu(PEN) & (€MD) = 0
= ¥ C g,(4") (resultado anterior com Y = g,(A")
= 5,(Y) C Sale (A (8, & isothnico}
= d,(}) C A’ (A" € 3(PE) e ()dz) = 1)

isto &, Le(Y) C A" = &,(F) CA"

Para todo ¥ em P(E) e para tode aberto A em 8,(¥), por definigio de aberto, existe A" em
A" € 5,(P(E)) tal que A = A’ NJ,¥). Para wdo ¥ em P(E) e para todo aberto 4 em (1),

pe(F) CA & La(Y) CA'N3,(D (4 = A'NBL(T))
=, CA' (propriedade da intersecac)

= d,(¥) C A’ {rsultado anterior)

= ,(F}N8,(Y) CA'NHY) (propriedade conjunta da intersegio & da inclusio)

= 4,(Fy CA' NI {idempoténcia)

= 6{F) C 4, (4 = A'NG, (Y]

istoé, LB CA=8,(NCA =]
Exercicio 7.6 (relagdo entre os dois tipos de conexidade digital) — Usando o resultado do Exercicio 7.5,
maostre que se ¥ for 4-conexo entdo ele serf 8-conexa, G

Prova — Basta mostrar que se ;£(F) for um subconjunto conexo do espago morfolégico (2F, 34(P(E))),
entdo o subconjunto 8,(¥) também o serd.

Seja A C d,(Y)y um aberto e fechado em @4¥). O subconjunto A Ny,(Y) serd aberto e fechado em
HE(¥), pois ,e(¥} & contido am 8,(¥) (vera observagdo seguindo o Exercicio 7.3). Como ,&(Y) € conexo,
teremos A N, e(Y) = ,e(Y) (peladefinigio de subconjuntc conexo, nio pode existir outro aberto efechado
ndio vazio, a ndo ser 5 £(})). Portanto ,&(¥) C A. Entdo, pelo resultado do Exercicie 7.5, 8,(¥) C A, isto
é, A = 8,F) e d,(¥) € conexo. O

A Figura 7.2 mostra um conjunto 4-desconexo e a Figura 7,3 mostra o mesmo ¢onjunto 8-conexe.
Na Figura 7.2, os quatro quadarados 3 X 3 sdo abertos segundo d,(P(Ret(3, 5))), suas intersegbes com
d,{¥°)* formam quatro quadrados 1 X 1 que sdo abertos segundo a subcolecdo induzida em ,e(¥) por
G.(P(Ret(5, 5))), como & possivel formar com eles dois subconjuntos disjuntos, entio ¥ ado & 4-conexo,
No entanto, na Figura 7.3, os quatro quadrados 3 X 3 580 abertos segundo 4 (P(Ret(5,5))), suas inter-
seges com 8,(Y) formarm s mesmas quatro quadrados 3 X 3 que sZo abertos segundo 4 subeolegio indu-
zida em 84(Y) por 8.(P(Ret(5, 5)}), coma & possivel formar com eles deis subconjuntos disjuntos, entdo
¥ £ 8-conexo.
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Ret(10, 10) Ret(5, 5}

Fig. 7.2 — Um subconjunte 4—desconexo.

©,0) a0

4%

Ret(10,10) Ret(3, 5)

Fig. 7.3 - Um snbconjunte 8—conexo.

A Figura 7.4 mostra um copjunto 4—conexo. Nesia figura, 05 dois quadrados 3 X 3 s0 abertos
segundo 8,(P(Ret(3,4))), suas interseghes com &,(¥9)° formam dois retingulos 1 X 2 que sdp abertos
segundoa subcolegioinduzidaem 8,(Y°) por 0 {P(Ret(3, 4))), como nfio & possivel formar comeles dois
subconjuntos disjuntos, entio ¥ é 4—conexo.

A necessidade de se usar dois tipos de conexidade vai ser esclarecida aptis termos introduzido a nogdo
de componente conexa. Bsta negio decorre da definigio de conexidade, Um dado subconjunto pode néo
ser conexo mas nele podemos distinguit partes conexas que chamaremos de componentss conexas.

Proposicio 7.2 {unido de uma familia de subconjuntos conexos de um espago morfoldgico) —Seja (X))«
uma familia de subconjuntos conexos ds um espage morfoldgico. Se existir um ponto 1, comum a todos

0s X, entdo a unifio X = |_J X;serd conexa. jul
i€1
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aly)

(0.0)

Ret(s, 8) Ret(3,4)

Fig. 7.4 — Um subconjunto 4-conexo.

Prova ([Lima76, p 92]) - Seja A C X um abeno ¢ fechado em X, Substituindo, se necessdrio, Apor § — A
(que ainda serd aberto ¢ fechado), podemos supor que x, € A. Para cada i &m I, ANX, ; serd aberto ¢
fechado em X, pois X, € contido em X (ver a observagio seguindo o Exercicie 7.3). Pela escolhade A e
a hipétese sobre X, A NX; € também nfo vazio. Como X, é conexo, para todo jem f, teremos ANX, = X,
(pela defini¢do de subconjunto conexo, ndo pode ter outro aberto e fechado ndo vaziea nia ser X,). Par-

tante X, C A, para todo i em /. Entdo, pela propriedade de unido, X = U X CAiswwé, X=AeXé
E7
conexa, [}

A Proposigiio 7.2 dd um sentido A nogiio de componente conexa dado um ponta num espago mor-
folGgico.

Definigio 7.6 (componente conexa dado um ponto num espago morfolGeica) — Seja x um ponta de um
espago morfoldgico X. A componente conexa Cy dado x no espago X € 2 unifo de todos os subconjuntos
conexos do espaga X que contdm x, &

Pela definigio de componente conexa dado um ponto, observamos que, para todoxem X, x € C, e
C;. € um subconjunto canexo de X (pela Proposigio 7.2), e que X é um ¢spago conexo se e somente se ele
€ a componente conexa relativa a cada um de seus pontos.

Propesicaoe 7.3 (principio de maximalidade das componentes canexas) - A componente conexa Cy dado
x num espago morfaldgico X € o maior subconjunto conexa de X que contém x. Em outros termos, se
C. CSC XeSéconexaentdo C, = 5. o

Prova - Sejam x € Xe G, = [§ € P{P(X)); §¢ conexo ¢ x € §}, entfio pela definigio de C; e a pro-
priedade de unifio, C; = supC.e C, € €,. Isto &, pela resultado enunciado no Exercicio 2.7, C, & o maior
elemento de G, a

Definicio 7.7 (componente conexa de um espago mortoldgica) — Um subconjunto C de um espago mor-
folégico X € uma compunente conexa C de X se e somente se por algnm xem X, € = C,, onde Cy §a
componente conexa relativa ao ponto x. m}

Em seguida, vamos verificar que as compornentes conexas de um conjunto formam uma particdo, isto
£, elas recobrem o conjunto e s3o duas a duas disjuntas,

Proposicho 7.4 (particio das componentes congxas) — As componentes conexas de um espago mar-
foldgico X formam uma partigio de X. a
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Prova — Sejam Cje C;duas componentes conexas de um espago morfolégico X. Pela definigao de compo-
nente conexa, existem x;e xjem Xtaisque C; = Cye Cj = C_tl.c

CNEy, = f=I]EX xEC e Cy, (definigles de intersegiio e de vazio)
= C,U C,j & conexa (Proposigao 7.2}
= ; UC, ¢ conexa e contém x; ¢ x; {x € Cyepropriedades da unido)

= (U ijé conexa e contém x; e X & Cye ij CCu C;;.
{propriedade da unido)
= G, =G UC, ¢ Cy=C UG, (Proposigiio 7.3)
= (= (5. (transitividade da ignaldade)
Em outros termos, C; = C; = GNC; = 0.

Seja (C;); gy a tamilia de todas us componentss conexas do espago X, temos

X e U {x} (decomposigio de nm conjunto coma unido de singletons}
rEX
cyeca (x € C,e propriedades da uniio)
1EX
= U C (definigio de compoenente conexa)
Pef
CX. (C; C X e propriedade da unido)

Em outros termos, pela anti-simetria da inclusao, X = U C; ca familia (C);e, forma uma partigio de
PE
X a
A partir das propriedades dos espagos morfoldgicos podemos deduzir propriedades de topologia digi-
tal.
Proposicio 7.5 (unido de uma familia de subconjuntos 4—conexos e 8—conexos) — Seja (F);g, uma
familia de suhconjuntos 4—conexos (resp. 8—conexos) de £. Se existir um ponto y, comum a todos os ¥,
entde 4 unido Y = U ¥; serd 4-conexa (resp. § conexa). ]
=N
Prova — Vamos fazer a prova no caso da conexidade 4. Seja X = pe(Y) e seja X; = (¥ paratodo iem
1. Os conjuntos P(E) e, e(P(E)) sendo isomeorfos, o subconjunto ne vazio ,E({ye}) € incluido em todos
0s X; que par ista t8m um ponto em comum. Como os X, sao subconjuntos conexos do espago morfolégice
(2E, 6 (P(E), pela Proposigdo 7.2, a unifio dos X; ¢ também um subconjunto conexo neste espago. Mas,
pelo isomarfismo esta unido é o proprio X, o que prava que ¥ € um subconjunto 4-conexo de E.
A prova da conexidade 8 é similar a da conexidade 4. [
A Proposiggo 7.5 d4 um sentido 4 nogio de componente 4—conexa e 8-conexa dado um ponto de £.
Definicdo 7.8 {componente 4—conexa ¢ §-conexa de um subconjunto dado um ponto) — Seja y um ponto
de um subconjunto ¥ de £. A componenie 4—conexa (resp. 8—conexa} Cy de ¥ dado y € a unido de todos
os subconjuntos 4—conexos (resp, $—conexos) de ¥ que contém y. [m}
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Pelos mesmos argumentos usados no case dos espagos morfoldgicos, a componente 4—conexa {resp.
f—conexa) Cy de um subconjunto ¥ de E dado um ponto y em ¥, & 0 maior subconjunto 4—conexo {resp.
8—conexo) de Y que contém y.

Chamaremos de companente 4—conexa (resp. 8—canexa) de um subconjunts ¥ um subconjunto que se
identifica a uma componente 4-conexa (resp. 8—conexa) de ¥ dado algum ponto de ¥

Pelos mesmes argumentos usados no caso dos espagos morfol4gicos, as componentes 4—conexas (ou
8—conexas) de um subconjunto ¥ de E formam uma partigio de Y.

A componente conexa ds um subconjunto pode ser obtida através do uso repetido da dilatagio condi-
cional (ou geodésica) como vamos ilustrar em seguida,

Ao longo deste capftulo, quando fizermos referéncia A colegio B, entendemos que B € a colegao
P(E) no caso invariante por translagio, ¢ Bz é 2 colegio P(E @ £%) no caso condicionalmente invariante
em translagdo (ver Capitulo 4).

Definicfio 7.9 (dilatagiio ¢ erosdo condicional) — Seja B um elemento de By e seja X um subconjunto de
E. Os operadores 85 y e £p x sobre P(E) dados por, para todo ¥ em P(E),

Opx(N) = d5(YINX e Epx(¥) = gp(NUX
sdo chamados, respectivamente, de dilatagdo e erosdio condicional (0 geodésica) por B dade X, (]

A Figura 7.5 mostra uma ditatagfo condicional pelo loséngulo 3 X 3 (a cruz) e seu efeito sobre um
subconjunto ¥ reduzide a um dnico ponto.

Definiciio 7.1 (n-dilatagic condicional e n—erosdo condicional) — Seja 2 > 0, seja B um elemento de
B ¢ seja X um subconjunto de E. Os operadares 8% y ¢ €} sobre P(E) dados por # — 1 camposigdes
sucessivas

655‘1' = (53)()" [+ 83}{: (EB.X)R

580 chamados, respectivamente, de n—dilatagde condicional (ou geodésica) e n—erosdo conditional (o
geodésica) por B dado X. [m]

A Figura 7.6 mostra uma 3—dilatagie condicional pelo losingnle 3 X 3 (a cruz) e seu efeito sobre um
subconjunto ¥, reduzido a um tnico ponto, A figura mostra um efeito de preechimento conirolado pelo
subconjunto X.

Definicso 7.11 (abertura e fechamento por recanstrugio a partic de umn marcador) — Seja B um elemento
de Bpe seja Yum subconjunto de £. Os operadares ¥ ye $p psobre P(E)dados por, paratodo Xem P(E),

e = L) 850 e 9= [ )

=1,..
sfio chamados, respectivamente, de abertura ¢ fechamento por reconstrugdo dado o marcador ¥, O

A Figora 7.7 mostra, em (), uma abertura por reconstrugio pelo losangulo (a cruz) 3 X 3 dado um
marcador ¥ reduzido a um dnico ponto. Observamos o efeito desta abertura sobre um subconjunto X,
4—descomexo. O resultado desta abertura sobre um subconjunto 4—desconexo X é a componente 4—conegxa
de X que contém o marcador ¥. A Figura 7.7 mostra, em {b), uma abertura por reconstrugdo peloquadrado
3 % 3 dado 0 mesmo marcador ¥, O resultado desta abertura sobre o subconjunto 8-conexo X é a compo-
nente 8—conexa de X que contém ¢ marcador ¥, iste €, aqui o préprio subconjunto X,
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Fig. 7.5 - Dilatagiio condicicnal.

D¢ um mode geral, a abertura por reconstrugad e o fechamento por reconstrugdo permitem extrair,
respectivamente, os objetos das imagens e os objetos do fundo das imagens que tem intersecio ndo vazia,
respectivamente, com o marcador e com o complemento do marcador. A conexidade considerada & defini-
da pelo elemento estruturante B. Quando B ¢ o losingulo 3 X 3 (acruz) os objetos extraidos pela abertura
¢ pelo fechamento por reconstrugio sig 4—conexos. Quando B € o quadrado 3 X 3 os objetos extraidos
pela abertura e pelo fechamento por reconstrugio sio 8—<Conexos.

Um ponto importante a ser discutide em topologia digital sobre o retAngulo Ret(n,, n,), € a necessi-
dade de se ter dois tipos de conexidade: aconexidade 4 e a 8. Uma andlise dossubconjuntos ¥Ye Y da Figura
7.8 ilustra esta necessidade. Se wsamos o mesmo tipo de conexidade para a andlise dos subconjuntos ¥e
¥ encontramos uma anemalia,
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Fig. 7.6 — 3-dilatagfio condicional.

Fig, 7.7 — Aberturas por reconstrugio.

141
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Ret(5, 5) Ret(5,5)

Fig. 7.8 — Um subconjunto ¢ seu complementa.

Se usarmos a conexidade 4, ¥ ¢ ¥° sdo dois subconjuntos desconexos (¥ tem quatro componentes
4-conexase ¥ tem duas) o que & anormal, pois, um dos dois deveria ser considerado conexo para justificar
4 separagio do outro em vdrias componentes conexas. Por exemplo, o subconjunto ¥ deveria ser concid-
erado conexo para separar ¥°em duas componentes conexas, ou entio, deveria ser considerado ¥° conexo
para separar Yem quatro CO]TlpOIlCIltES COnexas.

Se usamos a conexidade 8, ¥e ¥* so dois subconjuntos conexos o que € anormal também, pois, no
caso da figura, um dos dols deveria ser desconexo para justificar a presenga de partes totalmente rodeiadas
pelo outro subconjunto.

Este problema tem uma solugio se analisamas as imagens bindrias usando as duas conexidades: uma
para o subconjunto considerado e A outra para seu complemento. Isto £, temos duas maneira de analisar
topologicamente uma imagem bindria sem encontrar anomalias.

Por eaemplo, na Figura 7.8 as quatro componentes 4-conexas de ¥ sdo totalmente rodiadas pelo sub-
conjunto §—conexo ¥°. Ou ainda, o subconjunto 8—conexo ¥ separa as duas componentes 4-cenexas de

¥

No iltimo capitulo, apresentaremos as eberturas por reconstrugdo que permitem extrair de vm sub-
conjunto suas componentes conexas. Estas aberturas dependem de um elemento estruturante, Para extrair
as componentes 4-coneaxas usa-se 0 losingulo 3 X 3 {a cruz) centralizado na origem € para extrair as
8—conexas usa—se 0 quadarado 3 X 3 centralizado na origem.

7.2 Buraco, borda, arvore de adjacéncia e homotopia

A partir da definigio de subconjunto 4—conexo e §—conexo, podemos definir as nogfes de adjacéncia entre
dois ponios e entre dois subconjuntos. Estas defini¢es sio equivalentes as dadas em [KonRosB9].

Definigiio 7.12 (adjacéncia entre dois pontos) - Dois pontos ¥, e y; de E 530 4-adjacentes (resp.
8—adfacentes) se e somente s¢ 0 subconjunto {v,,y,} € 4—conexo (resp. 8—<tonexo). [}

Definigdo 7.13 (adjacéncia entre dois subconjuntos) — Dois subconjuntos ¥ e Y, de E séo 4-adfacentes
(resp. 8—adjacenies) se e somente se existemn dois pontos, um ponto y, ém ¥, ¢ um ponto y,em ¥y, 4-adja-
centes {resp. 8—adjacentes). [m]

Para definirmos a nogio de buraco precisamos introduzir primeiro uma relagio de ordem parcial entre
subconjuntos canexos. Se A & B s&o dois subconjuntos de Ee A é 4-conexo (resp. 8-cenexo), entiio dize-
mos que A envolve B se cada ponto de B estd contide em uma componente 8—conexa (resp. 4-conexa)
finita de Z2 — A,
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A Figura 7.9 mostra uma componente 4—conexa ¥ que envolve B. Neste exemplo, todos os pontos de
B estfo contidos numa componente 8—conexa finita de Z% — ¥, o proprio B.

Yi{=¢0) F{=E~-1 B

Fig. 7.9 — Um buraco num subconjunto.

Definigiio 7.14 (buraco) ~ Seja ¥ um subconjunto de E. Uma componente 8—conexa (resp. 4—onexa) de
¥, 8-adjacente (resp. 4-adjacente) A uma compunente 4—conexa (rasp. §-conexa) C de Ye envolvida por
C, chama-se buraco -conexo (resp. 4-conexo) em C. Um buraco 8-conexo (tesp. 4—conexo) em ¥ é um
buraco §—conexo {resp. 4-conexo) numa compenente d-canexa (resp. 8-conexa) de ¥, ]

A Figura 7.9 mostra vm buraco 8—conexo B num subconjunto ¥, Neste exemplo. B é um buraco
§—conexo na componente 4-conexa Cde ¥ (aqui € & o proprio ¥), O subconjunto B € uma componente
8—conexa de ¥* (= E — ¥}, §-adjacente & C e envolvida por C. Verificumos zssim que o subconjunte ¥
tem um 35 buraco 8-conexo: o subconjunto B. Da mesma maneira, podemos verificar que ¥ tenidois bura-
vos 4-conexos: 0s dois quadrados 2 % 2 formando B.

Definigiio 7.15 (ponto isolado) — Um ponto de wm subconjunto ¥ de E € 4~isolado (resp. 8-isolads) se
¢ somente se ele nio € 4-adjacente (resp. ¥-adjacente) a nenhum outre ponto de ¥, O

Os pontos isolados de um subeonjunto podem ser obtidos através do uso do chamado operador sup—
gerador comao vamos ilustrar em seguida,

A partir das quatro classes de operadores elementares da Morfologia Matemética podemos construir
mais duas outras classes de grande importincia terica e pritica. A primeira € a classe dos operadores sup—
geradores © a segunda 2 dos operadores inf-geradores. Aqui, nds vamos nos restringir ans operadores

construidos a partir de operadores elementares invariantes por franslagiio ou condicionalmente invariantes
em translagao.

Defini¢fio 7.16 (anti-dilatagdo ¢ anti-erosiio) —Seja B um elemento de B .. Os operadores 6% e £%5 sobre
P(E) dados pelas composighes

8% =~8p. ¢ e =~¢p

sdo chamados, respectivamente, de anti—dilatagdo e anti—erosio pelo elemento estruturante B. O
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Definigho 7.17 (operadores  sup-geradores e inf-geradores parametrizados por dois subconjun-
tos) — Sejam A e B dois elementos de B tais que A C B. Os operadores 4, g € g4 g sobre P(E) dados
por, para toda X em P(E),

Ap=e€4 A% ¢ pap=0,Ve'p

siie chamadas, respectivamente, de operador sup-gerador e operador inf-gerador de pardmetros A e B.
[m]

O operador sup—gerador de parimetros A ¢ B° € equivalente ao chamado operador “Hit-Miss” de
perdmetros A e 8, em gutros termos,

Hit-Miss, g = 44 ge-

Exercicio 7.7 (definigio equivalente dos operadores sup-geradores ¢ inf-geradores parametrizados por
dois subeonjuntos) — Mostre que, no caso invariante em translagiic, o transformado de um subconjunto
X de Ret{n;,n;) pelo operador sup—gerador de pardmetros A € £ ¢ 0 subconjunto

IipX)={(xEE: A+ CXC(B+x}
¢ ¢ transtormado pelo operador inf—gerador de pardmetros A e B € o subconjunto
HapX)={xEE:-(A'+x}nX = Bou (B +x)UX = E}. o

Dados dois subconjuntos A ¢ B de F, tis que A C B, chamaremos de padrde ou, matematicamente,
de intervalo fechada a colegio de todos s subconjuntos de E que contém A e sdo contidos em B, denotare-
mos esta colegdo [A,B],

[AB] = {XEPE: ACXCB).

Ohservando a expressio de A p(X) no enunciade do Exercicio 7.7, verificamos que o operador sup-
gerador de pardmetros A ¢ B “procura” em X o padrio [A, B]. Um ponto x € um ponto de £, p(X), sc e
somente se o padrio posisionado em x casa com X (no sentido de contém X). Em outros termos, o operador
sup—gerador realiza o casamento (“template matching™) entre o padrio e as estruturas geométricas que
JPALECETR Na IMAEET.

Pur exemplo, sejam A e B dois subconjuntos de Ret(3, 5) dadas por

00000 11111 ¢Co0000D
00000 11011 G0100
A=|o0100] e B=|10101| (B°=|01010).
00000 11011 00100
00000 11111 00000

Comp A e B®sdo subconjuntos com poucos pontos e que estes estio agrupados, para simplificar a
notagdo, representamos A ¢ B¢ na forma de submatrizes que contém todos os 1s € 0 elemento pasicionade
i origem, e B na forma de submatriz yue contém todos os Os e o elemento posicionado na origem. Desta
forma temos

000 101 010
A=lo10| e B=|o1a]| B =|101)].
(T inl 010
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Nesta representagio € entendido que os elementos nfo representadaos valem 0 para A e 8%, & [ para 8.
Finalmente, representaremos o padrac [A, 8] pela matriz

- Q-
[A,.B]=]010)
.0.

Nesta representagin, os elementos representadns pelo stmbolo - valem indiferentemente 4 ou 1, E
entendido também que o0s elementos ndo representados valem indiferentemente 0 ou 1. Este padrio con-
t€m, em particular 0s seguintes subconjuntos,

ooal (104 001 000 000 101] (801 tot
01010140} 010], JO10L[010)-.]010}
000a]|100Y 0(]0 001 100 G0a] {001 101

A Figura 7.10 mostra o operador sup—gerador de parimetros A e B como escolhidos acima e seu efeity
sobre um subconjunto com duas estruturas em forma de X e de +. O resultado & aeliminagao da cstratura
em forma de +.

A Figura 7.11 mostra a extragiio de pontos isolados por meio de operadares sup-geradores, Em (a)
t2mos 05 pontos 4-isolados e (b) os 8—isolados.

Definigio 7.18 (borda—4 ¢ borda—8 de um subconjunto) — Seja ¥ um subconjunio de E. A bordu—d (resp.
horda—8) de ¥ é o conjunto de todos os pontos de ¥ que sio 4-adjacentes (resp. B-adjacentes) i pelo menos
um ponto de ¥* O
Definigio 7.19 (borda—4 e borda—8 entre. duas componentes canexas) — Seja ¥ um subconjunto de £, A
borda—d (resp. borda—8) de wma componente 8—conexa (resp, 4-conexa) C de ¥, relativamente auma com-
ponente 4—conexa {tesp. §—conexa) C' de ¥* € o conjunte dos pontos em C gue s3o 4—adjucentes (resp.
8—adjacentes) de um ponto em C'. ]
Proposicio 7.6 (conexidade das bordas) — Seja ¥ um subconjunto de E. A borda—4 (resp. borda—#8) de
uma components $—onexa (resp. 4—conexa) C de ¥, relativaments a wuma componente 4-conexa (resp.
f—conexa) ¢’ de ¥°& B-conexa (resp. 4-conexa). (]
Prova — Ver [Rosenf79, Capilulo 2]. a

As bordas de um subconjunto podem ser obtidas através do uso do chamado extrador de bordas coma
vamos ¢ ilustrar em seguida.
Definigio 7.20 {extrator de bordas) —Sejam A & B dvis elementos de By, O operadores 42, 5 sobre P(E)
dados pela composigia

Yap =04 ~ Ep

& chamado de extraror de bordas de pardmetros A ¢ B, a

Se A € o singleton que contém a origem & B € o guadrado ou o loséngulo {a cruz) 3 X 3, entdo ¢,
extrat a5 bordas relativas As componentes, respectivamente, 4—conexas e 8—conexas de um subconjuntu.

As Figuras 7.12 ¢7.13 ilustram a extragio da borda relativamente i uma componente, respectivamenle,
4—conexa e §—conexa.

Uma curva fechada simples € um subconjunto 4—conexo (resp. §—conexo) cujos pontos sio 4-adji-
centes {resp. 8-adjacentes) a duis, e somente dois, outros pontas do subconjunta.

Uma curva aberta simples é um subconjunto4—conexo (resp. 8—conexo) cujos pontos sio 4—adjacentes
(resp. B-adjacentes) a dois, e sumente dois, outros pontos do subcanjunta, cam excegdo de dois pontos
que sap 4-adjacentes (resp. 8—adjacentes) a um sd outro ponto de subconjunto.
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Fig, 7.10 — Operador sup—gerador.

Em 1969, Buneman introduziv a nogio de drvore de adjacéncia para imagens bindrias [KonRos89].

Definiciio 7.21 (drvore de adjacéncia de um subconjunto) — A drvore de adjacéncia 4 (resp. 8) de um sub-
confjunte ¥ de E & o grafo cujos vertices siie as componentes 8—conexas (resp, 4—conexas) de Yo ascompo-
nentes 4—conexas (resp. 8-conexas) de Y7, & cujas arestas s3o os pares formados por duas componentes
conexas 4-adjacentes (resp. §—adjacentes), vma sendo de Y e a outra de ¥<. O

Em [Rosent74] temos uma prova que o grafo mencionado na Definigiio 7.21 ¢ mesmo wma drvore.

A Figura 7.14 mostra os drvores de adjacéncia 4 e 8, respectivamente em (b) e (¢). do subconjunto ¥
maostrado em {a). Os vertices da drvore séo coloridos de cinza para as componentes de ¥ ¢ de branco para
as companentes de ¥°. Considerando a adjacéncia 8, o conjunto ¥ apresenta um buraco



7.2 BURACO, BORDA, ARVORE DE ADJACENCIA E HOMOTOPIA 147

| ! |
a e |
| ‘1-4'3 | ] A‘A.B F -
[ T
v Q. 000
w eeelrdi] ST

Fig. 7.11 - Extragio dos pontos isolados,

Dois subconjuntos com a mesma drvore de adjacéncia 4 (resp. 8) sdo chamados de 4~homotdpices
{resp. 8-homotdpicos). Um operador ¢ sobre PE) & 4-homotdpico (resp. 8—homotdpico) se e somente
se, para todo X em P(E), X e $(X) sdo 4-homotdpicos (resp. 8-homotépicos). Diz-ss de um aperador
homotdpico que ele conserva a homotopia.

No estudo dos operadares homotdpicos de afinamentoe espessamento (ver Capitulo 9) a nogio de pon-
tos simples € muito importante.

Definigio 7.22 (pontos 4-simples ¢ 8-simples) — U ponto y de um subconjunto ¥ de £ é ym ponio
4-simples (resp. 8—simples) se & somente se ¥ — {y} tem o mesma drvore de adjacéncia 4 (resp. 8) que
¥ o

Os candidatos em ¥aser pontos 4—simples (resp. 8-simples) sio 0§ pontos ndo 4—isolados (resp. §—iso-
lados) que pertecern a borda—4 (resp, borda-8) de ¥,
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148

£x(X)

Fig, 7.12 — Borda relativa 3s componentes 4—conexas.
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Rel(5, 5) adjacéncia 4 adjacéncia 8
(a} (b} (e}

Fig. 7.14 — Arvares de adjacéncia.






Capitulo 8

Magquinas Morfologicas

O paradigima central da Morfolgia Matemdtica € a decomposi¢fo de operadores em termos dos operadores
elementares (i.e., dilatagies, erosdes, anti-dilatagdes ¢ anti-erosbes) e das operagdes de composigin,
unifie ¢ interse¢iio.

Esta dindmica de procedimento pode ser expressa através de uma linguagem formal: a Linguagem
Morfoldgica. Asfrases destalinguagem serfio exataments as decomposigiiss possiveis para os operadores,

A aplicagdo da teoria da Morfulogia Matemdtica a preblemas reais de andlise de imagens requer o de-
senvolvimento de instrumentos adequados: as Mdquinas Morfeldgicas. Um programa em pma miquina
mortfoldgica serd equivalente a uma frase da linguagem morfolégica,

Neste capitulo, apresentamos a Linguagem Mortfoldgica & discutimos a arquitetura de uma mdquina
morfoldgica tipica,

8.1 Linguagem morfoldgica

Um aspecto importante da Morfologia Matemdtica € a descrigio de operadores entre subconjuntos pelo
uso de uma linguagem formal [BarBan92|, chamada de Linguagem Morfoldgica (1.M).

Afim de definiruma lngragem formal, precisamos definir uma gramatica (i.c., um conjunto de regras
que definem a sintaxe) & yma semdntica (ie., um modeto de interpretagio para a gramética). A Tabela 8.1
apresenta uma gramdtica formal para a EM, usando uma metalinguagem na forma de Backus—Naur
[Pagan81]. Nesta tabela, o metasimbolo | {...} significa um rebaixamento de meia linha.
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Tabela §.1 - GRAMATICA DA LM.

<operador> ::= <operador clementar> | <limitante> | <composicio>
<litnitante> ;= <arpumento> <opearaglo de ceticatado> <argumento>
<AMZUMEnte> 1= <terma> | <composigio>

<lermo> 2= <operador clementar> | (<limitame:>)

<COMPOsigao> (= <termo> <termo> | <composigio> <tenmo>

<opesador elementar> ;= <operador morfoldgico>| | <fungfiv estruturante>
<fungéio estruturante> ;= <letra> | <letra> <oimerng>

<mimero> ;;= <digiio> | <nfimern: <digito>

<operagiio de reticulado> = Vi A

<operador morfologico= =eldl e | 52

<letra> i=aifleld

edigitox ==0111213148516171819

As sentengas que seguem sio alguns exemplos de frases da LM:
Y=g A Y,
Y=, A sab,
Pai= (&g, A 6",,1) V (g, A 6“!,1)
Yyn= 0y, AEY )V (dg, A %)
o= 048,
Peu= e V)0, A Y.
A Figura 8.1 apresenta a drvore sintdtica para a frase 5.

A fim de definir formalmente uma semintica para uma gramética, devemos estabelecer um conjunto
de fungdes de interpretagio que mapeam as frases primitivas no domiio de interpretagdo. A interpretagao
£ criada recursivamente e a ordem de execugio das primitivas em uma frase € estabelecida pela gramidtica
[GenNil8B]. A Tabela 8.2 apresenta a definigiio formal de uma seméntica para a gramdtica apresentada
na Tabela 8.1.

Tabela 8.2 — SEMANTICA DA LM.

9lal = f € H(E)"

IBl=p E¥:p0 = YEE: Aa)¥INX = P} (X € PE)
Jed=w EW:pdX) = [y € E: ally) C X} (X € PE)
IF)=ywEF piX) =y EE: (a)InY=}* (X&EPE)
e d=wEF: pX) = {v € £: dlally) C X}* (X E PED
3@ = dip]

g, ¥ ¢l = ¢ € ¥: ) = g1 UIgIX) (X € PE)

Il A dxl =y € ¥ X = g, DN IX) (X & PE))
gl = v € Vi (0 = ]9 IX) (X € PE)
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<operador>
<limitantes

<argumenioz <operagio de reticulado> <argumento>

| | |

(<limitante>) v '

<argumenior <operagio de reticutado> cargumente::

<uperador clemenlar> A .

TN

<operador morfoligico> | {<fungio estruturanie:> }

| /N

[ <letra>  <nimero>

a <digita>

i

Fig. $.1 - Arvore sintdtica de uma frase.

Deixe J denotar as fungdes de interpretagio dos subconjuntos do conjunto de frases gerado pela
gramitica em P(E)PF, A Figura 8.2 ilustra a interpretagio semiintica de uma frase 4 avaliada em X, que
corresponde a uma dilatagdo invariante por translagiio de X pelo losinguly (acruz) 3 x 3 centrado na ori-
germ.

Uma caracterfstica importante das frases da LM & que elas s3e construidas por cadeias de operadores
elementares, ligados pelas operagdes de unifio, intersegiio € composigho de operadores {ver Capitulo 3).

A LM € um linguagem completa (i.e., qualguer operador entre subconjuntos pode ser representado
como uma frase desta linguagem) e expressiva (i.c., muitos operadores dteis podem ser corstruidos usando
relativamente poucos uperadores elementares), Podemos garantir que a LM & completa, pots qualquer
operador entre subconjuntes pode ser representado por formas candnicas [BanBar90], similares aquelas
apresentadas para a decomposicio de operadores i.t., e essas formas s@o frases vilidas da LM,
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X Y1)

Fig. 8.2 - Semintica de uma frase avaliada num subconjunto,

8.2 EKlementos estruturantes primitivos

Nos capitulos anteriores mostramos como os operadores elementares podem ser usados para construiruma
extensa classe de operadores. Nesta segio, mostramos como esses operaderes clememares podem ser de-
compostos em termos de uma pequena subfamilia de operadores elementares. Na préxima segdo, mostra-
mos coms essa propriedade pode ser explorada para o desenvelvimento de Miquinas Morfolgicas mais
eficientes.

111
Chamamos de guadrade elementor o quadrado 3 % 3, isto é, o subconjunto [l 1 1] ¢ de elemento
111

esfruturgate primitive um subconjunto qualquer do quadradoe elemensar. Verificamos que gualguer sub-
conjunto B pode ser representado pela unido de translados B; + u; de elementos estruturantes primitivos

B.istoé, B = U B; + u. A Figura 8.3 ilustra esta propriedade.

B e ke e e e s 4 = (3.3 e = (1,6)

=053 u, = (5,6)

B By B; B B,

Fig. 8.3 — Decomposigio em termos de ssheonjuntos do quadrado elementar.
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Observe que o translado B 4 # de qualquer subconjunto B por qualquer vetor u pode ser ralizado par

pooorjooogjjorn
composi¢des de dilatagdes de B pelos elementos estruturantas primitivos [0 0 1|, [1 0 0], |0 0 e
0oG0] 1600] [OOD

000
[0 0 0|, denotados, respectivamente, por L (leste), O (veste), N (norte) e § {sul). Por exemplo.
010

B+ (2.3) = 8y;(8,5(B)).
Estes fatos ¢ as propricdades 8 dp = 8 gp ¢ 85, V 0, = Bp 5, estudadas no Capitulo 4. garan-
tem que qualquer dilatagio i.t. pode ser realizada awravés de composiges e unides de dilatagiies por ele-

mentos estruturanies primitivos. Por exemplo, a dilatagio pelo clemento estruturante B da Figura 8.3 pode
ser expressa por

8y = 8,0505 V Ogfy0p, V Oyyfselp V80558,
Observe ainda, que esta estratégia pode ser usada para sintetizar qualguer forma B, pois dg(fo}) =B

Em particular, pode-se provar que qualquer dilatagiio por um subconjunto cenvexo pode serconstruida
sequencialmense, através de composigies de dilatagbes por elementos estruturantas primitivas [Xu91].
Um subconjunto de Z.2¢ convexo se ele & a intersecio de todos os semi planosa 0, 45,90 ¢ 135 graus que
0 contém.

Par cxemplo, a dilatagdo pelo elemento estrutrante B da Figura 8.4 pode ser expresss por
dp = 63163]...637.

Fig. 8.4 — Decomposigio de um subconjunto convexo,
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Seja £um subconjunto de Z2. Um operador elementar & dito localmente condicionalmente invariante

por translacdo ovlocalmente c.i.t, se existemn dois subconjuntos, um subconjunto B de E @ E*, & um sub-
conjunto M de £, tal que sua fungio estruturante b seja definida por, para todo y em E,

by = {gny)n}z a:cﬁeu

O subconjunto M € denominado mdscara do operador.

A dilatagiio, a erosdo, 2 anti—dilatagio ¢ a anti-erosio localmente c.i.t. que 8m b como fungio estrutu-
rante serdo denotadas, respectivamente, por &y, €5 4. 0°p 21 € %55

Seja (M) e uma particio de E, seja {8));e ;uma famflia de PE @ EY) e seja b 1 fungio estruturante
definida por B(y) = (B; + ¥Y)NE se y € M, entdo, pela Proposigio 3.12,

&, = V 530M,-
el

Desta forma, as dilatagdes localments ¢.i.t. podem ser usadas como prot(itipos para a construgio de qual-
quer dilatagio,

Ainda, em muitas situagbes priticas. uma dilatagio pade ser construida a partir de dilatages local-
mente ¢.1.1. que t€m elementos estruterantas primitivos. Esta propriedade decorre do fato que

Op,m,V Ba s, =05 us_u,
1 2 1 2

€ gue, em muitas sitvagdes préticas,
85, 195, = 08, @, 41

Trocando o operador dilatagiopelo operador eroséio e aoperagio de unidio pela operagdo de intersegdo,
encontramos resultados duais para todas as propriedades apresentados nesta segio.

A Figura 8.5 ilustra a construgdo de vma erosio adaptativa a partir de erosdes localmente ¢.1.t.. A ima-
gem apresentada corresponde a vista em perspectiva de uma estrada. Devido ao efeito da perspectiva, os
trechos da estrada que estio mais préximos do observador aparecem maiores do que s que estio mais
afastados. Para que esta mudanga de escala seja considerada, o dominio da imagem € particionado, aqui,
em trés regides ¢ acada uma delas € associada um elemento estruturante, que tem a mesma forma dos de-
mais, porém tamanho diferente. Com isto, a erosiorespeita de maneira aproximadao efeito de perspectiva,
alargando a pista proparcionalmeste ao tamanho dos elementos estruturantes,

Lembrando, ainda, que as anti-dilatagdo ¢ as anti—erosao podem ser construidas, respectivamente, a
partir das dilatagbes e das erosdes, todos esses resultados podem ser usados para construir anti-dilatag@es
¢ anti—erosies.

8.3 Descricido de uma Maquina Morfologica

Ainda na década de sessenta, Klein e Serra projetaram a primeira méquina morfoldgica conhecida: o
Texwre Analyser [KleSer72]. Desde entio, uma familia de médquinas similares foram desenvalvidas:
desde softwares para computadores convencionais | Lay$4; Gratin$8; BaBaLo94] até implementagGes em
silicio [HuDeBo#8; KlePey89] ou tecnologias Sphicas [HaleSag9].
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Fig. 8.5 - Erosdo adaptativa.

Diremos que uma linguagem formal L7 € equivalente a uma linguagem formal L2, se para cada frase
de L7 existe uma frase de L2 com a mesma semintica e, inversamente, se para cada frase de L2 existe uma
frase de £.J com a mesma semintica. Hoje em dia, uma Magquina Morfoldgica (MMach) é conceituada
como uma implementagio de uma linguagem formal equivalente a LM.

O usudric enxerga uma MMach como uma linguagem de programagio, que dispe de fungties primiti-
vas (i.e., intersecio, unifo, complementagio, dilatagio, erosiio, anti-dilatagio e anti—erosdo) e estruturas
de controle (do, while, if). Um programa da MMach nesta linguagem corresponde a uma frase da LM.

O tipo de dado a sertransformado por uma MMach & 4 imagem bindria. Outras tipos de dados auxiliares
que aparecem sio os clementos estruturantes primitivose 0§ mimeros inteiros ndo negativos. Oselementos
estruturantes primitivos sio os parfimetros das dilatagBes e erosdes localmente ¢.i.t., enquanto 0s nimeros
inteiros sdo dteis para o controle de procedimentos iterativos.

Usualmente, por uma questio de eficiéncia, os operadores de dilatagio e erosdo sio implementadds
a partir dos respectivos operadores localmente c.i.t., caracterizados por elementos estruturantes primiti-
vos. A partir da dilatagdo ¢ da erosdo, assim criadas, sio formadas, respectivamente, a anti—dilata¢iioe a
anti-€rosio.

Normalmente, estas méguinas dispdem internamente também de recursos para realizar operagies
sobre o8 elementos estruturantes primitivos, como a rotagio em tomo da origem central € 4 complemen-
tagAo. Observe que 2 ransposigAo € exatamente uma rotagdo de 180 graus em torno da origem

A caracteristica central da arquitetura de uma MMach tipicaé a existdncia de um processador dedicado
paraefetvar dilatagSes, erosdes, unido, intersegio, complementagio e comparagio de ignaldade entre ima-
gens. Este processador € conhecido como processador morfolégico. A arquitetura desta maquina conta
também com dispositivos para aquisi¢iio, visvalizagho ¢ armazenamento voldtil ou permanente de ima-
gens, além de um processador central que controla todos esses recursos.
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A comparagfioentre imagens é um recurso importante para a implementagao de procedimentos iterati-
vos com um nimero de iteragies indefinido a priori. Neste caso, o nimero de iterages € estabelecido a
partir de algum critério de convergéncia de uma sequéncia de imagens.

AFigura 8.6 apresenta a arquitetura de uma MMach [BeucheB7]. Esta maquina conta com cinco planos

Primitivas

Grrente Frises

Disco

'meessador
! z 3 murivldgice
| 1 Visualisador

Memdria de imagens
Ciimera I
0

-

Repistro de
FAN Elem. Estrut.

2

Pilha

4

Registras
I

Fig. 8.6 — Arquitetura de uma mdquina morfolGgica,

de memdria para o armazenamenta de imagens, i processador merfel6gico, uma pilha para o armazena-
mento de numeros inteiros e instruges, cinco registros auxiliares que trocam dados com a pilha eum regis-
tro para armazenar um elemento estruturante primitivo, além de dispositivos para a aquisigio, armazena-
mento permanente ¢ vizualizagho de imagens. Todes estes recursos sZo controlados por um
microprocessador de 16 bits.

A dinfimica de uso tipico destamdquina envolve: a aquisigio pela cimera de uma imagem bindria ex-
terna; 0 armazenamento daimagem adquirida no plano de imagem 1; a visualizagio da imagem adquirida;
a programagdo da miquina para extrair a informagfo desejada; a execugio do programa implementade;
o armazenamento em disco dos resultados intermedidrios e final.

Aexecagio doprograma, que € armazenado na pilha, promove a troca de dados entre a pilha ¢ os regis-
tros, define os elementos estruturantes usados e estabelece o fluxo de imagens entre os planos de meméria
e o processador morfoldgico.

A Figura 8.7 apresenta a estrutura interna do processador morfoldgico, que € composto por seis proces-
sadares internos. Nao existem muitas variantes de arquitetura para os processadores de unido, intersegio,
complementagio e comparagio deigualdade. As nuances mais interessantes aparecem hos processadores
de dilatagio e erosao,
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Fig. 8.7 ~ Processador morfol6gico,

Os processadores de dilatagio e erosio usualmente sdo compostos por uma familia de processadores
idénticos, chamados, respectivamente, processadores primitivos de dilatagdo e processadores primitives
de erosdo, que realizam, respectivamente, dilatagdes e erosdes c.i.t. por elementos estruturantes primiti-
vos. Bsses processadores sdo organizados em “pipeline”, em paraleln, ou em configuragies Aibridas
(“pipeling”—paralelo) e podem atuar simultaneamente sobre a mesma imagem ou sobre imagens distintas.
Em algumas arquiteturas conhecidas, sao disponfveis recursos de programagio que permitem a0 usudrio
redefinir a disposicio dos processadores primitives. A Figura 8.8 apresenta um processador de dilatagio,
composto por uma famflia de & processadores primitivos, organizados em & “pipelines” paralelos, cada
um composto por { processadores primitivos.

C> dB:.l :> dBlz :> __________ I:> 63!1 :>

E> 6511_—_> aBu:> __________ I:> 65:1:>

| |
| I
| |
| !

=) %, [ SO =) 4

Fig. 8.8 — Processadores de dilatagao em “pipelines” paralelos.

Alpuns exemplos de processaderes morfolégicos 580 o processador do “Cellular Computer”
[Sternb82], desenvolvido na Universidade de Michigan, o processador do sisterna MORPHO-

PERICOLOR. [BilodeB6] e o CHIP de tecnologia VLSI [KlePey89], ambos desenvolvidos na Ecole des
Mines de Paris.
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Os processadores primitivos de diltagio e erosio podem ser implementados em duas classes de arqui-
teturas: uma baseada em translag@ies e unides ou intersegdes e outra baseada em operagoes logicas de vi-
zinhanga. A primeira sio implementagdes das expresstes, para todo X & ¥ em P(E),

3N =(J Y+ BNNE ¢ ez =( () ¥-BINE
ben PER

e a segunda das expressies, para tode X e Y em P(E),
V)= sEE: B +nY=WeeygD={yEE: (B+y)NECX}.

Na Figura 8.9, apresentamos um processador primitive de dilatagio e erosio que tem uma arquitetura
baseada em transkages e unides ou intersegfies de planos de bits. Cada ponto do elemento estruturante vai
causar uma translagio da imagem original ¢ a vnifio ou intersegdo destas translagdes serd a imagem de
saida. O processador conta com um dispositivo para controle de translacio, uma matriz, com as mesmas
dimensdes das imagens, de portas I6gicas OR/AND que atuam em paralelo e trés planos de bits: um para
as imagens transladadas, um para o elemento estruturante e um para o acimulo dos resultados, interme-
didrios & final. Uma caracterfstica dessa arquitetura é gue todas as operagGes primitivas usadas (translagdes
e unifes ou intersegiies) 530 operagbes globais, isto €, se aplicam simultamente sobre toda a imagem.

Plane de Plance do elemento
translagio estruturante
Conirale de translagin

ORAND
parallelos

Flana de resultados

Fig. 8.9 - Processador primitivo baseado em operagdies globais.

NaFigura 8.10 apresentamos um processador primitivo de dilatagio e erosio que tem uma arquitctura
baseads no deslocamento de uma matriz 3 X 3, representando o elemento estruturante primitivo, sobre
aimagem e na comparagdo dos valores l6gicos dos elementos dessa matriz com os valores dos comespon-
dentes elementos de matrizes 3 % 3 extrafdas da imagem,
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resultado
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Fig. 8,10 — Processador primitivo baseado em operagdes de vizinhanga.
(a) Fluxo de dados. (b) Célula elementar. (c) Conex3a entre células.

Aimagem fluird em blocos de rés linhas consecutivas, de tormaque cada linha da imagem seja a linha
central de exatamente um bloco, por um processador que efetua a comparago entre a matriz exteaida da
imagem ¢ o elemento estruturante.

Este processador € denominado processador celular, pois é composto por 9 células de processamento
interligadss Cadanma das células recebe dois valores [dgicos come entrada e produz dois valores l5gicos
de saida, seguindo as equages aprasentadas na Figura 8.10 (b). A viriavel x cotresponde ao valor do pixel
daimagem que & transmitido para a safda da ¢élula sem ser modificado, enquanto a varidvel y comresponde
a ponderagio do estado anterior dessa varidvel com o resultado da comparagio entre o valor de um pixel
da imagem e o valor de um ponto do elemento estruturante.

As 9 células sao interligadas em trés sistemas de trés células cada um, conforme esquematizado na
Figura 8.10 (c). Asaida desses trés sistemas vip alimentar a entrada de portas 16gicas OR, no caso da dila-
tagdo, & portas logicas AND, no caso da erosdo, produzindo o resultado da agfo do processador celular.

Para introduzir caracterfsticas de paralelismo 3 esta arquitetura, pode—se usar um conjunto de processa-
dores celulures dispostos como esquematizado na Figura 8.10 (a). O limite da potencial de paralelismo
dessa arquitetura & stingido quando € reservado um processador celolar distinto para cada linha da ima-
gem.
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Uma caracterfstica dessa arquitetura ¢ que as operagles cfetuadas pelos processadores celulares sio
operagfes de vizinhanga, isto &, dependem apenas de pontos vizinhos. Este tipo de arquitetura pertence
a classe das arquitsturas sistélicas, que sdo bem adptadas para implementagdes em CHIPS de tecnologia
VLSI [Song84].

A decomposiciio sequencial de elementos estruturantes tem implicagio na complexidade das imple-
mentagdes da dilatagio e da erosdo. Usualmente, 1 implementagio de sequencias de dilatagdes & erosGes
¢ mais simples do que a equivalente implementagiio direta. Vamos verificar essa afirmagio medindo a
complexidade de implementagdes diversas.

Seja B um dos elementos estruturantes apresentados na Figura 8.11. Na Tabela 8.3 apresentamos um

B, 8, 1y B, Hs
Fig. 8.11 — Alguns elementos estruturantes tipicos.

estudo da complexidade da implementagfio da dilatatagio e da eroso por nB no processador da Figura
8.9 | Marago85]. A medida de complexidade adotada €, respectivamente, o nimero de operagBes OR-pa-
ralelos efetvadas ou, equivalentemente, o ndmero de unifes entre planos de bits e 0 ndmero de operagdcs
AND—paralelos ou, equivalentemente, o mimeros de intersegdes entre planos de bits. A primeira coluna
da tabela identifica o elemento estruturante B, a segunda apresenta a medida de complexidade para a im-
plementagio direta da dilatagio por nB, a terceira a complexidade para a implementagio sequencial de
n dilatagiies por Be a quarta a complexidade para a implementagfo sequencial de n dilatagles por B, onde
cada dilatagiic por B é implementada como duas dilatagdes sequenciais.

Tabela 8.3 - COMPLEXIDADE DAS IMPLEMENTACOES.

Elem, Estruturante Implementagia 1 Implementagio Z Tmplementagiio 3
8, dnt + 4n 8n 4n
B, n*+ 2n 3n 2n
B, 2 + 2 4n -
By 2n 2n -
B n n -

Examinando a Tabela 8.3, observamos que a complexidade da implementagio diminwi a medida que
a decomposigo sequencial se acentua. Por exemplo, ne caso da dilatagiio ou erosao por um quadrado
7 % 7, a primeira implementagdo envolve 48 operagbes, a segunda 24 ¢ a terceira apenas 12. Notamos
tatnbém que essa economia fica mais significativa a medida que o nimera de pontos do elemento estrutu-
rante a ser decomposto cresce.
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Os processadores dedicados comparados com as miquinas convencionais siv, por um lado, muito efi-
cientese, por outro lade, muito caros. Por essa razo existem muitos saftwares para méquinas convencio-
nais que ermulam méquinas morfelégicas. Narmalmerte, o uso de hardware dedicado fica restrito as apli-
cagles que exigem resposta em tempo real, enquanto o uso de emulagfies ocore nas outras aplicagdes,
menos exigentes em termos de desempenho dos processadores.

Uma aplicagdo que normalmente exige resposta em temporeal € o controle de qualidade d= produtos
industrializados. Os produtos a serem inspecionados sdo dispostos sobre uma esteira rolante e passam por
uma cimera estrategicamente colocada, que alimenta uma méquina morfoldgica. Esperasse que o sistemna
trate os dados ¢ fornega urn diagndstica sobre oprodutoem um intervale de tempo suficientemente peque-
no para nio afetar o fluxo de objetos pela esteira.

Uma classe de aplicagies menos exigente com relagdo ao tempo de resposta € a andlise de imagens
geoldgicas, como. por exempla, a estimativa da porcentagem de volumes ocos em umarocha. A execugio
deste tipa de tarefa exige que um especialista abserve por um microscdpia dptica sistematicaments deze-
nas de liminas e identifique em cada uma as cavidades presentes. Este trabalho pouco eriative normal-
mente consome virias horas do especialista, que poderiam ser usadas em tarefas mais nobres. Assim. uma
resposta confidvel ap6s alguns minutos de processamento & considerado um resultado muito razodvel.

Outro tipo de aplicagiio que ndo exige respostaem tempo real é o projeto de programas que solucionam
prablemas de tempo real. Quando um especialista em Morfologia Matemdtica recebe um problema nove
de Andlise de Imagens ele precisa fazer uma série de experimentos sobre as imagens adquiridas até poder
proporuma selugio satisfatdria, Paraeste tipo de tarefa o tempo de resposta é considerado razodvel quando
nio influe no rendimento do trabalho do especialista, 0 que € um requisito bem menos forte, por exemplo,
do que nde interromper o fluxo de produtos por uma esteira. Uma vez encontrada uma solugio para o pro-
blema de Andlise de Imagens, resta verificar se ela € vidvel, isto 8, se, quando fosse implementada em uma
miquina mais eficiente, atenderia os requisitos de desempenho. Isto é feito calculando—se a performance
que ¢ programateria no ambiente real a partir daperformance medida no ambiente de projeto e do conheci-
mente prévio da relugdo entre as performances das duas miquinas.

O nicleo dos softwares que emulam méquinas morfoldgicas sdo as fungdes que emulam o processador
morfoldgico. Estas funcdes serio usadas intensivamente ¢, portanto, devem ser otimizadas a¢ mdximo,
Com essa motivagdo j4 foram propostes vinos algoritmos para a implementagdo dessas fungdes. Esses
algoritmos se dividem em duas classes: os algoritmos baseados em operagdes globais [PipTan89; Lia-
Won92; Gratin93) & os algoritmos bascados em operagtes de vizinhanga [V1iBen88: Schmit89; Omell92].

Todos os algoritmos que serio apresentados usam a estrutura de dados matricial para representar as
imagens ou partes delas. As matrizes serdo implementadas como um vetor {ou “array”). Um elemento
qualquer da matriz serd disposte no vetor segundo a sua distincia da origem, medida como o comprimento
do caminho percorrido da origem até o elemento, caminhando sobre as linhas da matriz da esquerda para
a direita e de cima para baixo (ver Segio 4.1}, Considerando vma matriz A de m X n posigies e um vetor
V de mn elementos, temos AL/ = Viin + ) ( € {0,...,m — 1} e j € {0,...,n — 1}). Denominare-
mos enderece de um elemento a sva posigio no vetor, por e¢xemplo, o enderego do elemento A7 j) é
in 4+

A forma convencional de representar uma imagem bindria € como uma matriz cujos elementos sio os
pixels da imagem. A partir dessa estrutura de dados pode—se estabelever algoritmos baseados em oper-
agbes plobais ou operagdes de vizinhanga, simplesmente pela implementagio direta das definigies das op-
eragdes & operadores [Barrer87]. Embora essas algoritmos sejam muito simples, eles se mostram pouco
eficientes. A complexidade dos algoritmos que realizam as operagies é proporcional As dimensdes daima-
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gem, enquanto a complexidade dos algoritmos que realizam os operadores de dilatagiio ¢ erosiio € propor-
cicnal 20 produto das dimensdes da imagem pelo cardinalidade do elemento estruturante.

Exercicio 8.1 (algoritmos convencionais para operadores elementares) — Usando como estrutura de da-
dos para representar s imagens uma matriz de pixels, implemente os operadores de dilatagao e erosao por
elementos estruturantes primitivos,

Os algoritmos que ndo vsam a estrutura de dados convencional seriio chamados algoritmos rdpidos.
Dentre os algoritmos ripidos baseados em operagfies globais, o mais popular € aquele que representa
virios pixels consecutivos de uma linha compactados em uma tinica palavra. A Figura 8.12 ilustra o uso
desta estrutura de dados para representar uma imagem bindria.

Enderego Valor

a
1
2
3
4
5
6
7
8
9

Fig. 8.12 — Representagio compactada de vma imagem bindria,

0eoeo0e00c000000
0000000000000000
0000000000001111
1100000000600000
QDOo000n00c00L111
11000000C00Q00C0 =—
0000Cc00060001111
110000¢000000000
¢ood0lgo0a00i1ll
1100000000000000

Q fato que esse tipo de algoritmo explora € o paralelismo intrinsico dos processadores convencionais
de palavras de 16, 32 ou 64 bits. Cada vez que uma palayra de # bits € processada ocorem n operages
16gicas em paralelo, uma para cada bitda palavra. Uma vez que nessa estrutura de dados cada bit representa
um pixel, n pixels sdo tratados em paralelo.

Na Tabela 8.4 apresentamos o algoritmo que realiza 2 vnifo entre imagens bindrias, compactadas em
palavras de 16 bits. A complexidade desse algoritmo € dezesseis vezes menor do que a complexidade de
um algoritmo que representa cada pixel em uma palavra diferente.

000
Na Tabela 8.5 apresentamos um algoritmo que realiza a erosao pelo elemento estruturante | 1 1 0

000
Nesta Tabela, a notagiio P SHR 1 representa a operagac de translagiio da palavra P de | bit para a direita.
A dindmica desse algoritme € a mesma do processador morfoldgico apresentado na Figura 8.9, ou seja,
a translagio horizontal de imagens por valores definides pelo elemento estruturante e a intersegio dessas
translagies. O ponto critico deste algoritmo ¢ a operagio de translagio entre palavras vizinhas: € preciso
garantir que ¢ primeiro pixel da palavra receba o tiltima pixel da palavra vizinha (contando no sentide da
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translagio) e que os demais recebam s bits vizinhos dentro da prépria palavra, Este cuidado exige algurnas
operagdes l6gicas adicionais, que impedem que a complexidade do algoritmo caia 16 vezes.

Tabela 8.4 ~ ALGORITMO DE UNIAQ DE DUAS IMAGENS BINARIAS.

* Dados
— X & ¥ sio as imagens bindrias compactadas m ® (n/16) a unir.
- Z £ a imagem bindria compactada m X n resultante.
* Lago prineipal
Paraideam — 1
Pamjde 0anf16 — 1
Zin+ P+ Xin+ ) OR Vin+ p
Fimpir
Fimpara

A extensdo deste algoritmo para um elemento estruturante qualquer, que seja um subconjunto do
quadrado elementar € simples, basta considerar cumulativamente todos os sentidos de translagéo definidos
pelo elemento estruturante. Nate que as translag@es na diregiio vertical nfio t2m os problemas apontados
paras as horizontais.

Tabela §.5 ~ ALGORITMO DE EROSAQ POR UM SEGMENTO HORIZONTAL DE TAMANHO 1.

# Dados
—~ X & a imagem bindria compactada m ¥ (n/16} original.
- Z & a imagem bindria compactada m % (/16) resultante,
~ carry & uma variivel auxiliar de 16 bits.
# Laco principal
ParaideOam = 1
carry«— 0
Pamjde0&nfl6 — 1
Z(in + ) + ((X(in + ) SHR 1} OR carry) AND X(r + j)
Se ((X(in + i} AND 1) = 0} entdo
carry + 0
Sendlo
carry - 215
Fimse
Fimpara
Fimpara

Exercicio 8.2 (algoritmos ripidos para operadores elementares) — Usando como estrutura de dados para
representar as imagens uma matriz de pixels compactados, implemente os operadores de dilatagio e eroso
por glementos estruturantes primitives. O

Uma jila € uma estrutura de dados, que organiza os objetos sequencialmente segunde a ordem de
insergdo. O modelo intitivo de uma fila é o de uma fila de espera em que as pessoas no inicie da fila sdo
servidos primeiro e as pessoas que chegam entram no fim da fila. Existe uma ordem linear para filas que
£ a “ordem de chegada”. Um possivel conjunto de operagbes, definido para um tipo abstrato de dados
FILA, é definido na Tabela 8.6 [Zivian%3].
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Tabela 8.6 - OPERACOES DEFINIDAS PARA O TIPO ABSTRATO FILA.

® Operagdes aplicadas an ohjeto X do tipe FILA.
- vazio(X); retorna true se X & uma fila sem elementos ¢ false caso contrdrio.
— enfileira(y, X); msere o ftem gue bem endere¢n x no final da fila X,
~ desimfikira(X): retoma o endersgo do primeiro ftem da fila X,

Dentre os algoritmos rdpidos baseados em operagies de vizinhaga um dos mais interessantes € 0 que
vsa uma estrutura de dados hibrida para representar a imagemn: matciz, para representar os pixels do inte-
ticr, e filade pixels, para representar os pizels da borda. A Figura 8,13 exemplificaa representagio de uma
imagem pela estrutura de dados hibrida.

0nnaer000000000000000000G0CQ0000
00000000000000000000000000C0000Q0
Mitriz gocoongopo00011120600000000000000
£000000000000011110000000000G0000
0000s000000001111000000000000000
0000C0Q080040PC0OD0000000000000000
0000E00000000000000000000000G000

v ERHER - ]

Fig. 8.13 — Representagio hibrida de uma imagem bindria.

O fatoque esse tipo de algoritmo exploraé que os operadores de dilatagio e erosdo per elementos estru-
turantes primitivas modificam apenas os pixels que se encontram na vizinhanga da borda da imagem. As-
sim, basta computar o novo estado desses pixels para construir o operador.

Este tipo de algoriumo tem uma caracteristica singular: a sua complexidade € proporcional ao ndmero
de pixels da borda da imagem tratada, isto ¢, quanto menos pixels existirem na borda mais eficiente serd
o algaritmo.

Se comparados com 05 respectivos algoritmos convencionais, os algoritmos de vizinhanga para a dila-
tagdo e a erosio tém um ganho de eficiéneia significativo para um grande mimero de imagens, pois os pri-
meires tim complexidade proporcional ao nidmero de pixels da imagem ¢ o5 scgundos tém complexidade
propercional ao nimero de pixels da borda da imagem.

Os algoritmos das aperagOes de unidio, interse¢io e complementagdo para a estrutura hibrida € menos
eficients do que os respectivos algoritmos para imagens convencionais. Isso porque além de realizar uima
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operagio sobre a imagem, para computar o interior da imagem resultante, é precise também realizar
operagdes sobre filas, para computar os pixels das bordas da imagem resultante.

Apesar da estrutura hfbrida levar a algoritmos para as operagdbes menos eficientes que os convencio-
nais, 0 ganho obtido nos operadores de dilatagio & erosdo garante um ganho de eficiéncia global do proces-
sador. O ganho de eficiéncia € acentuado sobremaneira na realizagio de operadores farmados pela compo-
sigdo de dilatagdes e erosdes

A Tabela 8.7 apresenta um algoritmo para aunido de imagens representadas na estrutura de dados hibri-
da. O algoritmo € composte per dois blocos principais: computagdo do interior da imagem resultante ¢
computago da borda da imagem resuliante. A computagio da borda também ¢ dividida em dois bloces:
computagio dos pixels que ndo estio no interior, respectivamente, das imagens de entrada X ¢ ¥,

Tabela 8.7 - ALGORITMO DE UNIAQ DE DUAS IMAGENS BINARIAS.

« Dados
Q
- Xe ¥ sio o interior das imagens bindrias m % » a unir.
(=]
— 7 & o interior da irmagem binfiria m % nresultante.
— dX, 0¥ e 9Z 50 as filas dos pixels das bordis dus imagens,
— adress & uma varisve] auxiliar de 16 bits.
¢ Fungdo
filtrafila(ax, ¥, 32)
Enrquanio vazio(dX) = false taga
adress « desinfileira(8x)
Se ?’(adress) = Dentdo
entileira(adress, 42)
Fimse
Fimpara
o Computa E
ParaideQam — I
Parajde (tan — 1
=] =] a
Ziin+ )+~ XGn+)) OR Yiin + )}
Fimpara
Fimpara
» Computa 37
fitrafila(ax, ¥, 2)

filtrafila(ay, X, 52)

A Tabela 8.8 apresenta um algeritmo de erosio porum quadrado elementar para imagens representadas
na estrutura de dados hibrida. O algonitmo consiste, para cada pixel da fila de pixels de borda da imagem
original, em eliminar os pixels do interior da imagem original que fazem partem da vizinhanga do pixel
¢ enfileira—los em uma nova fila, que conterd os pixels da borda da imagem resultante. Este algoritmo pode
ser gencralizade para erostes e dilatagdes por ¢lementos estruturantes primitivos quaisquer [0rnel92],
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Exercicio 8.3 {algoritmos ripidos para operadores elementares) — Usando como estrutura de dados para
fepresentar as iMagens um par formado por uma matriz, que representa os pixels do interior da imagem,
& uma lista, que representa os pixels da borda da imagem, implemente os operadotes de dilatagio e erosio
por elementos estruturantes primitivos, d

Exercicio 8.4 (algoritmas para operadores primitivos) — Compare o desempenho das implementagSes
realizadas dos Exercicios 8.1 a 8.3. ]

Em todas as clusses de algoritmos descritas, os elementos estruturantes constumarm ser representados
por uma estrutura de dados que contém a cardinalidade do conjunto e os valores das coordenadas de cada
ponto. Para otimizar um pouco mais 0s algoritmos de dilatagio e erosdo, podemes armazenar as coorde-
nasdas dos pontos em registradores e implementar um trecho de codigo especifico para elementos estrutu-
rantes com nimero de pontos diferentes, de zero a nove.

O uso apenas de elementos estruturantes primitivos, além de ser suficiente para realizar qualquer
operador clementar g, em muitos casos, levar a decompasighes mais simples, permite também otimizar
4 implementagdo dos processadores primitivos de dilatagdo e erosiio, pelo uso da informag@o a priori do
tamanho limite dos elementos estruturantes. Por essas razdes, a maior parte das MMach’s conhecidas
dispBem apenas de processadores primitivos de dilatagio e erosfo que realizam esta classe de operadores.

Tabela 8.8 - ALGORITMO DE EROSAO PELO QUADRADO ELEMENTAR.

® Dados
- X¢é o iterior das imagens bindrias s x# original e resuitante.
- 38X ¢ 9 sfio ax filas dos pixels das hordas, respectivamente, Ja
imagem original e resultante.
® Lago principal
Enquanio vazio(dX) = false faga
weiress = desinfilenra(dxd
Paratodo ¢ € [ — 1,0,1) faga
Pamtodo j & { — 1,0,1) faga
Se f(‘(adres.c — i + ) = lentdo
enlileira(edress, a¥)
?((adre.;x —in+j1+0
Fimse
Fimpara
Fimpara
Fimenquanto

Como os operadores que desejamos implementar sao operadores c.Lb ¢ 08 elementos estrufurantes sio
escolhidos como subconjuntos do quadrado clementar, che garmos a nove regides da imagem com compor-
tamento peculiar: uma central, quatra laterais e quatro cantos.

Mais precisamente, como foi viste na Segio 8.2, um operador elementarc.i.t. pelo quadrado elementar
pode ser decomposto em uniio (no caso da dilatagio) ou intersegiio (no caso daerosdo) de nove operadores
elementares (da mesma classe) localmente c.it. definidos por nove elementos estruturantes B, ¢ nove
mdscaras M, especificando nove regifes do dominio da imagem.

A Figura 8.14 apresenta essas nove regidies e o valor, em cada uma delas, dos B;. Para otimizar ainda
mais o algoritmo, uswalmente, cada uma dessas regides €m tratamento especial.



8.3 DESCRICAO DE UMA MAQUINA MORFOLOGICA 169

1 2 3 _ - _ _
0cao 000 oD
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0oa rao 000
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Fig. 8.14 — As nove regides da imagem.

As MMach's, implementadas em hardware ow emuladas em software, viio ser enxergadas pelo usudrie
através de uma linguagem de programagio. Nas méquinas morfoldgicas que temos conhecimento as
fungdes primitivas dessa linguagem acionam diretamente o processador morfoldgico, porém, em maqui-
nas mais sofisticadas, elas poderiam acionar uma camada inferior de software, que realizaria 2 decompo-
sigdo dos operadores elementares em termos de erostes e dilatagdes localmente ¢.i.t. por elementos estru-
turantes primitivos e distribuitia a execugdo desses operadores pelos processadores primitivos.

Hoje em dia. o projeto de programas para resolver problemas de andlise de imagens ainda exige que
o especialista desenvolva muitos experimentos computacionais antes de chegar a um resultado satis-
fatdrio. A partir do resultado de umn experimento, ele identifica problemas no seu programa, tenta corrigi-
lo e efetwa um novo experimento para verificar se o efeito da modificagio foi o experado, € assim vai evo-
luindo, até chegar a uma solugdo. Esta dindmica de trabalho impGe certos requisitos para as interfaces
hemem-mdaquina das MMach's.

A interface homem-miquina de uma MMach deve prover um ambiente que permita a edigio ¢ a
execugdo dgil de programas, que podem depender de uma familias de outros programas implementados
em maomentos anteriores da sess3o de trabalho on mesmo em outros sessdies de trabalho. Ainda, essas faci-
lidades de programag&o nio podem penalizar sensivelmente a desempenho dos programas.

Dois opos de ambientes que atendem a esses requisitos costumam ser adotados como interface ho-
mem-médquina para as MMach’s: wm baseade em uma linguagem interpretada e outro baseado em uma
linguagem de programagio visual,

As linguagens interpretadas sio bem adaptadas para a implementagio e execugdo dgeis de programas,
especialmente aquelas linguagens que permitem o uso de qualquer programa existente coma uma nova
funglio. O fato dos programas ndo precisarem passar por uma fase de compilagio e poderem reaproveitar
facilmente programas existentes $30 pontos importantes que contribuem para o aumento da produtividade
do desenvalvimento de software.

Um ponto negativo no uso de linguagens interpretadas € que os programas nfo ficam to eficientes
quanto poderiam. Por exemplo, um conjunto de comandaos que se repete vérias vezes € interpretado toda
vez que é executado, o gue naturalmente ¢ umacausa de desperdicio de tempo. A solugio que s¢ constuma
adotar € usar linguagens que tanto podem ser compiladas como interpretadas, isto €, para cada fungio exis-
tents o programador pode escolher se quer compila-la ou interpreta—ki. Com esse recurso o especialista
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pode estabelecer um compromisso ideal entre a produtividade de desenvolvimento de software e a veloci-
dade de execugio dos programas, de forma a minimizar o tempe global de projeto {i.e., implementagdo
¢ testes). Naturalmente, essas linguagens dispSem também de editores de texto integrados.

Uma outra propriedade importante das linguagens interpretadas € que todos os objetos criados durante
aexecugio dos programas continuam disponiveis para o especialista. Assim, € possivel acompanhar facil-
mente todos os estados desejados dos programas, o que € um recurso essencial para o projeto interativo
de programas.

Existem virias MMach's que (Bm esse tipa de interface [Bilode86; Schmit86; Beuche87; Gratin88].
A Tabela 8.9 mostra a implementagiio de um programa, que realiza n erosdes sucessivas por um mesmo
elemento estruturante fixa & apresenta as imagens original ¢ resultante, na linguagem interpretada que é
a interface homem-mdquina do sistama MORPHOPERICOLOR. Esta linguagem € similar ao Forth, na
verdade, € vm subconjunto do Forth incrementado comn as fungdes de gerenciamento dos recursos do siste-
ma {processador morfoldgico. aquisiglo, visualizagio, etc.). Este tipo de linguagem ¢ bem adaptado para
arguiteturas como a da Figura 8.6, porque implementagdies interessantes do Forth podem ser obtidas usan-
do uma pilha como estrutura de dados central {Loelig81].

Tabela 89 - COMPOSICAQ DE ¥ EROSOES EM UMA LINGUAGEM INTERPRETADA.

nerosdo
QUTPUT 1S /% declaraqiio */
INPUT IE
PARAM N

IE IS MOVE /* procadimento */
N1
jale]
IS 15 ERODE
LOOP
IE DISPLAY
15 DISPLAY

Qutro tipo de interface bem adaptada para as MMach's s8o as linguagens de programago visual
[Chang87: RuArSuS0). Este tipo de interface permite que o usudrio interaja graficamente com o sistema
para usoe dos recursos e programagio. O paradigma principal deste tipo de linguagem & descrever progra-
mas como grafos orientados. As arestas dos grafos representam as caminhos que os dados devem percorrer
¢ 05 nds as fungdes que os transformam. A exemplo das linguagem procedurais, as linguagens visuais tam-
bém dispdem de recursos avangados como mecanismos de controle e definigio de subprogramas.

Aslinguagens visuais 330 bem adequadas para s programagio rapida de pequenos programas compost-
os por chamadas de outros programas existentes e também permitem a ficil observagio dos estados inter-
nos dos programas executados. Por outro lado, elas ndo sao adequadas para o desenvolvimento de progra-
mas complexos que dependem de muitos outros programas visuais. A solugdo adotada € sempre usar uma
linguagem procedural compilada em conjunto com uma linguagem visual. Com esses recursos em maos,
o especialista pode estabelecer uma relagio de compromisso ideal entre as duas alternativas.

O sistema KHOROS [RaArSa%90] € um sistema para processamento de imagens em ambientes padrdes

UNIX e XWINDOW, que tem uma interface de programagio visnal e usa alinguagem C como linguagem
procedural.



83 DESCRICAO DE UMA MAQUINA MORFOLOGICA 17

Na estrutura do KHOROS os operadores sio representados por fungdes, escritas em C, que sio agrupa-
das em uma biblioteca e por programas principais que chamam estas fungdes. Muitas destas fungfies sio
criadas pelo encadeamentn de outras funges da biblioteca e para cada fungio da biblioteca existe um pro-
grama principal, que chama apenas essa fungiio. Nesta estrutura, a linguagem de programacio visual tem
© mesmo papel dos recursos de programagfo em batch do UNIX, isto é, controla a chamada de programas
principais. Naturalmente, o KHOR OS também dispGem de recursos avangados para a edigio de programas
em C, a geracho de interfuces visuais ¢ a instalagio das novas fungBes na biblinteca.

A “tovlbox™ MMach {BaBaLo%3], que desenvolvemos em colaborago com o prafessor Roberto de
Alencar Lotufo, € uma médquina morfalégica que usa a plataforma KHOROS. No apéneice A, apresenta-
mos uma descrigio mais completa dessa “toalbox™.

A Figura 8.15 exemplifica 0 uso da “toolbox’ MMach, spresentandn um programa visual que executa
72 erosOes SUCSSSivas POT UM mesmo elemento estruturante e apresenta s imagens original e resultante,

Fig. 8.15 —Composigio de n erosdes em uma linguagem visual.






Capitulo 9

Caixa de ferramentas da Morfologia

Matematica

Aolongo das ilmas trés décadas a Morfologia Matematica tem sido aplicada intensivamente a probletnas
de andlise de imagens. Esses experimentos propiciaram o desenvolvimento de uma familia de operadores
iteis para a ideatificagio de propriedades geométricas de imagens bindrias: ¢ caixa de ferramentas da
Morfologia Matemitica, Neste capftulo, estudamos alguns desses pperadores, que podem set entendidos
como frases da LM ou, equivalentemente, programas de uma MMach.

Os operadotes parametrizados por elementos estruturantes primitivos sio chamados operadorey pri-
mitivos. Os programas de uma MMach podem ser organizados hierarquicamente, conforme a sua decom-
posigdo em termos de operadores primitivos de dilatagio ¢ de erosio, O programas mais complexos sio
aqueles que envolvem um niimero maior desses operadores primitivos. Assim, tomando uma ordem cres-
cente de complexidade, definimos as sepuintes familias de programas: programas bidsicos, programas de
niveis 1, 2 e 3.

Os programas do nivel bdsico s&o os operadores primitivos de dilatagdo e de erosiio, ¢ as operagdes
de unido, intersegiio, complemento e subtragio.

9.1 Programas de nivel 1

0Os programas do nivel 1 sio construidos usando no méiximo uma vez cada programa do nivel bdsico.

Alguns programas do nivel 1 sdo: a anti-dilatagio, a anti-eros&o, os operadores de abertura e de fecha-
mento morfoldgico, os operadores sup—gerador e inf—gerador, a dilatagio e a erosio condicional, e o extra-
tor de borda.
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No extrador de bordas (ver Capitulo 7) ¢, 3 = 6, ~ g, s¢ A € 0 singleton que contém a origem e
B o loséngulo {a cruz) ou o quadrada 3 X 3 entfo y, p exirai as bordas infernas. Analogamente, se A €
o losingulo (acruz) ou oquadradad x 3eB ¢ osingletonque contém aorigem, entdo ¥, pextrai as bordas
externas, Se A e B sioambos olosangulo (acruz) on o quadrada 3 X 3, entilo 44 gextrai aunido das bordas
internas e externas, e € chamado de gradiente morfoldgico.
Definicdio 9.1 (gradiente morfoldgico) — Seja A o loséingulo (a ¢ruz) ou o quadrada 3 X 3, o operador
sobre P(E), @y, = 0, ~ £4. & chamado de gradiente morfoldgico. ]

Em Anpglise de Imagens, os operadores sup-geradores (ver Capitule 7) sio importantes para
reconhecer canfiguragbes de poaos. Considerando o caso invariante por translagio, a cada padrio ov
intervalo fechado [A, B] de P(E} tomos associadoo operador sup—gerador 4, p sobre P(E). Usando a defi-
nigiio de intervalo fechado, temos, entio, a seguinte definigio equivalente para o operador sup-gerador
de parimetros A e Bem PE)

A Xy =(xEE: (X -x) E[AB]} (X ERE)

Quando A e B° s¥o subconjuntos do quadrade elementar, A, 5 € chamado de operador sup-gerador
primitivo,

A Figura 9.1 apresenta alguns padrdes usualmente empregados, O padrio I, permite identificar os
pontos onde um feixe de vetores verticais, orientados de ¢inia para baixo, intercepta 0s objetos. Os padrdes
9, & 3, identificam. respectivamente, 0s pontos isolados ¢ os buracos puntuais. Os padroes 4, 5 ¢ 3¢
identificam pontes triplos. O padrio 3 identifica pontos extremos. O padrao Iy identifica quadrados dz

lado 3.
-0 - [
9]=[.1.] 52=

101 [ 1 11
s=1010]| 3= g=|010] g=|11
100 i ] 000 |11

Fig. 9.1 ~ Alguns padrfes emprsgados em Andlise de Imagens.
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A rotagiio em torno da origem dos padrbes ndc simétricos da Figura 9.1 cria outros padroes interes-
santes, que permitem identificar estruturas geométricas similares rotacionadas. Denotaremos por 99, 945,
990 .., 4770 9313 5 resultada da rotagio no sentido hordrio de um padrio d, respectivamente, de 0, 45,
50, ... 270, 315 graus.

A Figura 9.2 apresenta as rotagdes por 90, 180 e 270 graus do padriio 3, que identifica pontos triplos.

O operador inf-gerador sabre P(E) ¢ dual do operador sup—gerador. Usando a definigiio de intervalo
fechado, temos, no case invariante por translagio, a seguinte definiglo equivalente para o operador inf-
gerador de pardmetros A ¢ B em P(E)

papgX) = (x EE: (X —x) £ [A.B]} (X E PEN.
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Fig. 9.2 — Rotagdes de um padriio.

Analogamente au uperador sup—gerador, o operador inf-gerador serve parareconhecer configuractes
de pentos que aparecem no complemento da imagem.

Quando A e B° s3o subconjuntos do quadrado elementar, g 4.5 € chamado de operador inf-gerador
primitivo.
Definigiio 9.2 (atinamento ¢ espessamenta) — Sejam A e B dois elementos de HE & EY tais qus A C B,
Os operadores 0, p & ¥y g sobre P{E) dados pelas seguintes compasigdes,

Oup=b~dppetyg=t Vi,
sdo chamadus, respectivamente, de afframento ¢ de espessamento de parimetros A e B. O

No sfinamento ¢ no espessamento, cs pixels da imagem transformada posicionados na origem de estru-
turas identificadas receberdo, respectivamente, o valor O e o valor 1, enquanto 0s demais continuario com
0 mesmo valor que tinham na imagem original. As Figuras 9.3 ¢ 9.4 apresentam, respectivamente, um
exemplo de afinamento e de espessamento,

Fig. 9.3 - Afinamento.
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Fig. 9.4 — Espessamento.

O afinamento de uma imagem e do sev complemento pelo padrie 93 da Figura9.1 produzem, respecti-
vamente. as bordas internas ¢ externas da imagem.

O afinamento e o espessamento podem ser operadores homotépicos ou nfio, dependendo da escolha
dos subconjuntos A e B. Como congeqiiéncia do Teorema 4.1 em [KonRos89, p. 3671, podemos estabe-
lecer, no caso de A ¢ B® serem subcunjunto do quadrado elementar centrado na origem, a seguinte regra
para testar a homotopia destes operadores: o afinamento g, 5 ou o espessamento T, » € um cperador

111
4-homotdpica (resp. 8-homotdpico) se, para todo X € [A,B], os subconjuntos X ﬂ[l 0 1] e
111

111
Xn [1 0 1] 530 ndo vazios e, respectivaments, 8—conexo (resp. 4—conexo) e 4—conexo (resp. §—conexa).
111

Essa regra garante que apenas pantos simples da imagem ¢ do fundo sejam modificados pelos opera-
dores de afinamento e de espessamento homotdpicos. A condigiio de que a restrigiio dos subconjuntos ex-
trafdos dointervalo [A, Ble seus respectivos complementos s¢jam ndo vazias garante que os pontos modif-
icados sejam pontos de borda (interna ou externa), mas nio sejam pontos isolados ou buracos puntuais,
Acondigio de conexidade garante que as pontos de bordamodificados nio alterem a drvore de adjacéncia
da imagem.

AsFiguras 9.3,9.4e 9.5, ¢ 9.6 apresentam exemplos de aplicagtes de afinamento e de espessamento,
respectivaments, ndo 4-hormatépico ¢ 4-homotdpica (04 8—homat6pica).
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Fig. 9.5 — Afinamento e espessamento nac hometdpico.
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Fig. 9.6 — Afinamento & espessamento hometépico.
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AFigura 9.7 apresenta alguns padroes comumente usados como parimetros de afinamentos & de espes-
samentos 4-homotdpicos.

00D 0-- 0-
9i=]-0- Bh=1001 =1011
L1171 ] | 0 - -] [ 0 - - ]
0o - c 0 F000]
345 011 Hs= 111 Hﬁ= -1 -
| -1 ] | -1 - 111 ]

Fig. 9.7 — Alguns padrijes para afinamentos e espessamentos 4-homntdpicos.

O afinamento ¢ o espessamento 530 dois operadores duais, relacionados pela expressio
* =
Oap” = Tpg-
Enguanio o afinamento & um operador anti-extensivo, o espessamenta € um operador extensivo. E interes-
sante observar também que esles operadores sdo ambos nie idempotentes [Fried186).

Definiciio 9.3 (afinamento ¢ cspessamentn condicional} - Sejam A e B dois subconjuntes do quadrado
elementar tais que A C B. Scja ¥ um subconjunto de E. Os vperadores primitivos @, gy T4 5 s0bre
£} dados pelas seguintes campasigies,
Oagr=Oag VY & Tagy=Tagh?.

siv chamados, respectivamente, afinamento & espessamento condicional (ou geodésico) de pardmetros
AeB, dado ¥ m}

O efeito da restniglo i ¥ nesses dois operadores € similar ao efeito desta mesma restrigdo, respectiva-
mente, na erosdo ¢ na dilatagdo condicional.

O afinumento ¢ o espessamento condicional s3o operadores duais relacionados pela expressia

¥ —
Oasy”™ = Tpepcye
A Figura 9.8 ilustra a aplicagiie de atinamentos ¢ espessamentos sucessivos para a restauragio ¢
extragao das bordus da imagem da moga, O primeiro afinamente elimina os pontos isolados. O espessa-
mento preenche s buracos puntuais. O segunda afinamento extrai as bordas.

Exercicio 9.1 (Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nivel 1 na forma de work-
spaces do sistema KHOROS, usando 0s “glychs™ do médulo “tools” e do nivel basico da “MMach tool-
box". m]
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Fig. 9.8 — Restauragio e extragiio de bordas.
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9.2 Programas de nivel 2

Os programas do nivel 2 sio construfdos usando mais de uma vez pelo menos um programa da nivel basi-
CO.

Seja = a operagio definida de P(E) X P(E) em P(E) por
XY=~V (r~X (XYEPEN.
O conjunto X = ¥ é chamado de diferenga simétrica entre X e ¥.

O resultado da diferenga simétrica entre dois subconjuntos X e Y€ o subconjunto formado pelos pontos
que estio em X e ndo estic em ¥ e pelos pontos que estio em ¥ e ado estdo em X. Como o proprio nome
sugere, a diferenga simétrica é uma operaglio comutativa.

Definiciio 9.4 (n-dilatagio & n—erosiu) — Os operadores primitivos d} e e} sobre P(E) dados, para
n > 0, pelas seguintes n — 1 composigies sucessivas
a% = (8p)" ¢ &} = (ep)"
c.paran =0, 0F =teef =1
sdo chamadas, respectivamente, de n—dilatagdo ¢ n—erosdo por B. [}

Observamos que d ¢ £] 580, Tespectivamente, equivalentes a dilatagio e a erosido por nB. Se Béigual

0600 U 1 0 010 111
allllf 111} ou|t 11| enifiond ¢um disco de centro na origem e raio n, segundo,
000 O 1 0 014 111

respectivamente, a distincia usual na reta na diregio horizontal, a distincia usual na reta na diregio verti-
cal, a disténcia de quarteirio e a distincia do valor miximo | DirRoh72, p. 109]. AFigura 9.9 ilustea a apli-
cacdo da erosdo por discos, segundo a distincia de quarteirfio, & imagem da moga.

Os operadores primitivos 53 B, ¢ sB 'y, SObTE PE), dados, param = Oe n = 0, pelasseguintes com-
posigdes

mn o, &msn mp oo
'51? . oy 6 B © EH.-Bz ER EG,

30 chamados de am—dilatagdio e mm-erosdopor B e B,.

De fata, 87+, e £p", $80, respectivamente, equivalentes a ditatago e a erosfio por mB| @ nB,. Se B
[ Rl -2
000 010

éiguala |11 L{e By &iguala |0 1 (| entio mB| @ nB, € um retingulo de tamanho m X n. Se B
000 014

nio 111
éiguala[l 1 1:|,Bzéigua1a[] 1 l]cntéo mB | @ nB, & um octigono. Se (m.n) Eiguaka (1,0}, (1, 1),
10 111

{2, 1),(2, 2y ou (3,2}, entdo o octdgono & um disco Euclidiano discreto de centro nu origem e raio n + m.
Para outros valores de (m, n), 0 oetdgono ndo & mais o disco Euclidiane discreto. A Figura 9,10 ilustra
a aplicagio de erosdes por discos Euclidianos discretos.

Seja # uma sequéncia finita de n elementos estruturanies primitives By, isto é, B = (B}, P Os
operadores 53& € &g sobre P(E), dados pelas seguintes composiges
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Fig. 9.9 — Erosdo por discos, segundo a distincia de quarteirio.

dg =850y . 0p ¢ 5= EBEs, , - %3,

sfio chamados, respectivamente, de dilatagdo convexa e erosdio convexa por B. Estes operadores receber-
am esses nomes, pois realizam dilatagbes e erosdes por subconjuntos convexos.
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Fig. 9.10 — Erosbes por discos Evuclidianos discretos,

Seja B uma sequéncia finita de n sequéncias de elementos estruturantes primitivos 8, Os operadores
8 e £g sobre P(E), dados pelas seguintes composigBes

Oy =235 Uy U.. Udy c £p=¢eq Neg N .. Neg

sio chamados, respectivamente, de dilatagdo genérica e eros@o genérica por B. Estes operadores receber-
am esses nomes, porque realizam dilatagdes e erosoes por subconjuntos quaisquer.
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Seja® = (B));=1,, ¢ 5¢ja By uma sequéncia de n sequéncias de elementos estruturantes primitivos
B taisque B, = (Byoy, pparai=1, 2, ., nOsoperadores g e &5 sobro P(E) sio chamados,
tespectivamente, dilatagdo curva e erosdo curva por Bg, Estes operadores receberam esses nomes, porgue
50 particularmente (teds para realizar dilatagdes € erosfes por curvas simples gue contém a origem. Uma
curva simples deste tipo pode serrepresentada por uma sequéncia B talque B, € {L, O, N, 5. {0]}. AFigu-
ra 9.11 apresenta duas curvas simples e as respectivas sequéncias 8.

By = o) B = {0}
B,=L i€({1,9] B=L i€{1,3468911,13,14)
B.=5 1€[10,1N B,=5 & [2,5710,12,15)

B=0 1 &[18,1]
=N {€][2733)

Fig. 9.11 - Representagdo de curvas simples.

Na Figura 9.12, o subcenjunto X representa o cone transversal de uma liga metdlica vista por um
microscopio 6ptico. Na mesma figura aparecem as erosies suceesivas de X por um scgmento de reta B,
inclinados a 130} graus, de comprimento de 10 pontos. Note que a inclinaggo do segmento de reta usado
como elemento estuturante coincide aproximadamente com ainclinagdo dos objetos encontrados na ima-
gem.

Definicio 9.5 (n-abertura € n-fechamenta) — Os operadores primitivos y§ e ¢ sobre P(E), dados pelas
seguintes composigies

V= Ok o 9= ep,
so chamados, respectivamente, de n—abertura ¢ n—fechamento por B. Q
.. A, e g H N .
Os operadares primitivos }'B:‘Bz e ¢;“:‘Bz sobre PE), dados pelas seguintes composigdes

nm = R . ¥ - b Xiid nm
Yi.p, = 085558, © ®rn, = € 508a,

sdo chamados, respectivamente, de nm—abertura e nm—fechamento por B e B,
Os operadores yg & $4 sobre PLE), dados pelas seguintes composigiies
Yg = Ogfq © Pq = £adq,

sao chamados, respectivamente, de abertura convexa ¢ fechamento convexo por B. A Figura 9.13 ilustra
a aplicagdo de aberturas por discos Euclidianos discretos 4 imagem de células,
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Fig. 9.12 — Eros&o por um segmento de reta.

Os operadores ¥z ¢ ¢p sobre PE), dados pelas seguintes composigdes
¥p=90pep & Pp =50y
sio chamados, respectivamente, de abertura genérica e fechamento gendrico por B,
Os operadores yg_ & ¢ B sobre P(E), dados pelas seguintes composigdes
Ya, = Optn, © $p, = EpJp,

sao chamados, respectivamente, de abertura curva e fechamento curvo por By,
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Fig, 9.13 - Abertura por discos Euclidianos discretos.
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O operador ¥, g sobre P(E), dado pela seguinte composigio
Yar=%4 ~ ¥n

¢ chamado de residus de fechamenio em relagdo i abertura, Se A € o singleton que contém a origem, entao
14 poonserva as estruturas da imagens que ndo contém propriamente translagdes de B e é chamado opera-
dor cartola por B. 8e B & o singleton que contém a origem, entdo ¥4 p conserva as estruturas do comple-
mento da imagem que ndo contém proprismente translagfes de A.

O operador ¥ 4 g sobre P(E), dado pela seguinte composigio
a=% ~ Ya
é chamado de residuo do fechamento convexo emrelagdo dabertura convexa. A Figura 9.14 ilustra a apli-

cagiio do residuo do fechamento pelo singletan que contém a erigem em relago a abertura por discos
Euclidianos discretos, isto é, do operador cartola por discos Euclidianos discretos.

O uperador 4, p sobre P(E), dado pela seguinte composiciio
Aap=t4 A%
& chamado de operador sup-gerador genérico

Seja W C E, se as sequéncias de sequéncias de elementos estruturantes primitivos, A ¢ B representam,
respectivamente, 0s subconjuntos A C We (W — A)*,entio 4, pidentifica aforma 4 e é chamado opera-
dor de reconhecimento genérico de forma. A Figura 9.13 ilostra o uso do eperador de raconhecimento
genérico de forma para a identificago de um disco Euclidiano discreto de raio 3. A sequéncia
B = (B, B; .. By) que aprece nesta figura & definida pelas seguintes sequéncias:

[ [oo0 n10 000 000
B={4111], fooof| Ar11], 4000l
[ looo 000 000 010
([o10] [ooa 0 0 0])
B,=|4o1a]. 410ai} m4=4010,4001:
L lo1e] fooo 010 000]]
[ [000] 100 000 00 17
Bs=|Ho11]. 3joool} B,=]4110].3J000f}
[ [p1e] [ooo 010 000
[ [010] 000 D10 00 1]]
@ =14l110].3o00|} B,=|4011].3[000]]
| [0 00 001 000 000]]

Em sitvagdes priticas, nio existe uma tinica forma de interesse, mas sim, um conjunto de formas que
correspondem a pequenas flutuagdes da forma A. O operador sup—gerador parametrizado por A© By e
(W — A @ B,)" pemite identificar essas formas ¢ é chamado de operador de reconhecimento genérico
de forma com folga. A Figura 9.16 ilustra o uso do operador de reconhecimento genérico de formas com
folga para a identificagio de discos Euclidianos discretos, A sequéncia B = {B,,B,, .. By} que aprece
nesta figura é a mesma da Figura 9.15, Os subconjuntos B, e B,, usados para criar a folga em torno do
disco discreto de raio 3, foram, respectivamente, o losingulo (a cruz} 3 X 3 e o singleten gue contém a
origem.
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X~ ?Q(X)

Fig, 9.14 - Operador cartola por discos Euclidianos discretos.
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B = (B, B, ... B

Fig. 9.15 — Reconhecimento genérico de forma.

B interessante abservar que se Eé o retinguloRet(#,,n,), A representa o singleton gue contém a ori-
gem ¢ B representa o subconjunt Ret(n,n,) U((Retln, 2,0 — ([0,0] X [0,ny — 1)) — (0.8, — 1)),
entio, para todo X € &,

A 5(X0) = {(uy.min {x, € [0,n, = 1] (1. %y) € X)),
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Aaa(X)

B= (B, B, .., By

Fig. 9.16 — Reconhecimento genérico de forma com felga.

onde #; = min{x; € [0.n; — 1]: (xl!xz) = Xj.

Em outros termos, nessas condigoes, 2, g identifica o primeiro ponto da imagem X que encontramos per-
comendo a imagem exaastivamente linha a linha, da esquerda para a direita & de cima para baixo, a partir
da origem.
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Definicio 9.6 (filtre n—fi—gama e filtro n—gama—fi) — Os operadores primitivos @ ¢ ¥ sobre P(E), dados
pelas seguintes composigGes
0 =¢ws ¢ ¥ ="Vh

sdo chamados, respectivamente, de filiro n—¢y e filtro n—y. a

As Figuras 9.17 ¢ 9.18 ilustram a aplicagfio, respectivamente, do filtro n—¢y € do filtro n—y¢ para a
restauragio da imagem do teclada de uma calculadora, corrompida com rufdo aditive e subtrativo. O
operador ¥ representa o agente que provoca a detereoragio daimagem porrufdo. Gbserve que o filtro n-gy
elimina todo a nifdo aditivo, enquanto o filtro Ay elimina todo o ruido subtrativo. O efeito do filtro n—gy
¢ melhor do que o efeito do filtro n—pe, porque 2 densidade do rufde aditivo € maior do que a densidade
do ruido subtrativo.

g | I payatviny

Fig. 9.17 — Restayragio por um filtro f-—-gama,

Definigio 9.7 (filre n—pama—fi-gama e filtro n—fi-gama-fi) — Os operadores primitivos @ e ¥ sobre
P(E), dados pelas seguintes composigles

0 =ydErs © ¥ = Eieh
a0 chamados, respectivaments, de filtro n-yghy e filtro n-gypg. (m]

ATFigura 9.19 apresenta uma aplicagio do filtra n—gry & do filtro n—yghy 3 uma mesma imagem. Observe
que © filtro n—pedy tende a fragmentar mais 0s objetos do que o filtro n—ghy, devido a abertura adicional.
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uadlkfm *
| vaatri)

v Y

Fig. 9.18 — Restauragio por um filtro gama—fi,

Vamos denotar os filtros n—gy, n—yg, n-ypy € n—pyd por B genericamente por 3. Seja % uma se-
quéncia finita de N subconjuntos de £, com elementos B; tais que B; C B, . O operador Wq sobre BE)
dado pela seguinte composigio

N N-1 1
wﬂ - w%lﬂ' 1’031\'-; o wal’

¢ chamado um filtro alternadoe sequencial de pardmetro B,

]

A Figura 9.20 apresenta a aplicagio do filtro alternado sequencial w;, construido a partir dos filtros
n—¢y, para a restauragdo da imagem da calculadora corrompida por ruido, usada nas Figuras 9,17 ¢ 9.18.
Observe que este filtro produz objetos com bordas mais susves do que as bordas dos respectivos abjetos
produzidos pelo filtro 1—¢y.

A Figura 921 apresenta a aplicagdo do filtro 3—y 2 mesma imagem da calculadora, observe que ¢
efeito deste filtro sobre 0s objetos € muito mais devastador do que o efeito do correspodente filtro alternado
sequencial.

Os operadores primitivos ¢4 ¢ @g sobre P(E), dados pelss seguintes n — 1 operaglies

va= V e cag= V &,
n

f=1 .. i=1,.,

s3o chamados, respectivamente, de n-operador candnico isoténico e n-operador candnico dual isotbnico
de parimetro B.
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.

Fig. 9.19 — Comparagdo entre os tiltros fi—gama e gama—fi-gama.

Seja B um elemento estruturanie primitivo & » um nimere inteiro positivo tal que n < #B. O operador
Y, g sobre P(E), dado por

P, pX) = {x € E: #XNB) = n}

& chamado de filtre de ordem n em relagdo a vizinhanga B. Se #B é um ndmera fmpare n = (#B + 1)/2,
entiio o operador ¢, 3 € chamado de filtro da mediana em relacdv & vizinhanga B,

O operador candinico isotdnico parametiizado pela colegio de todos os subconjuntos de B que t8m car-
dinalidade 7 ¢ um filtro de ordem a1 em relagéio a vizinhanga B.

A Figura 9.22 apresenta a aplicagiio do filtro da mediana para a restauragio da imagem da calculadora
corrempida por ruido, usada nas Figuras 9.17 € 9.18.

Os operadores primitivos Lg ¢ Py sobre P(E), dados pelas seguintes # — 1 operagbes
Ty = V }"5,34’9:‘ V T
i=1,...0 i=1..,n
sio chamados, respectivamente, de n—gerador de aberturas e n—gerador de fechamentos de parimetro 3.

A Figura 9.23 apresenta a aplicagio da composigao dos filtros n—gerador de aberturas e n—gerador de
fechamentos para a restauragfo da imagem da caleuladora corrompida por ruido, usada nas Figuras 9.17
e9.18.
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X ,’ L yaocn

M i XS LY
IRraym

Fig. 9.21 - Restauragdo por um filtro 3-fi-gama.
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x| I @algivo)

Fig. 9.23 — Restauragio por um filro FI-GAMA,
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Definigio 9.8 (n—operador candnico & a-operador ¢andnico dual) — Os operadores primitivos 3 13 &
@ 4 o sobre P(E), dados pelas seguintes 7 — 1 operagdes

Yus= YV g ocoig= V uu
i=1..,n i=1,..2
s#io chamados, respectivamente, de n—operador candnico ¢ n—operador candrico dual de pardmetros A
e B, m]

As Figeras 9.24 & 0.25 apresentam a aplicagdo do operador n—candnico, rspectivamente, para 1 ex-
tragdo dos pontos extremos da imagem de wm circuito eletrdnico e para a extragdo dos pontos triplos de
um mapa da América do Sul. Em ambos 0s casos, as sequéncias A e B foram geradas a partie de rotagges
sucessivas, de 45 graus cada uma, de wn dado padriie primitivo [A, B].

L

[
1
]

[=R=N~]
-
_—-

0
0
1

i

Fig. 8.24 — Identificagio de pontos extremos.

-
)

a3

Definigiio 9.9 (r-afinamento e z—espessamento) — Sejam 4 ¢ B duas sequéncias finitas de » subconjun-
tos em E, respectivamente, com elementas A; e B, tais que A; C B,. Os operadores "lﬂa 17 o sobre
P(E), dados pelas seguintes n — 1 composigies

n i M —_
0 a =048, - 048 © Tiq=Tin — 4.5,
sio chamados, respectivamente, de #—gftnamenta ¢ n—espessamento de pardmetros A ¢ B. (m|
E importante observar que, se cada um dos afinamentos ou espessamentos de uma sequéncia, respecti-
vamente, de afinamentos ou espessamentos nio alterar a homotopia da imagem que receben como entrada,

entio o n—afinamento ou © n—espessamento produzird transformagies que conservam a homotopia das
imagens.
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Vs

0oo La
A=lloro F=1101
000 10

Fig. .25 ~ Identificagdo de pontos triplos. .

v i i
101l 100
sfo1o0}|.J010
1060 101

45

(=R

As Figuras 9.26e 9,27 ilustram a aplicagio de operadores de n—afinamento. A primeira figura apresen-
tz afinamentos homotdpicos, que desgastum o5 objctos paulatinamente a partir das bordas_ A segunda figu-
ra mostra afinamentos nfio homotdépicos, que tém o efeito de reduzir o comprimento de objetos finos, des-
gastando—0s paulatinamente a partir das pontas. A Figura 9.28 ilustra a aplicagio de um operador de
n-espessamentoshomot6pico. Em todos esses exemplos, as sequéncias de clementos estruturantes A e B
foram geradas por rotagdes sequenciais, de 45 cada uma, de um de um dado padrio primitivo [A, B].

Sejam A e B duas sequéncias finitas de n subconjuntos em £, respectivamente, com elementos A e
B, taisque A; C B, Os operadores 6% g »6 T, o  Sobre P(E), dados pelas seguintes » — 1 composigdes

— R —
Oar= 0By T48¥ ¢ Tuar = a5y~ T4 0.0

sao chamados, respectivamente, de n—afinamento condicional e n—espessamento condicional de pardme-
tros A ¢ B, e dado a mdscara ¥,

A Figura 9.29 ilustra a aplicagio do n—spessamento condicional. Observe que os espessamentos con-
dicionais ficam restritos aos objetos da méscara. Nesse exemplo, as sequéncias 4 ¢ B foram construfdas
por rotagies sucessivas, dz 45 graus cada uma, de um dado padrio [A, B].

Exercicio 9.2 (Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nivel 2 na forma de work-

spaces do sistema KHOROS, usando o5 “glyohs” do mddulo “tocls”, e dos niveis basicoe 1 da *MMach
toolbox™, [m]
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Fig. 9.26 — Sequéncia de afinamentos homotépicos.
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Fig. 9.27 — Sequéncia de afinamentos ndo homaotdpices.
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[=R=-Rol
=
oS~

It

Fig, 9.28 - Seguéncia ds espessamentos homotdpicos.
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Fig. 9.29 — Sequéncia de espessamentos condicionais. .
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9.3 Programas de nivel 3

Os programas do nivel 3 sfio construidos usando um niimero “a prioti” indefinido de vezes pelo menos
uin pregrama do nivel basico.

O apetador primitivo f 5 sobre P(E), dado pela seguinte composigic
Bg = A dprepn) V yidin.
¢ chamado de primitivg do filtro do centro.
Definigaio 9.10 (filtro do centro) — O operador primitive ag sobre P(E), dado pela seguinte sucessdo in-
finita de compasigdes
ag = By - Bp -
é chamada de filtro do centro. ]

A Figura 9.30 ilustra a aplicagao do filtro do centro para a restaurago da imagem da calcaladora cot-
rompida por rufdo. Esta imagem € a mesma usada em exemplos anteriores,

Fig. 9.30 — Restaursgio por um filro do centro.

Qutros exemplos de programas de nivel 3 si0 as aberuuras e fechamenios por reconstrugdo por wm
elemento estruturante dado um marcadpr (ver Segdo 7.1).

As Figuras 9.31, 9.32, 933 ¢ 9.34 ilustram a aplicagdo da abertura por reconstrugdo.

O marcador que aparece na Figura 931 & o primeiro ponto da imagem a partir da origem. A aplicagio
sucessiva do operador gue extrai o primeiro ponto da imagem e da recanstrugio por abertura, conforme
apresentade no exemplo, permite extrairobjeto a objeto da imagem. Este procedimento, chamado de rotu-
fagdo, é muito imporiante em andlise de imageis, pois permite tratar individualmente cada objeto da ima-
gem.
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Fig_ 9.31 — Rotulagio.

O marcador que aparece na Figora 9.32 & a moldura do retingulo E. A aplicagao da abertura por re-
construgio com esse marcador particular € muito importante em andlise de imagens, pois permite identifi-
car 05 objetos da imagem que sdo parcialmente observados e, portanto, sdo afetados pelos operadores de
uma forma difereciada dos demais objetos.

O marcador que aparece na Figura 9.33 € a abertura da imagem original. A abertura por reconstrugio
com esse marcador particalar tem um efeito de eliminagio de objetos pequenos, da mesma forma que a
abertura morfoldgica, ¢ nao deformagio dos objetos grandes, de forma distinta da abertura morfolégica.

A Figura 9.34 jlustra o uso da abertura por reconstrugae para elimar os buracos dos objetos da imagem.
E interessante observar, que o operador usado nesse exemplo é dual do operador que extrai os objetos par-
cialmente observados.

Definiciio 9.11 (esqueleto por afinamento e exoesqueleto por espessamento) — Sejam A e B duas se-
quéncias infinitas de elementos estruturantes primitivos, respectivamente, com elementos A, ¢ B tais que
A; C B, Osoperadores Z A3 S T g sobre P(E), dados pela sepguinte sucessao infinita de composigbes

Zam =0a8, =98~ ¢ Tig=T4p —Tan -

sZo0 chamados, respectivamente, de esqueleto por afinamento e exoesqueleto por espessamento de
pardmetros A e B, O

As sequéncias. A e B que parametrizam o esqueleto por afinamento e o exoesqueleto por espessamento,
usualmente, 550 equivalentes as rotagdes sucessivas de um padrao.
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YB.¥

—_ .
e —
™

Fig. 9.32 — Eliminagfio dos objetos gque tocam us bordas.

A Figura 935 ilustra a aplicagdo do esqueleto por afinamento. Observamos que 0s esqueletos em (z),
{c) e (d) sio homotdpices, enquanty os esqueletos em (b) e (6} ndo sio homotdpices. Notamos também
que o incremente de rotagiio (45-90) tem influéncia no fato do esqueleto ser homotépico ou ndo. Por
exemplo, em (b), que € um esqueleto nio hometépico, e em (¢}, que € um esqueleto homotdpica, temos
como pardmetro o mesme padrio, porém um incremento de rotagio diferente.

A Figura .36 apresenta a aplicagio de um esqueleto homotépico a imagem de um canjunto de Ietras.

A Figura 9.37 ilustra a aplicagio do exoesqueleto por espessamento Observamos que nenhum desses
exoesqueletos € homotdpico, devido ao espessamento da moldura da imagem, ocarride porque a erosio
e 4 anti—dilatagio usadas terem sido implementadas como transformagoes condicionalmente invariantes
por translagdo.

Em alguns cases, a composigio de dois esqueletos pode levar a esqueletos com propriedades mats in-
teregsantes. A Figura 9.38 apresenta a aplicagio da composigdo de dois esqueletos por afinaments 3 ima-
gem das letras.
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Y

L 4 L?af
Yp

¥

111
F=1111
(H11

Fig. 9.33 — Filtragem de objetus pequenos.

Uma outra composigio de esqueletos interessante ¢ um esqueleto homotdpico, seguido de um esquele-
to que “come” as pontas soltas de imagens finas. Esta composigio de esqueletos aparece. por exemplo,
no operador conhecido como SKIZ, que cria uma partigio do domfnio de defini¢io das imagens a partir
de uma imagem de referéncia. Pura cada componente conexa da imagem de referéncia, existird um gomao
comrespondente da partigio, que serd chamado zone de influéncia da componente conexa,

A Figura 9,39 ilusira a aplicagio do SKIZ 3 imagem das células. Aunidc com a moldura da imagem
garante que as pontas do esyueleto que tocam a moldura ndo sejam eliminadas.

Sejum 4, B. e D elementos estrutrantes primitivos. Sejam A, B, € ¢ D sequéncias infinitas de ele-
mentos estryturantss primitivos, respectivamente, com elementos A; B, C; e I, wis que A; = AT,
B, =B, C=C D;=D,ACBe CCD.O operador Z, p, sobre P}, dado pela seguinte
sucessde infinita de composigies

EA,B.C,D = (gAnBl A aA1_82 A UCI-DL) - (UA.-B. A aAi+l'Bi+l A UC.!Dz) '"
¢ chamado esqueleto por afinamento filivado de pardmetros A.. B.C ¢ D.

A Figura 9.40 apresenta uma aplicagiio do esqueleto por afinamento filtrado 3 imagem das letras.
Comparando este resultado com os das Figuras 9.36 e 9.38, cbservamos que este esqueleto homotdpico
¢ menos ruidoso do que vs outros esqueletos homotépicos apresentados, De fato, Jang ¢ Chin [JanChi90]
analisaram teoricamente o esqueleto por afinumento filtrado, com os parimetros fixados na Figura 9.40,
¢ provaram que €le € sempre formado de curvas simples,
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by |

Fig. 9.34 — Fechamento de buracos.

Definigdo 9.12 {esqueleto condicional por afinamento e exoesqueleto condicional por espessamen-
t0) — 8eja ¥ um elemento de P(%), os operadores X 437 € T 4@ sobre P(E), dados peia seguinte
sussegio infinita de composigdes

Zar =%y~ Oany -~ © T gy =Ts4p.y tany =

siio chamados, respectivamente, de esguelefo condicional (ou geodésicn) por afinamento e exoesgueleto
condicional (on geodésico) por espessamento de pardmetros A e B, dado Y. O

Umaaplicagdo usual do exoesqueleto condicional porespessamento homotépico é para a segmentagio
de objetes superpostos, um problema tipico em andlise de tmagens citoldgicas ou industriais. A Figura
9.41 lustra o efeito de separagdo de dois discos.

A aplicagfio simples do operador acima pode distorcer consideravelmente a curva de separagao dos
objetos. Um artificio que pode—se empregar para suavizar este efeito € aplicar este exoesqueleto sucessiva-
mente & i-ergsac da imagem original, com { tomando valores decrescentes de # até 1. A Figura 9,42 apre-
senta algumas iterag@es do espegamento condicional svave. E interessante comparar os resultados das
Figuras 9.41 e 9.42.
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X a2, a(X)
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Fig. 9.35 — Esqueletos por afinamento.
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Fig. 9.36 — Esqueleto por afimamento,

Definiciio 9.13 (erosio diltima) — O aperador primitive @ sobre P(E), dado pela seguinte composigio
er =, =\6,/1....E}3 - Vn.e;;leir

é chamadu de erosdo #ltima de parimetro B. ]

A Figura 9.43 apresenta a construgiio da erosio dltima.

Defini¢ao 9.14 (bissetor condicional de orden 1) — O operador primitivo £ sobre P(E), dado pela se-
guinte composigio

= i i+ 1

Bi=_V, e~ o
é chamado bissetor condicional de orden n e de pardmetro B. [}
A Figura 9.44 apresenta a construgiio do bissetor condicional.
Definigio 9.15 (esqueleto morfald gico} — O aperador primitivo o sobre PIE), dado pela seguinte com-
postgio

Ty = Vv &5 ~ Yatlp

i=40,1,...

& chamado esgueleto morfoldgico de pardmetro B. a
A Figura 9.45 apresenta a construgfio do esqueleto morfoldgico.

Os operadores de erosdo (ltima, hissetor condicional e esqueleto morfoldgico, ¢m muitos casos, sio
empregados para produzir marcadores yue identificam objetos superpostos. De fato, o bissetor condicio-
nal é um operador intermedidrio entre a erosao Gltima ¢ o esqueleto morfolGgico, dependendo da escolha
do parimetro 1 ¢le se aproxima mais de um ou de outro, Para n = 0, o bissetor condictonal serd o préprio
esqueleto morfelggica. Para valores de » acima de wm certo valor minimo, o bissetor condicional serd a
prépria erosfo ltima.
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Fig. 9.37 — Exoesquelstos por espessamento.
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Fig. 9.38 — Compaosigio de esqueletos por afinamento.

Exercicio 9.3 (Caixa de Ferramentas da MM) - Implemente os programas do nfvel 3 na forma de work-
spaces do sistema KHOROS, usando os “glyohs™ do médule “tools™ e dos niveis basico, I e 2 da “MMach
toolbox”. 0
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Fig. 9.39 - SKIZ.
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Fig. 9.40 - Esqueleto por afinamento filtrado.
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Fig. 9.42 — Espessamento condicional suave.
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Fig. 9.43 - Erosio dltima.
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Fig. 9.44 — Bissetor condicional.
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Fig. 9.45 - Esqueleto morfolégico.






Apéndice A

Caixa de ferramentas MMach

S0b um ponte de vista pratico, os opetadores da Morfologia Matemdtica sio ferramentas para extrair infor-
magies de imagens.

Usualmeate, um objetivo € quebrado em subobjetivos, que sdo atingidos por operadores. A compo-
sigiocorreta de operadores produz o aperador que atinge o objetivo desejado. Porexemplo, a fim de redu-
zit o efeito de histras em imagens do satélite SPOT, Banon e Bacrera localizaram os pixels que representa-
vam 25 istras e, entdo, interpolaram novos valores apenas para estes pixels [BanBar®9). Da mesma forma,
afim de segmentar imagetis microscépicas de células, Barrera conseguiu um marcador pasz cada célula
e regiies contendo grupos de células, antes de chegar a segmentagio da imagem [Rarrer91],

Assim, um bom sistemna para aphicagdes da Morfologia Matemtica deve ter duas caracteristicas princi-
pais: slgoritmos rdpidos para os operadores elementares e uma inteface adequada para a prototipagem
de navos operadoras,

O sisteraa KHOROS € um ambienie portivel para Andlise de Imagens que tem se tornado muito popu-
lar. Ele roda sobre padrdes existenies, tem uma linguagem de programayio visual para inerface com o
usudrio, & fomece forrmentas para a implementagiio e instalagio de novos programas. Um conjunte de
novos programas pode ser organizado como um subsistema, chamado “toolbox” ou caixa de ferramentas,

Uma vez gue o conjunto original de operadores morfolégicus disponfveis no KHOROS ndo era satis-
faitio, decidimos implementar uma “taolbox” dedicada a Andlise de Ymagens por Morfologia Matemdti-
ca [BaBal.o94].

Todas os exemplos de transformagio de imagens reais apresentados neste hvro foram gerados usando
os recursos do KHOROS ¢ da caixa de feriamentas MMach.

A.1l Sistema KHOROS

KHOROS [RaArSa90] € um ambiente projetado pata 2 pesquisa em Andlise de Imagens. Els foi criado
10 “Department of Eletrical and Computer Engincering” da "“University of New Mexico™, Alhuquerque,
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USA. ¢ tornou-se muito popular. De acordo com uma estatistica recente do grupe do KHOROS, ele tem
cerca de 10.000 usudrios ao redor do mundo, que recebem suporte e trocam informagdo por uma lista
cletronica mwito ativa.

Uma vez que 2 Andlise de Imagens abrange um amplo espectro de aplicagbes, ele foi projetado a partir
de uma ampla perspectiva, Por exemplo. eleinchi mecanismos para computagdo distribuida, visualizagio
interativa de muitos tipos de dados, e interfaces de usudrios adequadas,

Uma das caracteristicas mais poderosas do KHOROS ¢ a CANTATA, a sva interface de alto nfvel de
abstragio. CANTATA é uma linguagem grifica baseada em fluxo de dados que prové um ambiente de pro-
gramagiio visual para o sistema. Fluxo de dados € uma abordagem na qual o programa € descrito como
um grafo orientado, onde cada nd representa uma operagio (ou fungde) e cada arco rientado representa
um caminho sobre o qual as dados fluem. Um programa da CANTATA € também chamado um “work-
space”. A Figura 8.15 € um exemplo de um workspace.

KHOROS foi projetado para ser portdtil e extensivel. Ele roda sobre padrfes existentes (X Windows
& UNIX), incorpora ferramentas para desenvolvimento de sofiware € manutengiio (uma especificagfio de
interface de usudrio de alto nivel e um conjunto de geradores de cddigo), um formato flexivel de represen-
tagio de dados, ferramentas para exportar ¢ importar formatos de dados padedes, e uma bibliowea de algo-
ritmos.

Existem dois tipos de programas no sistema KHOROS: as vrotings € as xvrotings, A principal carac-
teristica das xvrotinas & que ¢las tem as suas proprias interfaces gréificas, enquanto as vrotinas nio ©m.

Os programas dos usudrios (vrotinas e xveotinas) podem ser organizados como subsistemas indepen-
dentes, chamados toolboxes, que podem ser facilmente integrados ao sistema, Usualmente, uma “toolbox”
de um usudrio & depositada em uma drea publica de um computador da “University of New Mexico™ epode
sex acessada pela comunidade de usudrios do KHORQOS, via ftp antmimo.

A.2 Arquitetura da caixa de ferramentas MiMach

Implementamos a Caixa de Ferramentas de Morfologia Matemndtica para imagens bindrias ¢ em niveis de
cinza como uma “toolbox” do sistema KHOROS, onde cada famflia de operadores morfolégicos € apre-
sentada como um submenu do menu principal da “toolbox”,

Seguindo a teoria da Morfologia Matemética, tedos os operadores sio construidos pela composi¢io
dos opetedores elementares e operagdes sobre reticulados completns.

As dilataghes e erosdes s3o ainda decompostas, respectivamente, em termos de dilatagdes e erosoes
primitivas.

Como os operadares clementares para imagens bindrias t8m propriedades adicionais do que os corre-
spondentes operadores paraimagens em niveis de cinza, algoritmos diferentes foram escolhidos para cada
caso.

A fim de simplificar o seu use, o sistema foi projetado para ser orientado pelo tipe do dado (imagem
em niveis da cinza ou bindria), isto &, ele escolhe autpmaticamente o algoritmo mais eficiente parao dado
de entrada corrente.

Todos os programas principais implementados sfo vrotinas do KHOROS. Operadores complexos po-
dem ser construidos coma programas na liguagem CANTATA ou C,, gue ugam, respectivamente, vrotinas
ou subronnas das primitivas disponiveis.
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A3 Conteitdo da caixa de ferramentas MMach

Fista “toolbox™ € composta por vinco grupos de programas: operadores e opetaghes do nivel bésico;
operadores do primeira. segundo e terceirg niveis; outras ferramentas (Tabela A1),

Tabela A.1 - CONTEUDO DA CAIXA DE FERRAMENTAS MMACH,

Nome inglés I Routine 1 Definigiio Nome inglés Routine | Definiciio
Basic image operations :and wansfonnations si-cond, dilation vnedil .10
infimum vinf px] n—cond. erosion vOCero 7.10
supremum vsup 22 n—opening viopen 25
nversion vioy 24 n—closing vaclose 95
Sabiraction vsubm 25 n-open/close vnocfilt 9.6
threshold vthreshad - a-close/open vnenfilt 946
togpie viogyle - a-opfelfop. wnocolilt 97
dilauon vilil 4,11 n-clfoprel. vncocfilt 9.7
erosion vETO 4.1t n~thinning vothin n9
First level mage transformations n-thickenng ynitheek 929
anti—dulation vadil 7.16 A~canonical VIRCanon 9.8
anli—grosjon vagro 716 n—cun, dual vicanond 9.8
gradient vgradm 9.1 center primitive VOCHIETp -
cond. dilation vedil 7.9 Third fevel image wansformauons
conil.erosion veero 7.9 open. hy rec. vopenrec T
opefng vopen 6.7 clos. by re¢. velusree 711
closing velose 6.7 center filter voenter 9.10
Sup-generating vsupgen 7.17 skel. by thin vskelthin o1
inf-generating vinfgen 7.17 exoskel. by thick. vskelthick ¢11
thinning vthin 92 cond. skel. by thin. veskelthin 912
thickaing vthick 92 cond. exoskel, by thick, | vegkelthick 912
cund. thinning velhin 9.3 momb, ckel. wekel 9.15
comnd. thickning vithick u3 {ast erosion viastero 9.13
Second level image (ansfommations ond, biseeiar whissct 914
n—lilation vhdil 9.4
A—LECSIOn VRETD S.4

As outras ferramentas sio: uma interface para a definigio de clementos estruturanies, rotagdo de ele-
menios estruturantes, comparagio entre duas imagens, desenho das fronteiras das imagens (linhas e colu-
nas extrémas),

Os subronjuntos que sie pardraetros dos aperadores morfoldgicas implementados sdo elementos es-
truturantss primitivos.
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Para cada programa da “toolbox”, existe um “help” ativo associado, que descreve o operador e sugere
um conjunto de parametros bem conhecidos que levam a extragdo de informages interessantes de ima-
gens.

A.4 Avaliacio de desempenho dos algoritmos

Os operadores primitivos de dilatagio e erosio foram implementados para ¢ caso de imagens em nfveis
de cinza e para o caso de imagens bindrias, respectivamente, por algoritmos que examinam a vizinhanga
local & por algoritmos baseados em wanslagdes de imagens compactadas em palavras de 32 bits,

A Tabela A.2 mostra a avaliagio de slgumas dilatagBes e eroses, no caso de imagens em niveis de
cinza ¢ bindrias,

O tempo gasto por cada operador, dado em milisegundos (ms), foi caleulado a partir do tempo gasto

por uma sequéncia de mil chamadas do operador. A maguina usada foi uma SUN SPARCstation~2 & 08
dados de entrada foram 256x256x1 {imagem bindria) ¢ 256x256x8 (imagem em niveis de cinza).

O ganho por executar uma dilatagio ov erosio por um algontmo dedicado £ aproximadamente entre
10¢ 12 vezes.

O desempenho destes algoritmos 530 equivalentes a aqusles dosalgoritmos rodando em hardwares es-
pecializadas constreidos com a tecnologia de 1986, isto €, 6ms e 70ms, respectivamente, para imagens
bindrias & em niveis de cinza [Bilode86).

Tabela A.2 — DESENPENHO DAS DILATACOES E EROSOES.

Elemeato estruty- Image bindria Imagem em niveis Ganho
Tante (ms) de cinza (ms)

11

1 6.0 697 11.6
aLy

113 6.0 625 10.4
oln

HH a3 447 99
ntp
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