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2 Algoritmos geométricos e relacionamentos topolégicos

Clodoveu A. Davis Jr.
Gilberto Ribeiro de Queiroz

2.1 Introducio

Este capitulo apresenta uma introducdo as principais técnicas e
algoritmos utilizados na implementacio das diversas funcdes de um
sistema de geréncia de bancos de dados espaciais (SGDBE), em especial
as operagdes sobre representacdes vetoriais (pontos, linhas e poligonos),
que estdo subjacentes a situagdes tipicas, tais como:

® Secle¢io por apontamento, em que um usudrio seleciona um
determinado objeto através da interface gréfica;

® Determinagido do relacionamento espacial entre dois objetos, tanto
para consultas quanto para o estabelecimento de restrigdes de
integridade espaciais no banco de dados;

® Criagdo de mapas de distancia (buffer zones) e solugio de problemas
de proximidade;

® Sobreposicio e aritmética de poligonos para operagdes de andlise
espacial.

Essas operagoes sdo alvo de estudo de uma drea da Ciéncia da
Computacio conhecida como Geometria Computacional (Preparata e
Shamos, 1985), que procura desenvolver e analisar algoritmos e
estruturas de dados para resolver problemas geométricos diversos. Neste
particular, tem um ponto importante de contato com a drea de projeto e
andlise de algoritmos, uma vez que também procura caracterizar a
dificuldade de problemas especificos, determinando a eficiéncia
computacional dos algoritmos e usando técnicas de andlise de
complexidade assintética (Knuth, 1973). Existe também uma
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preocupagio em desenvolver solucbes para problemas classicos de
geometria, construindo estruturas mais apropriadas para a representagio
geométrica robusta no ambiente computacional, que tem limitagoes
conhecidas quanto a precisio numérica e a capacidade de
armazenamento de dados (Schneider, 1997).

2.2 Defini¢des

Em um SGBDE, cada objeto vetorial é codificado usando um ou mais
pares de coordenadas, o que permite determinar sua localizagdo. Para
entender melhor a maneira como os SGBDE tratam a informacio
vetorial, sdo relacionadas a seguir algumas defini¢des fundamentais

(Davis Jr., 1997). Como na maioria dos SGBDE, as definicoes

consideram apenas duas dimensdes.
® Ponto: um ponto é um par ordenado (x, y) de coordenadas espaciais.

® Reta e segmento de reta: Sejam p, ¢ p, dois pontos distintos no plano. A
combinagdo linear a.p, +(1—a)p,, onde & é qualquer nimero
real, é uma reza no plano. Quando 0 < & <1, se tem um segmento de
reta no plano, que tem p; e p, como pontos extremos.

A definicio de reta e segmento € estritamente geométrica, € nos
interessa uma defini¢io mais aplicada. Assim, partimos para o conceito
de linha poligonal, que é composta por uma seqiiéncia de segmentos de
reta. O mais comum, no entanto, é definir a linha poligonal através da
seqiiéncia dos pontos extremos de seus segmentos, ou seja, seus vértices.

® Linha poligonal: Sejam v,,v,,...,v,; n pontos no plano. Sejam

Sg = VoVy, 8 =V\Vy,...,S, , =V, v, uma seqiéncia de n - 1
segmentos, conectando estes pontos. Estes segmentos formam uma
poligonal L se, e somente se, (1) a interse¢do de segmentos
consecutivos é apenas o ponto extremo compartilhado por eles (i.e.,

s, NS, =V.,,), (2) segmentos ndo consecutivos nio se interceptam

1> OU

(le,s;, Ns; = (0 paratodoi jtaisque j#i+1),e(3) vy #Vv
seja, a poligonal ndo é fechada.

Observe, na defini¢do da linha poligonal, a exclusdo da possibilidade
de auto-intersecdo. Os segmentos que compdem a poligonal s6 se tocam
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nos vértices. Formalmente, poligonais que ndo obedecem a este critério
sdo chamadas poligonais complexas. Estas poligonais podem criar
dificuldades na defini¢io da topologia e em operac¢des como a criagio de

bufters (vide Se¢ao 0).

® Poligono: Um poligono ¢ a regido do plano limitada por uma linha
poligonal fechada.

A defini¢do acima implica que, apenas invertendo a condi¢io (3) da
defini¢do de linha poligonal, temos um poligono. Assim, também aqui
nio é permitida a intersegio de segmentos fora dos vértices, e os
poligonos onde isto ocorre sio denominados poligonos complexos. Os
mesmos comentirios que foram feitos para poligonais valem para os
poligonos. Observe-se também que o poligono divide o plano em duas
regides: o interior, que convencionalmente inclui a fronteira (a poligonal
fechada) e o exterior.

Estas trés entidades geométricas basicas podem ser definidas em uma
linguagem de programacio usando tipos abstratos de dados. Essa
defini¢io inclui tipos abstratos para retingulos e para segmentos, que sao
bastante tteis nos testes preliminares de alguns algoritmos geométricos.
Nio foi definido um tipo abstrato especifico para poligonos, uma vez que
correspondem a poligonais em que o primeiro ¢ o Ultimo vértices
coincidem. Para as poligonais, foi incluida no tipo uma varidvel
Retangulo, para armazenar os limites do objeto segundo cada eixo'.

estrutura Ponto

inicio

inteiro x;
inteiro y;

fim;

estrutura Segmento

inicio

Ponto pl;
Ponto p2;

! Este retingulo é usualmente denominado retdngulo envolvente minimo (REM), e é o
menor retingulo com lados paralelos aos eixos que contém o objeto em questio.
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fim;
estrutura Reténgulo
inicio
inteiro x1;
inteiro yl;
inteiro x2;
inteiro y2;
fim;
estrutura Poligonal
inicio
inteiro numPontos;
Reténgulo retadnguloEnvolventeMinimo;
Ponto[] vertice;
fim;

Programa 2.1 — Tipos abstratos de dados para Ponto, Retdngulo e Poligonal.

2.3 Algoritmos basicos

Diversos problemas de geometria computacional utilizam resultados
basicos de problemas mais simples em sua solugdo. Alguns destes
resultados bdsicos vém da andlise geométrica do mais simples dos
poligonos, e o Ginico que sempre ¢ plano: o tridngulo.

2.3.1 Area de um tridngulo

A determinagido da drea de um tridngulo é uma das operagbes mais
bésicas empregadas por outros algoritmos. Ela é calculada como a
metade da 4rea de um paralelogramo (Figura 2.1) (Figueiredo e
Carvalho, 1991). O produto vetorial dos vetores A ¢ B determina a drea
(S) do paralelogramo com os lados A e B e, portanto, a drea do tridngulo
ABC (que corresponde a metade do paralelogramo) pode ser computada
a partir da seguinte equacio:

X, Y, 1

1 1
S=5% A 1z?%n—n%+n%—&x+%x—n&) 2.1)
XC yc
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a A b

Figura 2.1 — Area do tridngulo abc.

A Equagio 2.1 fornece outra informagio muito til para os algoritmos
de geometria computacional: a orientagdo dos trés pontos que formam o
tridngulo. Caso a drea seja negativa, os pontos a, b e ¢ encontram-se no
sentido hordrio; se positiva, os pontos encontram-se no sentido anti-
hordrio; e se for zero, indica que os trés pontos sio colineares (estdo

alinhados).

2.3.2 Coordenadas baricéntricas

Para determinar se um determinado ponto pertence ou nio a um
tridngulo, utiliza-se um método baseado em coordenadas baricéntricas
(Figueiredo e Carvalho, 1991). De acordo com esse método, cada ponto p

do plano pode ser escrito na forma p=A4,p, + A4 p, + 4,p;,onde 4, 4, ¢
A, sio ntimeros reais e A, + 4, + 4, =1. Os coeficientes 4, 4, e 4, sdo

denominados coordenadas baricéntricas de p em relagdo a p,, p, e p;.

Os valores de A,, 4, e A, podem ser obtidos usando a regra de Cramer,
e expressos em termos de dreas de tridngulos cujos vértices sao p, p,, p, €
p; Temos, portanto:

_ S(pp,ps)
A= S(p,P2p3)

_ S(p,pp3) _ S(p,p,p)

’ 22 - € -

S(p,p,ps) S(p,p,p3)

A anilise do sinal das coordenadas baricéntricas indica a regido do
plano em que se encontra p, em relacido ao tridAngulo p,p.p, (Figura 2.2).
Observe-se que, para isso, as dreas devem ser orientadas, ou seja, com
sinal.
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A,>0 ? H
A,<0 o/
Ay<0 ~ f A,;>0
- K A,<0
Te-al ' A0

- ! 23>0

Figura 2.2 — Sinais das coordenadas baricéntricas.

2.3.3 Interse¢ao de retingulos

Diversos algoritmos de geometria computacional se beneficiam de
estratégias de implementagio que procuram evitar, tanto quanto possivel,
o uso de procedimentos computacionalmente caros. Assim, os problemas
sdo geralmente resolvidos em duas etapas: uma em que a representagio
geométrica dos objetos envolvidos é simplificada, e outra, executada
apenas se necessario, em que a representagio completa é empregada.

O uso do retingulo envolvente minimo (REM) é uma dessas
estratégias. O REM ¢ o menor retingulo com lados paralelos aos eixos
coordenados que contém a geometria do objeto. Por exemplo, antes de
executar o algoritmo de determinagio da intersec¢do entre dois poligonos,
comparamos seus REM diretamente. Caso os REM tenham alguma
intersecdo, € possivel que os poligonos se interceptem, e portanto o
algoritmo completo precisa ser executado (Figura 2.3a); caso contririo, ¢
certo que ndo existe interse¢do entre os objetos, e portanto a solugio € o
conjunto vazio (Figura 2.3b).
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Figura 2.3 — (a) Interse¢do dos REMs (b) REMs disjuntos.

O programa 2.2 ilustra este teste.
funcdo intersegdoRetédngulos(Ponto A, Ponto B, Ponto C, Ponto
D): booleano
inicio
Ponto P, Ponto Q, Ponto Pl, Ponto Ql;
P.x = min(A.x, B.x);
P.y = min(A.y, B.y);
Q.x = max(A.x, B.x);
Q.y = max(A.y, B.y);
Pl.x = min(C.x, D.X);
Pl.y = min(C.y, D.y);
Ql.x = max(C.x, D.x);
Ql.y = max(C.y, D.y);
retorne ((Q.x >= Pl.x) e (Ql.x >= P.x) e
(Q.y >= Pl.y) e (Ql.y >= P.y));
fim.

Programa 2.2 — Interse¢do de retAngulos envolventes minimos.

2.3.4 Interse¢ao de dois segmentos de reta

Dados dois segmentos a e b, formados pelos pontos pp, e p;p, (Figura
2.4), respectivamente, deseja-se verificar se eles se interceptam. A solugio
consiste em testar se os pontos p; ¢ p, estao de lados opostos do segmento
formado por p;p, e também se p; e p, estdo de lados opostos do segmento
formado por pp,. Este problema se conecta com o problema da drea de
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tridngulo, pois, determinar se p; estd do lado oposto de p, em relagio ao
segmento p p,, consiste em avaliar o sinal da 4rea dos triAngulos formados
por p,p,p; € p,pps Se os sinais forem contrdrios, significa que os pontos
estdao de lados opostos. Se o mesmo for verdadeiro para os tridAngulos
PP € PP entdo, com certeza podemos afirmar que as retas que
passam pelos segmentos se interceptam em algum ponto, embora nio se
possa afirmar ainda que os segmentos tém intersecao.

p3 Segmento b |:)2
P
1 P4
Segmento a

Figura 2.4 — Segmentos que se interceptam.

Em Saalfeld (1987) é discutida uma forma de determinar o ponto de
interse¢do entre dois segmentos baseada na representagdo paramétrica
dos segmentos’. Dados dois segmentos formados pelos pontos p,p, € pp,,
respectivamente, € com p; = (x,, ), p, = (x5, y,), p3 = (x5, y3) e p, = (x,
y.), o ponto de interse¢io entre eles é dado por:

p,+ulp, - p,)=ps +v(p, - p;) (2.2)

Esta igualdade dad origem a um sistema com duas equagdes e duas
incognitas (u e v):

intersecao = xl +u(x2 _xl) ou xintersecao = x3 +z/(x4 _x3)

yintersecao :yl +Z/l(y2 _yl) ou yintersecao :y3 +Z/(y4 _yS)

Desenvolvendo o sistema temos:

(2.3)

2 A equagio paramétrica para um segmento de coordenadas p, e p, é dada por:
quag p g p P p
p=p + u(()pz - pll) ,onde se 0 <# <1 define um ponto localizado entre p, € p,.
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= = X)0 =y3) = (0 = ¥5)(x = X5)
(¥ = y3)(x, =) = (x, —x3)(y, = ¥)
o K2 = X)O = ¥3) = (9 = ¥ = X5)
(¥ =300, —x) = (x, = x3)(y, — )

Calculados os pardmetros u e v, podemos determinar o ponto de

(2.4)

(2.5)

interse¢ao:

ximersecao = 'xl +M(.X'2 - xl) ou xintersecao = .X'3 +V(X4 - X3)

2.6
yintersecao :yl+u(y2_yl) ou yintersecao :y3+V(y4_y3) ( )

As expressdes de u e v, respectivamente 2.4 e 2.5, possuem
interpretagdes importantes. Os denominadores sio os mesmos, e,
portanto, numa implementagdo computacional eles deverdo ser
calculados uma tinica vez. Se o denominador for zero, as duas linhas sio
paralelas. Se além do denominador os numeradores de ambos os
pardmetros também forem zero, entio as duas linhas sdo coincidentes.
Na verdade, as equagdes paramétricas aplicam-se a linhas e, portanto, s6
haverd interse¢do entre os dois segmentos em um ponto localizado sobre
ambos, o que significa valores de u e v ambos no intervalo [0,1].

2.3.5 Area de poligonos

A drea de um poligono pode ser calculada em tempo linear com relacdo
ao ntmero de vértices, usando um somatério simples, baseado na soma
de dreas de tridngulos formados entre cada par de vértices consecutivos e
a origem do sistema de coordenadas (O'Rourke, 1998):

i=n-—1

A(P) :%X Z(xi +2,)X (Y0 — ;) (2.7)

Observe que na expressio acima (Equagdo 2.7), quando se tem 7 = n
- 1, é necessario terx, = x, ¢y, = y,. Como no caso dos triAngulos, o sinal
da drea obtida de acordo com esta férmula indica a orientagio dos
vértices do poligono. Caso o resultado seja positivo, os vértices estao
ordenados no sentido anti-hordrio, e caso seja negativo os vértices
encontram-se no sentido horério.
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2.3.6 Centréide de um poligono

O centro de gravidade ou centro de massa, mais conhecido como centréide
de um poligono pode ser obtido a partir da sua divisdo em tridngulos,
calculando em seguida a média ponderada dos centros de gravidade dos
tridingulos usando suas dreas como peso. O centro de gravidade de cada
triAngulo é simplesmente a média das coordenadas de seus vértices, ou
seja, para um triAngulo ABC:

X, tXp+x +y. +

Embora este processo seja relativamente simples, pressupde-se a
implementa¢io de um algoritmo de triangulagio de poligonos. Os
centréides dos tridngulos sio combinados usando um processo de média
ponderada pela drea. Assim, o centr6ide de um poligono formado por
dois tridngulos T, e T,, cujos centréides sdo, respectivamente, (xg;, yg;) €
(G2 Y62) € 0 ponto (xg, y), onde
_ 26, 8(T)) + x6,5(T,) _ YarS(T}) +y,S(T)

ST)+S(T) 7 S(T)+S(Ty)

G

e o centréide do poligono pode ser determinado de maneira incremental,
adicionando um tridngulo e seu centréide por vez e calculando as
coordenadas do centréide do conjunto.

No entanto, existe uma solugdo mais simples e independente da
triangulacdo, ¢ que leva em conta triAngulos com 4reas positivas e
negativas, como no célculo da drea do poligono. O mesmo processo de
média ponderada pela 4drea pode ser usado, considerando todos os
tridngulos formados entre um ponto fixo, por exemplo (0, 0), e cada par
de vértices sucessivos, (v;, v, ).

Assim, temos que:
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1 n—1
A(P) = Ez (XY = Yiisr)
i=0
n—1
Z(xm ;)X (Y0 = Y,X0)
— =0

3A(P)

x (2.8)

C

n—l1

z()’m Y )XY 0 = Yixin)

=0

Ye 3AP)

O resultado pode ser facilmente implementado em um algoritmo com
complexidade O(n), que naturalmente pode fornecer ao mesmo tempo a
area do poligono. Mas apesar da simplicidade do processo, ndo existe
garantia de que o centréide serd um ponto pertencente ao poligono. Caso
seja necessario encontrar um ponto interno a um poligono simples dado,
pode-se utilizar o seguinte processo, que busca precisamente identificar
rapidamente uma diagonal do poligono (O'Rourke, 1998):

® identificar um vértice convexo v; (por exemplo, o vértice inferior mais
a direita)

® para cada outro vértice v; do poligono verificar:

® se v estiver dentro do tridngulo ¢, v, ,, entdo calcular a distincia v;

® armazenar ¢, em g se esta distincia for um novo minimo

® 2o final do processo, se algum ponto interior a v, v, for encontrado,
entdo o ponto médio do segmento gv; € interior ao poligono; senio,
entdo o ponto médio do segmento v, ,v;,, (ou mesmo o centréide do
tridngulo v, v, ;) é interior ao poligono.

Outras defini¢oes de centréide consideram que o mesmo se situa
“aproximadamente no centro do poligono” (Laurini e Thompson, 1992).
O centréide pode ser determinado por diversos processos, como o centro
do retdngulo envolvente minimo, o centro de um circulo inscrito ou
circunscrito ao poligono. Uma forma freqiientemente usada para
determinar um centréide consiste em simplesmente obter a média das
coordenadas x e y dos vértices (Figura 2.5).
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Figura 2.5 — Centréides calculados pela média (M) e como centro de
gravidade (G).

24  Ponto em poligono

Uma das operagoes mais comuns em um SIG € determinar se um ponto
estd no interior de um poligono. Um dos algoritmos mais populares para
solugdo deste problema é o teste do nimero de cruzamentos entre os
segmentos que formam a fronteira do poligono e uma semi-reta
(chamada de raio0), que parte do ponto testado em qualquer diregio
(Haines, 1994) (Taylor, 1994). Se o nimero de cruzamentos for par, o
ponto encontra-se fora do poligono; se for impar, encontra-se dentro. A
Figura 2.6 ilustra a idéia desse teste. Conforme pode ser observado, o raio
que parte do ponto O, que estd dentro do poligono, cruza os segmentos

da fronteira um ndmero impar de vezes (3 vezes).

\4

Figura 2.6 — Ponto em poligono.
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Apesar da aparente simplicidade desse algoritmo, a sua
implementa¢io deve considerar alguns casos particulares (casos

degenerados), como:
® asemi-reta passa por uma aresta do poligono (Figura 2.7a);
® asemi-reta passa por um vértice do poligono (Figura 2.7b);
® o ponto Q estd sobre a fronteira do poligono (Figura 2.7¢);
® o ponto Q coincide com um vértice do poligono (Figura 2.7d).
P P
5 : A
@ o
m
@

(©

Figura 2.7 — Ponto em poligono: casos degenerados.

Para estes casos, a solugio estd em adotar um critério para a contagem
de interse¢oes de modo que:
® se a reta passa por um vértice, a interse¢do deve ser considerada
apenas se for o vértice com maior ordenada do segmento, e ignorada
caso contrario;
® se a reta passa por um segmento do contorno do poligono, nenhuma
intersecao deve ser considerada;

® se o ponto Q pertence a um segmento do contorno (exceto pontos
extremos), considerar como uma intersecao.
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O caso em que Q coincide com um vértice pode ser tratado pelo
primeiro critério. O terceiro critério faz com que todos os pontos da
fronteira sejam considerados como pertencentes ao poligono.

Esse algoritmo possui complexidade linear em relagio ao ntimero de
vértices do poligono. Para uma andlise mais aprofundada do problema, o
leitor é convidado a ler os trabalhos de Huang e Shih (1997) e Haines
(1994).

2.5 Simplificacdo de poligonais

Muitas entidades do mundo real podem ser modeladas como linhas ou,
mais genericamente, poligonais’. Essas entidades sdo freqiientes em bases
de dados geogrificas, onde correspondem tipicamente a cerca de 80% do
volume de dados vetoriais (McMaster e Shea, 1992). Por isso, o problema
de simplificagdo de linhas € particularmente importante, sendo estudado
intensivamente desde os anos 60, quando ocorreram as primeiras
experiéncias com o uso de instrumentos de transcri¢io de mapas para o
computador, como a mesa digitalizadora.

No processo de digitalizacio de linhas, freqlientemente sio
introduzidos vértices em excesso, vértices que, se descartados, nio
provocariam uma altera¢do visual perceptivel na poligonal. Assim, um
primeiro objetivo para algoritmos de simplifica¢io de linhas é “limpar”
(significativamente, o verbo utilizado em inglés é weed, “capinar”) a
poligonal de pontos claramente desnecessarios, do ponto de vista de sua
visualizagdo (Weibel, 1995), mantendo a qualidade de sua aparéncia

grafica (Peucker, 1975) (Beard, 1991).

Outro objetivo é o de gerar uma nova versio da linha, mais adequada
para a representagdo do mesmo fendmeno geogrifico em outra escala,
menor que a original. Neste caso, estd sendo obtida uma generalizagio da
linha (McMaster, 1992). Em uma extensio deste enfoque, existe o
interesse em organizar os vértices da poligonal de tal forma que seja
possivel produzir, dinamicamente, versdes generalizadas adequadas para
uma escala definida no momento da visualizagio (van Oosterom, 1993)

* Deste ponto em diante, serd utilizado o termo poligonal, em lugar de simplesmente
linha, para evitar confusio com a defini¢io geométrica da linha reta (infinita).
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(van Oosterom e Schenkelaars, 1995), conseguindo portanto gerar
multiplas representagbes geométricas para o mesmo fenémeno sem
introduzir dados redundantes. No entanto, a utilizagio de métodos e
algoritmos desenvolvidos originalmente apenas pensando na redu¢io do
nimero de vértices da linha podem nio ser adequados para alcangar o
objetivo de generaliza¢do (Laurini e Thompson, 1992), em geral por ndo
conseguirem uma boa representagio geométrica’, e portanto devem ser
analisados cuidadosamente quanto a este aspecto.

Assim, o problema de simplificagdo de linhas consiste em obter uma
representagdo mais grosseira (formada por menos vértices, e portanto mais
compacta) de uma poligonal a partir de uma representagio mais refinada,
atendendo a alguma restricio de aproximagio entre as duas
representagdes. Essa restri¢io pode ser definida de varias maneiras (Li e
Openshaw, 1992), mas é em geral alguma medida da proximidade
geométrica entre as poligonais, tais como o méximo deslocamento
perpendicular permitido (Figura 2.8a) ou o minimo deslocamento
angular permitido (Figura 2.8b). Na Figura 2.8a, o vértice 2 serd
mantido, uma vez que a distincia entre ele e a reta que passa pelos
vértices 1 e 3 é superior a permitida. Na Figura 2.8b, o vértice 3 serd

eliminado, uma vez que o 4ngulo324 ¢é menor que o minimo tolerdvel.
Uma alternativa mais rara € a drea entre as poligonais (Figura 2.8¢), onde
se estabelece um limite para ao deslocamento de 4rea.

angulo m\'mmo{

(a) (b)

deslocamento de
4rea maximo

()

Figura 2.8 — Medidas de proximidade para simplificagdo de linhas.

* Para auxiliar na manutencio do aspecto natural da poligonal, existem enfoques que
integram algoritmos de simplificagdo com algoritmos de suavizacio.
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Dentre todas as medidas possiveis, a mais utilizada é a distincia
perpendicular. O conceito de banda de tolerdncia, apoiado no cdlculo de
distAncias perpendiculares, é utilizado em grande parte dos algoritmos de
simplificacio que serdo apresentados a seguir. Um problema
eventualmente abordado na literatura é a escolha do parimetro de
tolerdncia (€), e sua correlacgio com a escala da representagio
simplificada.

Um critério interessante para a determinagao da tolerancia é o que usa
o tamanho do menor objeto visivel em uma determinada escala (Li e
Openshaw, 1992). Este tamanho pode ser dado em termos de uma
distAncia medida no espaco de coordenadas do mapa plotado, ou seja, em
milimetros do papel, independente da escala utilizada. Assim, é definida
uma correspondéncia linear entre a escala e a tolerAncia adotada.

Grande parte dos algoritmos de simplificacio de poligonais necessita
realizar de maneira eficiente cdlculos de distdncia entre um ponto dado e
uma reta definida por outros dois pontos. A maneira mais interessante de
calcular essa distincia € utilizar o produto vetorial, conforme apresentado
na Secio 2.3.1, para determinar a drea S do tridingulo formado por um
ponto A e uma reta definida por outros dois (B e C), de acordo com a
equagio 2.1. Assim, a distdncia do ponto A a reta definida pelos pontos B
e C pode ser calculada como:

s
~ dist(B,C)

onde dist(B, C) é a distincia euclidiana entre os pontos B e C.

Embora existam muitos algoritmos de simplificagio de linhas,
envolvendo variados critérios de aproximagdo e estratégias de
processamento, um deles se destaca pela ampla aceitagdo. Foi proposto
em 1973 por Douglas e Peucker (1973), e é reconhecidamente o melhor
em termos de preservagio das caracteristicas da poligonal original

(Marino, 1979) (McMaster, 1987).

Procedimento Douglas-Peucker(linha, numvert, tol)
Procedimento DP(a, f, tol)
inicio
se ((f - a) == 1) entdo retorne;
maxd = 0;
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maxp = 0;
para i = a+l até f-1 faca
inicio

d = distdncia(linha[i], linha[a], linha[f]);
se d > maxd entéo

inicio
maxd = d;
maxp = 1ij;
fim se;
fim para;
se maxd > tol entéo
inicio

vértice maxp selecionado;
DP(a, maxp, tol);
DP(maxp, f, tol);
fim
seniao retorne;
fim;

inicio
vértice 1 selecionado;
vértice numvert selecionado;
DP(l, numvert, tol);

fim.

Programa 2.3 — Algoritmo Douglas-Peucker.

O algoritmo € recursivo, e a cada passo processa o intervalo de pontos
contido entre um vértice inicial (chamado de dncora) e um vértice final
(denominado flutuante). E estabelecido um corredor de largura igual ao
dobro da tolerincia, formando duas faixas paralelas ao segmento entre o
dncora e o flutuante (Figura 2.9b), como no algoritmo de Lang. A seguir,
sdo calculadas as distdncias de todos os pontos intermedidrios ao
segmento bdsico, ou seja, contidos entre o incora e o flutuante. Caso
nenhuma das distincias calculadas ultrapasse a tolerdncia, ou seja,
nenhum vértice fica fora do corredor, entio todos os vértices
intermedidrios sdo descartados. Caso alguma distincia seja maior que a
tolerincia, o vértice mais distante é preservado, e o algoritmo € reiniciado
em duas partes: entre o Ancora e o vértice mais distante (novo flutuante),
e entre o vértice mais distante (novo Ancora) e o flutuante. De acordo
com este processo, os pontos tidos como criticos para a geometria da
linha, a cada passo, s3ao mantidos, enquanto os demais sdo descartados.
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Figura 2.9 — Linha original, 29 vértices (a) e Douglas-Peucker, primeiro passo:
sele¢ao do vértice 15 (b).

Para a andlise deste algoritmo e dos préximos serd utilizada a
poligonal da Figura 2.9a, com 29 vértices. As figuras seguintes ilustram
melhor o comportamento do algoritmo Douglas-Peucker. Inicialmente,
sao calculadas as distincias dos vértices 2 a 28 até a reta definida pelos
vértices 1 e 29. O vértice mais distante nesta primeira iteragio € o 15, a
uma distdncia muito superior 2 tolerincia (Figura 2.9b). Assim, o vértice
15 é selecionado e o procedimento é chamado recursivamente duas vezes,
entre os vértices 1 e 15 e entre os vértices 15 e 29. Continuando pela
primeira chamada, o vértice mais distante da reta entre 1 e 15 é 0 9,
também a uma distdncia superior a tolerincia, e portanto ¢ selecionado
(Figura 2.10a). Duas novas chamadas recursivas sdo feitas, ¢ agora estdo
empilhados os intervalos 1-9, 9-15 e 15-29. No intervalo 1-9, temos
também que preservar o vértice 3, e portanto ficamos na pilha com os
intervalos 1-3, 3-9; 9-15 e 15-29 (Figura 2.10b). Analisando agora o
intervalo 1-3, verificamos que o vértice 2 pode ser dispensado (Figura
2.11a). Ao final, sdo preservados os vértices 1, 3, 4, 6,9, 15, 16, 17, 22, 24,
27 ¢ 29, ou seja, 41% do ntimero original de vértices (Figura 2.11b).
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Figura 2.10 — Douglas-Peucker, segundo passo: selegio do vértice 9 (a) e
Douglas-Peucker, terceiro passo: sele¢io do vértice 3 (b).

Figura 2.11 — Douglas-Peucker, passo 4: eliminacido do vértice 2 (a) e Douglas-
Peucker, final (b).

O resultado deste algoritmo ¢ aclamado pela literatura como sendo o
que mais respeita as caracteristicas (ou, como no titulo do artigo de
Douglas e Peucker, a “caricatura”) da linha cartogréfica (Marino, 1979).
Assim, este algoritmo veio a ser a escolha dos desenvolvedores de
software comercial na implementagio de fungdes de simplificagio de
linhas para processamento pés-digitalizagido (Li e Openshaw, 1992), ou
seja, para limpeza de vértices desnecessirios. O uso do algoritmo
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Douglas-Peucker em generalizac¢io, no entanto, é comprometido pelo
seu comportamento em situacoes de generalizagdo mais radical, ou seja,
com tolerincias maiores. Conforme a situagio, o algoritmo pode ser
levado a escolher vértices que terminam por deixar a linha com uma
aparéncia pouco natural, com tendéncia a apresentar “picos” (como no
exemplo da Figura 2.11, entre os vértices 17, 24 e 29), com angulos
agudos e mudangas bruscas de direcio.

(‘ﬁ

1%(/

tolerancia

Figura 2.12 — Douglas-Peucker, simplifica¢do radical.

Se a mesma linha da Figura 2.9a for processada novamente com uma
tolerncia, por exemplo, quatro vezes maior que a apresentada, seriam
preservados apenas os vértices 1, 9, 15, 17, 24 e 29, todos pertencentes a
solugao anterior (Figura 2.12). Portanto, o algoritmo de Douglas-Peucker
¢ hierdrquico, pois os pontos sdo sempre selecionados na mesma ordem,
e a tolerincia serve para determinar até que ponto o processamento deve
ser realizado.

Se a tolerincia for igual a zero, todos os vértices serdo eventualmente
selecionados. O armazenamento das subdivisdes nos permite representar



Simplificacdo de poligonais 63

a hierarquia dos vértices em uma &4rvore bindria (van Oosterom, 1993).
Em cada n6 desta drvore é representado um vértice selecionado, e é
armazenado o valor da distincia calculado por ocasido da selecao, que
corresponde ao valor maxd do algoritmo (Programa 2.3). Tendo sido
estabelecido um valor de tolerdncia, basta caminhar na 4rvore em
preordem para determinar quais vértices serdo selecionados. Quando um
né interno contiver um valor de distincia inferior a tolerancia, o vértice
correspondente e todos os descendentes poderdo ser eliminados, nio
sendo necessario continuar com o caminhamento. Observe-se, no
entanto, que a drvore bindria pode ser bastante desbalanceada, e
dificilmente serd completa, o que vird a dificultar o seu armazenamento
no banco de dados.

Figura 2.13 — Arvore binria formada a partir do exemplo da Figura 2.9 a.
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2.6 Interse¢ao de conjuntos de segmentos

O problema de se determinar os pontos de interse¢do entre um conjunto
de segmentos é um dos mais importantes no caso de um SIG que
trabalha com representagio vetorial. Isso porque opera¢oes como unido,
interse¢do, diferenga e as operagbes que avaliam o relacionamento
topolégico necessitam determinar esses pontos como uma das primeiras
etapas de seus processamentos, sendo esta a de maior consumo de
processamento. No que segue, sdo apresentados algoritmos para
resolugio deste problema.

2.6.1 Plane sweep

Shamos e Hoey (1976) apresentam um dos primeiros trabalhos
discutindo o problema de interse¢do entre objetos com base na andlise de
complexidade. Eles fornecem um algoritmo para um problema similar
que ¢ determinar se, em um conjunto de 7 segmentos, hd pelo menos um
par que se intercepte.

A 1déia para solugao desse problema vem da andlise de intervalos em
uma dimensdo. Considere-se que, em vez de n segmentos, tenha-se 7
intervalos entre ndmeros reais, do tipo [x;, xz], onde x, <x,. Uma

- . . . 2 . .
solugdo exaustiva seria analisar todos os 7 pares de intervalos existentes,
comparando-os sempre dois a dois, e interrompendo o processamento
assim que a primeira interse¢io fosse detectada.

No entanto, uma maneira mais eficiente de resolver o problema é
construir uma lista ordenada dos valores extremos dos intervalos,
tomando o cuidado de identificd-los como sendo L ou R, de acordo com
sua situagdo no intervalo. Assim, ndo haveri interse¢io alguma entre os
intervalos se e somente se a lista ordenada contiver uma seqiiéncia
alternada de Ls e Rs: LR L R ... L R L R. Em qualquer outra situagio,
pode-se afirmar que existe superposi¢io entre algum par de intervalos.
Esta solucido tem complexidade computacional da ordem de O(n log n),
uma vez que é dominada pela ordenagdo dos valores extremos.
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L R L R L R L R
@

S I ‘;

P P Py P & P Py PY

L L R R L R

Figura 2.14 — Verificagdo de interse¢do em intervalos na reta.

Em duas dimensoes, o problema torna-se um pouco mais complicado,
jd que ndo existe maneira de produzir uma ordenacio adequada para
segmentos no plano. A técnica empregada ¢é cldssica na geometria
computacional, e ¢ denominada de varredura do plano (plane sweep). Esta
técnica faz uso de duas estruturas de dados basicas, uma para registrar a
situacdo da linha de varredura (sweep line status), e a outra que registra
eventos ocorridos durante a varredura (event-point schedule).

A 1déia consiste em deslocar uma reta vertical pelo conjunto de
segmentos, buscando identificar inversdes na ordem em que esta reta
encontra dois segmentos quaisquer. Para implementar esta idéia, é
necessario definir uma nova relagio de comparagdo, da seguinte forma:
considere-se dois segmentos s, e 5, no plano, sendo que s; nio intercepta
s,. Diz-se que s, é compardvel a s, se, para alguma abscissa x, existe uma
linha vertical que intercepta tanto s, quanto s,. Assim, diz-se que s, estd
acima de s, em x se, naquela abscissa, a interse¢do da reta com s, estd
acima da intersecdo da reta com s,. Esta relacio é denotada como s, > _,.
Na Figura 2.15, temos as seguintes relagdes: s; >, 5,55, >, 5558, >, 553 &,
Z w555t Z w3550 Z 0w S
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~

v w

Figura 2.15 — Relacdo de ordenacio entre segmentos.

Com esta relagdo é construida uma ordenacio total dos segmentos,
que muda 2 medida em que a linha é deslocada da esquerda para a
direita. Nesse processo de varredura do plano, trés coisas podem ocorrer:

® o ponto extremo a esquerda de um segmento € encontrado; o
segmento é, portanto, inserido na ordenagio;

® o ponto extremo a direita de um segmento é encontrado; o segmento
é, portanto, retirado da ordenagao;

® um ponto de intersecio entre dois segmentos s; ¢ s, foi encontrado;
portanto, s, e s, trocam de posi¢ao na ordenacio.

Observe-se que, para que s; e 5, possam trocar de posi¢do, é necessario
que exista algum x para o qual s, e s, sdo consecutivos na ordenacio. O
algoritmo usa este fato, testando apenas elementos consecutivos, a
medida em que novos eventos vio sendo detectados conforme descrito
acima.

Portanto, é necessario operar duas estruturas de dados no processo. A
primeira (sweep line status) é a responsavel por manter a ordenagio das
interse¢oes dos segmentos com a linha de varredura, e é usualmente
implementada como um diciondrio ou como uma Aarvore red-black
(Cormen et al., 1990). As operagdes que o sweep line status deve suportar
sdo inser¢do (insere, complexidade O(log 7)), exclusio (exclui, também
O(log 7)), e duas fungdes para determinar qual segmento estd
imediatamente acima e imediatamente abaixo de um segmento dado na
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ordenagdo (acima e abaixo, O(1l)). A segunda estrutura de dados (even:-
point schedule) é responsavel por manter a seqiéncia das abscissas que
serdo analisadas pela linha de varredura, e é implementada como uma
fila de prioridades. Deve suportar as cldssicas operagdes de inclusio
(insere), retirada do elemento de mais alta prioridade (min) e uma
funcio que testa a presenca de um determinado elemento na estrutura
(membro), todas com complexidade O(log 7).

Inicialmente, as abscissas dos pontos extremos dos segmentos sdo
ordenadas e inseridas no event-point schedule. Em seguida, as abscissas
sdo retiradas a partir da menor, e sio realizadas as seguintes operacoes:

® Se a abscissa corresponder a um ponto extremo a esquerda de algum
segmento, inserir o segmento no sweep line status. Verificar se existem
intersegdes entre este segmento € 0s segmentos que estdo
imediatamente acima e abaixo dele na linha de varredura. Caso exista
interse¢do, a abscissa do ponto de interse¢do deve ser calculada e
inserida no event-point schedule, caso ja nao pertenga a ele.

® Se for um ponto extremo 2 direita, excluir o segmento do sweep line
status. Verificar se existem intersecdes entre os segmentos que estio
imediatamente acima e abaixo dele na linha de varredura. Caso exista
interse¢do (que estard necessariamente a direita do ponto extremo), a
abscissa do ponto de intersec¢ao deve ser calculada e inserida no event-
point schedule, caso ja nio pertenga a ele.

® Se for um ponto de interse¢do entre dois segmentos, trocar a posi¢ao
destes segmentos no sweep line status. Informar a existéncia de um
ponto de interse¢do e suas coordenadas.

O algoritmo possui complexidade sub-6tima, O(nlogn+klogn),
onde 4 é o nimero de interse¢des. Um dos motivos para que ele nio
atinja o limite inferior de nlogn+k € que os pontos de interse¢do sdo
reportados na ordem x, que € a ordem na qual eles sdo inseridos na fila
de eventos. A complexidade desse algoritmo depende ndo sé do nimero
de segmentos de entrada, mas também do ndmero de interse¢oes
reportadas. Esse algoritmo pertence a uma classe conhecida como
algoritmos sensiveis a saida, sendo apresentado originalmente por

Bentley e Ottmann (1979).
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2.6.2 Algoritmos de interse¢ao por particao do espaco

Andrews et al. (1994) e Andrews e Snoeyink (1995) apresentam uma
comparacio entre métodos advindos da Geometria Computacional, e
métodos desenvolvidos pela comunidade SIG (métodos pragmaticos)
para resolver esse problema. Os algoritmos testados por eles foram
agrupados em duas categorias: algoritmos por particio espacial e
algoritmos por ordenagio espacial.

Nos algoritmos da primeira classe, o espago é subdivido em regides, e
os segmentos sao atribuidos as regides interceptadas por cada um deles.
As interse¢des sdo computadas entre os segmentos de cada regido,
normalmente empregando um algoritmo de for¢a bruta. A idéia é a
aplicagdo de heuristicas que realizem filtros, diminuindo o nimero de
segmentos a serem testados.

Os algoritmos agrupados na segunda classe sio os baseados em
estratégias de Geometria Computacional, onde a preocupagio é com o
desenvolvimento de algoritmos onde a andlise de complexidade de pior
caso possua uma boa complexidade. O algoritmo do plane sweep pode ser
classificado nesta categoria.

Os testes realizados no trabalho deles mostram que embora os
algoritmos da primeira classe ndo garantam uma eficiéncia no pior caso
como os da Geometria Computacional, eles acabam tirando proveito da
caracteristica dos dados de um SIG: segmentos curtos, espagados, com
poucas intersegdes por segmento e uniformemente distribuidos no plano.
Dessa forma, eles acabam sendo mais eficientes (velozes) do que os da
segunda classe.

Outro trabalho que realiza testes semelhantes é apresentado por
Pullar (1990), onde é mostrado que uma técnica baseada no Fixed Grid,
também pertencente a categoria dos algoritmos por parti¢do, é bastante
competitiva em relagio aos algoritmos baseados no plane sweep, apesar da
complexidade de pior caso ser bem maior, O(1°).

Nos trabalhos de Akman et al. (1989), Franklin et al. (1988) e
Franklin et al. (1989) é apresentado um algoritmo baseado no fixed grid.
Dados dois conjuntos de segmentos, um vermelho e outro azul, os
segmentos da primeira linha sdo cobertos por uma grade retangular fixa
(fixed grid). Cada segmento vermelho € associado as células da grade por
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onde ele passa. Os pontos de intersecio sio determinados procurando
para cada segmento azul a lista de células por onde ele passa e entdo
utilizando um algoritmo de for¢a bruta esses pontos sio determinados.

Um dos pontos chaves desse algoritmo é a determinagio da resolugao
da grade. Ela pode ser determinada a partir da média do comprimento
dos segmentos. Franklin et al. (1988) mostram que utilizando-se de
pardmetros estatisticos, como a média do comprimento dos segmentos, a
grade se adapta bem aos dados de entrada.

2.7  Unido, intersecio e diferenca de poligonos

Operagdes sobre poligonos sio de fundamental importincia em SIG.
Através da deteccio e processamento da unido, interse¢do e diferenga de
poligonos, diversos tipos de operagdes, conhecidas como em conjunto
como polygon overlay, sao viabilizadas. Sdo operacdes fundamentais para
andlise espacial, usadas em situagdes em que € necessirio combinar ou
comparar dados colocados em camadas distintas. Por exemplo, considere-
se uma consulta como “identificar fazendas em que mais de 30% da drea
¢ de latossolo roxo”. Para executar esta anilise, é necessiario combinar
uma camada de objetos poligonais (os limites de propriedades rurais)
com outra (o mapa de tipos de solo), para obter uma nova camada, de
cujo conteddo podem ser selecionados diretamente os objetos que
atendem ao critério de andlise colocado.

Algumas vezes, o polygon overlay é definido como uma operagio
topoldgica, ou seja, que é executada sobre dados organizados em uma
estrutura de dados topolégica. As fungoes de processamento de poligonos
que serdo descritas a seguir sdo utilizadas em sistemas nio topolégicos,
ou em situagdes em que o processamento € feito de maneira isolada,
como na criagdo e uso de buffers (vide Se¢ao 0).

Para realizar operagdes sobre poligonos, € interessante aplicar um
passo preliminar de detec¢do rdpida da possibilidade interse¢do entre os
poligonos. Assim, se ndo for possivel que dois poligonos P e O tenham

interse¢do, entdo podemos concluir diretamente que PUQ = {P, Q} ,
PNQ=9J, P-Q=P ¢ Q—P=0.Uma maneira simples de testar
se dois poligonos tém ou nio interse¢do € usar inicialmente o teste de
interse¢ao dos retingulos envolventes minimos (Se¢io 0).
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No caso geral, operagdes de unido, interse¢ao ou diferenga entre dois
poligonos simples podem gerar diversos poligonos como resultado. Mais
ainda, os poligonos resultantes poderdo conter buracos. A Figura 2.16
contém exemplos de producio de multiplos poligonos e de poligonos

com buracos em operacdes de interse¢do, unido e diferenca.

-

faypua

Q-5

(c}P mQ

Figura 2.16 — Operacgoes sobre poligonos produzindo buracos e miltiplos

poligonos.

Apresentaremos aqui um método proposto por Margalit e Knott
(1989). Esse algoritmo ¢ sensivel a orientacao dos poligonos, e exige que
os vértices de ilhas sejam codificados em um sentido (por exemplo, anti-
hordrio) e os vértices de buracos sejam dispostos no sentido inverso
(horario). Isto coincide com a convengdo usada para calcular a 4rea de

poligonos, conforme apresentado na Se¢io 2.3.5.

Tabela 2.1 — Orientagio dos poligonos de acordo com a operagao

Poligonos

Operacoes

P

Q

P-Q




Unido, intersegdo e diferenga de poligonos 71

ilha ilha manter manter inverter inverter
ilha buraco inverter | inverter manter manter
buraco ilha inverter | inverter manter manter
buraco buraco manter manter inverter inverter

O algoritmo tem seis passos, que serdo descritos a seguir.

1. Normalizar a orienta¢ido dos poligonos de entrada P e O, e inverter a
orienta¢do de O dependendo do tipo de operagio e da natureza (ilha
ou buraco) dos dois poligonos de entrada, de acordo com a Tabela 2.1.

2. Classificar os vértices, verificando se cada um estd dentro, fora ou na

fronteira do outro poligono, usando o teste de ponto em poligono
(Secao 2.4). Inserir os vértices assim classificados em duas listas
circulares, PL. e QL, onde aparecerdo em seqiiéncia, de modo a definir
as arestas por adjacéncia.

3. Encontrar as intersegoes entre arestas dos dois poligonos, usando o teste

de interse¢io de 7 segmentos (Se¢do 0). Inserir os pontos de
interse¢do na posi¢do apropriada em PL e OL, classificando-os como
na fronteira. A partir deste ponto, teremos um conjunto de fragmentos
de arestas em lugar das arestas originais. E necessario cuidar do caso
especial de interse¢do ao longo de uma aresta comum, ou parte dela.
Neste caso, ambos os pontos extremos da aresta devem ser
classificados como na fronteira e inseridos nas listas.

Classificar os fragmentos de arestas (definidos pelos pares de vértices)
formados em PL e QL com relag¢do ao outro poligono, entre interior,
exterior ou na fronteira. Nao é necessario realizar novamente o teste de
ponto em poligono. Uma aresta pode ser considerada interior ao outro
poligono caso pelo menos um de seus vértices esteja classificado como
dentro. Da mesma forma, uma aresta pode ser classificada como
exterior ao outro poligono caso pelo menos um de seus vértices esteja
classificado como fora. Se ambos os vértices estiverem classificados
como na fronteira, entdo € necessario verificar a situagdo de um ponto
interno ao segmento (por exemplo, seu ponto médio). Se este ponto
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estiver fora do outro poligono, entio a aresta é classificada como
exterior. Se o ponto estiver dentro do outro poligono, entdo a aresta é

classificada como inzerior. Se o ponto estiver na fronteira, a aresta é
classificada como fronteira.

Arestas na fronteira constituem um caso degenerado, que requer
tratamento especial. Se existe um fragmento de aresta na fronteira de
P, entido necessariamente existe também um na fronteira de Q. Estes
fragmentos podem estar orientados na mesma dire¢do ou em direcdes
opostas. A implementacdo pode decidir o que fazer nestes casos, ou
seja, se interse¢des com dimensdo de segmento ou de ponto serdo ou
nio retornadas. Se as interse¢des como segmento forem retornadas,
serdo formadas por um ciclo de duas arestas sobrepostas, cada uma em
uma direcio. Interse¢io em um ponto serd retornada como um ciclo
de duas arestas, cada uma em uma dire¢do, ligando dois vértices
sobrepostos. Desta forma preserva-se a topologia do resultado (sempre
cadeia fechada de segmentos), mas em SIG é mais interessante
detectar estes casos e retornar objetos da dimensao adequada (no caso,
ponto)’.

5. Selecionar e organizar as arestas para formar os poligonos de resultado.
Este processo de sele¢io é baseado na combinagdo das duas listas em
uma, denominada RL, usando apenas as arestas que interessam para a
operagao, conforme definido na Tabela 2.2.

6. Construir os poligonos de resultado, selecionando uma aresta e, com
base em seu ponto final, procurar em RL sua continuagio, até fechar o
poligono. Repetir o processo, eliminando de RL a cada passo as
arestas utilizadas, até que RL fique vazia.

Os poligonos resultantes manterdo a orientacio adotada para ilhas e
buracos.

3 Para uma andlise mais completa, inclusive com as combinagées de hipéteses nos casos
de ilhas e buracos, vide (Margalit e Knott, 1989).



Mapas de distincia (buffer zones) 73

Tabela 2.2 — Tipos de arestas para sele¢io de acordo com o tipo de operagio ¢ os
tipos de poligonos de entrada

Poligonos Operagoes
PAQO PUO P-0 o-P
P Q P 0 P 0 P 0 P 0
ilha buraco | interior | interior | exterior | exterior | exterior | interior | interior | exterior
ilha buraco | exterior | interior | interior | exterior | interior | interior | exterior | exterior
buraco ilha interior | exterior | exterior | interior | exterior | exterior | interior | interior
buraco | buraco | exterior | exterior | interior | interior | interior | exterior | exterior | interior

2.8 Mapas de distiancia (buffer zones)

Outra opera¢do importante para um SIG € a construcio de mapas de
distAncia ou buffer zones, que sio dreas construidas ao redor de objetos
mantendo uma certa distAncia. A Figura 2.17 ilustra a idéia dessas
operagdes para pontos, linhas e poligonos respectivamente.

Figura 2.17 — Buffers elementares ao redor de ponto (a) e segmento (b).

A determinagdo do buffer ao redor de um ponto é feita de forma
direta, como uma circunferéncia de raio d (Figura 2.17a). O buffer ao
redor de uma linha é formada pela uniao de buffers elementares (Figura
2.17b) definidos para cada segmento da linha. Esses buffers elementares
sdo formados a partir de semicircunferéncias tracadas nas extremidades
dos segmentos (uma em cada extremidade). Utilizando o algoritmo de
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unido (Sec¢io 2.7) podemos combinar esses buffers até formar o resultado
final da linha (Figura 2.18a).

O buffer de poligonos (Figura 2.18b) é semelhante ao de linha, com a
diferenga de que é possivel gerar buffers negativos (voltados para o
interior do poligono).

Figura 2.18 — Buffer ao redor de linha (a) e poligono (b).

2.9 Relacionamentos topolégicos
A grande importincia da caracterizagdo dos relacionamentos topolégicos
entre estruturas vetoriais ¢ poder atribuir um contexto semintico aos
algoritmos geométricos. Para especifica-los, inicialmente definiremos as
geometrias vetoriais como elementos do R*, considerado como espago
topolégico. Assim, um ponto é simplesmente um elemento de R’. Uma
linha L. é um conjunto de pontos conectados. Uma 7/ha ou linha circular é
uma linha em que o ponto inicial € igual ao ponto final. A fronteira de L,
denotada por 8L, é o conjunto dos pontos inicial e final, caso L nio seja
uma ilha, ou o conjunto vazio, em caso contririo. O interior de L,
denotado por L°, é composto pelos demais pontos. Uma regido A é um
conjunto de pontos com um interior conectado, denotado por A°, uma
fronteira conectada, denotada por 8A, e um tnico exterior conectado,
denotado por A". Assim, as regides consideradas ndo tém “buracos”.

Os relacionamentos topolégicos podem ser definidos com base em um
modelo, chamado matriz de 4-interse¢oes (ver a Figura 2.19), que
considera oito relagbes topoldgicas bindrias, representando a interse¢do
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entre a fronteira e o interior de duas geometrias (Egenhofer e Franzosa,
1995).

Para definir relacionamentos topoldgicos entre geometrias com
estruturas mais complexas, como regides com ilhas e separagdes, é
necessario estender a matriz de 4-Interse¢es para também considerar o
exterior de uma geometria (Egenhofer e Herring, 1991). O novo modelo,
chamado de matriz de 9-Intersecoes (ver Figura 2.20), considera entdo o
resultado da interse¢io entre as fronteiras, interiores e exteriores de duas
geometrias. Maiores detalhes sobre relagdes topoldgicas entre regides com
ilhas podem ser encontrado em (Egenhofer et al., 1994).

oB B°
A|lg O Al O
A | O [%) A° | = =D
disjoint meet contains Covers
B B B B B B B B
A0 o oA [ﬁ@ ﬁraj Alo -2 A |2 -2
A OO A\ 22 Ao -2 A | @2
equal overlap inside Covered By

Figura 2.19 — Matriz de 4-Interse¢des para relacdes entre duas regides.

Fonte: (Egenhofer et al., 1994).
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B B B B B B B B° B JB B> B
aA{ 2 @ ﬁﬂ aAFQJ %) ﬁﬂ aA{ 2 @ ﬁﬂ AT & O

Al oo oA e o @A g || AP D
Alo-o -ol)alo-0-2)|Alo o w)|ALD T O
disjoint meet contains covers
oB B° B- oB B° B oB B° B- JB B° B
aAFQ o @J P I BA{ o2 @J aA[ﬁg -2 @}
Al @=0 o T Nl -0 Olrl o0 ©

Al o o - A =D - = ) i
A - =D - A\ =T =
equal overlap inside covered by

Figura 2.20 — Matriz de 9-Interse¢des para relagdes entre duas regides. Fonte:

(Egenhofer e Herring, 1991).

Nos modelos citados acima, os resultados das interseccoes sao
avaliados considerando os valores vazio ou nio-vazio. Ha virias situagoes
em que € necessdrio considerar as dimensdes das interse¢bes nio vazias.
Por exemplo, certo estado X s6 considera um outro estado Y como
vizinho se eles tém pelo menos uma aresta em comum. Neste caso, para
encontrar os vizinhos do estado X, ndo basta saber quais estados “tocam”

ou sdo “adjacentes” a ele, mas sim se o resultado da interse¢io entre eles é
uma aresta.

Para acomodar estas situagdes, novos modelos foram definidos,
levando em consideracdo as dimensoes dos resultados das interse¢oes ndo
vazias, como o modelo para relagées topologicas bindrias detalhadas
(Egenhofer, 1993), baseado na matriz de 4-interse¢des, e a matriz de 9-
Intersecoes estendida dimensionalmente (DE-9IM), baseada na matriz
de 9-intersecoes (Paiva, 1998).

Clementini et al. (1993) estenderam a abordagem da matriz de 4-
intersecoes de forma a incluir a informagio da dimensio da intersegio.
No espago bidimensional, a dimensao da intersecdo pode ser vazia, um
ponto, uma linha ou uma regido. Este modelo contempla assim um
conjunto de 52 relacionamentos topoldgicos, o que nido é conveniente do
ponto de vista do usudrio. Para equacionar este problema, os
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relacionamentos topolégicos foram agrupados em cinco mais gerais —

touch, in, cross, overlap, disjoint — que sdo sobrecarregados, ou seja, que

podem ser usados indistintamente para ponto, linha e regido. Estes

relacionamentos sdo definidos da seguinte forma:

touch:  aplica-se a pares de geometrias dos tipos regido/regido,
linha/linha, linha/regido, ponto/regido e ponto/linha:

(A touch, A,y & (A N4, =0)A
(@A NAL £0)v (A NIA #0)v (94 NI, #0))

n: aplica-se a pares de geometrias com qualquer combinagio de
tipos:
(A, in )y &AL 20AANL =0)A0CANA =0)

cross:  aplica-se a pares de geometrias dos tipos linha/linha e

linha/regido. No caso de linha/regido, temos:

(L,cross,R)y & (L’ "R* #0)A(L” "R #0)
No caso de linha/linha, temos:

(L,,cross,L,) < dim(L] N L)) =0

overlap: aplica-se a pares de geometrias dos tipos regido/regido e
linha/linha. No caso de regido/regido, temos:

(A, overlap,A,) <= (AL NA) #0) A (A N A, #0)
A(AT NA; #0)

No caso de linha/linha, temos:
(L, overlap,L,) < (dim(L; "L) =) A(L; "L, #0)
AL NL #0)

disjoint: aplica-se a pares de geometrias com qualquer combinacio de
tipos:

<ﬂ‘1’d’.5].0int’ﬂ'z> = (2‘10 ﬁﬂ; :0)/\(811 ﬁﬂ; =0)A
(A AL, =0) A @4 ML =0)
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2.10 Determinacio do relacionamento topolégico

Nesta se¢do apresentaremos um algoritmo simples para a determinagio
dos relacionamentos topolégicos entre dois poligonos (4 e B), segundo a
matriz de 9-Intersecoes (descrita na se¢do anterior). Ele utiliza uma
combinacio dos algoritmos geométricos apresentados anteriormente para
determinar as interse¢des entre interior, fronteira e exterior dos dois
poligonos. O algoritmo possui seis etapas, que estdo descritas a seguir e
sao 1lustradas na Figura 2.21.

1. Avaliar o relacionamento entre os REM dos poligonos A e B. Nessa
avaliagdo podemos empregar as estratégias apresentadas por
Clementini et al. (1994) que consiste basicamente no estabelecimento
de um mapeamento entre os relacionamentos topolégicos dos REMs
e das geometrias exatas. No caso, por exemplo, de dois poligonos 4 e
B que estejam sendo testados para ver se A contém B, podemos
rapidamente descartar essa possibilidade caso o REM de A nio
contenha o REM de B. Caso contrdrio vamos a préxima etapa;

2. Determinar os pontos de interse¢io entre os dois poligonos. Isso pode
ser feito utilizando algum dos algoritmos apresentados na Se¢ao 0.
Esta etapa nos informa se hd ou nio interse¢do entre as fronteiras dos
objetos.

3. Se ndo houve interse¢do na etapa anterior (etapa 2), entio devemos
testar qualquer ponto do poligono A, num teste de ponto em
poligono (Se¢io  2.4), com o poligono B, para determinar a
localizacdo de A em relagio a B. Este teste precisa ser feito também
com um ponto de B em rela¢io a A:

a. Se o ponto do poligono A estiver dentro de B entio A
encontra-se dentro de B (relacionamento nside).

b. Caso contririo, se o ponto de B estiver dentro de A entio A
contém B (relacionamento contains).

c. Caso contririo, os poligonos sdo disjuntos (relacionamento
disjoint).

4. Se houve interse¢do na etapa 2, devemos realizar a fragmentagio da
fronteira de A, em relacido aos pontos de intersecio.
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Depois, verificamos a localizacio de cada um dos fragmentos em

relagio ao poligono B. Podemos utilizar o teste de ponto em

poligono, tomando um ponto do fragmento que nio esteja na

extremidade.

Com base na localizagio dos fragmentos, as interse¢bes entre

fronteiras, interiores e exteriores podem ser inferidas:

5.

6.
a.
b.
C.
d.

Se houve fragmentos dentro e fora do poligono B entio os
dois poligonos se sobrepoe (relacionamento overlaps);

Se houve fragmentos somente dentro e na fronteira do
poligono B, entdo o poligono A ¢é coberto pelo poligono B

(covered by).

Se houve fragmentos somente fora e na fronteira do poligono
B, temos que decidir se os poligonos se tocam ou se A cobre
B. Isso pode ser feito fragmentando a fronteira do poligono B,
como na etapa 4 e testando a localizac¢io dos fragmentos de B
em relagdo a A (etapa 5). Se houver fragmentos dentro de A,
entdo A cobre B (relacionamento covers) senio A toca B
(relacionamento zouches).

Se todos os fragmentos encontram-se na fronteira de B, entdo
os poligonos sdo iguais (relacionamento equals).
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5 [ antersesao :>®:>
I

Frag.1 Frag.2

Localizagdo ] -
(Relaciio B) G {—1 |Fragmentagio

I

Frag. 1  Frag.2

] > OVERLAPS

(X0 Yo = @) (X0 1 Y- % @) o~ (X YO 2 )

Eta Dentro

Figura 2.21 — Determinacio do relacionamento topoldgico.
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