Capitulo 3

Operadores sobre subconjuntos

No capitulo anterior foram definidas varios mapeamentos, chamados de operac¢des, envolvendo subc
juntos ou funcdes binarias. Neste capitulo, vamos introduzir outros mapeamentos que chamaremos
operadores Estes mapeamentos generalizam as operac¢des unarias no sentido que, relativamente a
dado pontx deE, o resultado da transformacéao de um subconjunto ou de uma funcéo binaria vai depende
geralmente do subconjunto ou da funcao binaria como um todo. Isto é préprio de toda transformacao q
€ construida a partir de uma nocao de vizinhancga.

A Morfologia Matematica estuda a decomposicdo de operadores entre reticulados completos em te
mos de quatro classes de operadores: as dilatacfes, as erosoes, as anti—dilatagdes e as anti—erosdes
operadores, chamados de elementares ou primitivos, tém um papel fundamental porque a partir deles p
ser construido qualquer outro operador [BanBar91, BanBar93].

Modernamente os operadores elementares da Morfologia Matemética sao apresentados de forl
axiomatica e a partir dessa definicdo sao deduzidas as respectivas formas construtivas, chamadas carac
zacao dos operadores elementares, que permitem as implementa¢cées em computadores. Seguindo
tendéncia, neste capitulo, introduzimos os operadores elementares de forma axioméatica e apresental
a caracterizacao das dilatac6es. No Capitulo 5, deduziremos a caracterizacao das erosdes a partir da c:
terizacao das dilatagoes.

Na ultima parte deste capitulo, apresentamos formas de construcdo de um operador a partir de out
e estudamos propriedades que sao preservadas nestas construcoes.

3.1 Operadores

Daqui para frente, usaremos a representacao das imagens binarias por subconjuntos, isto é, a represent
tradicional, em Morfologia Matematica, para as imagens bindrias. Denotaremos simplesm@rde por
colagdoP(E), quando ndo houver divida sobre o conjihto

31



32 CAPITULO 3. OPERADORES SOBRE SUBCONJUNTOS

Defini¢cdo 3.1(operador) — Unoperadorsobre® é um mapeamento deem3. O

Com esta definicdo, a complementacao, definida no capitulo anterior, além de ser uma operacao € um
operador (degenerado).

O conjunto de todos os operadores s@hsera denotad®”. Um operador sobr# é denotado generi-
camente pela letra grega Temos entdgy € P7.

Um operador sobr@ transforma um subconjudem® em um subconjunt¥ em®. A Figura 3.1
mostra a representacdo de um operador, através um bloquinho com uma entrada e uma saida.

X Y = (X)

—w—

Fig. 3.1 — Um operador.

Nesta secdo, vamos apresentar algumas propriedades importantes que se aplicam aos operadores.
Definicdo 3.2(extensividade e anti—extensividade) — Um operagdsobred é
extensivese e somente se, para tddem?,

A C y(A), (extensividade

anti-extensivee e somente se, para tddem®®,

Y(A) C A (anti—extensividade
O

Definicdo 3.3(idempoténcias) — Um operadpisobre® é
idempotente de tipo du simplesmente@lempotentese e somente se, para tddem®,

v (A) = p(A), (idempoténcia de tipo Au simplesmentelempoténcin

idempotente de tipo & e somente se, para tddem?,

vy(A) = A (idempoténcia de tipo)2
O

O operador “limpezaA — () € um exemplo de operador idempotente de tipo 1.

A complementacad — A° definida no capitulo anterior € um exemplo de operador idempotente de
tipo 2, para todé& em®, temos

(A9° = A,
Definicdo 3.4(isotonia e antitonia) — Um operadpisobre® é
isotonico(ou crescentgse e somente se, para tdde B em?,

A CB = y(A) C y(B). (isotonig
antitdnico(ou decrescenfese e somente se, para tddle B em?,
A CB = y(B) C y(A). (antitonia)

O
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A complementacdo é um exemplo de operador antitdnico, paré teBemP, temos
ACB = B°CAC

A complementacéo € uniavolucaq isto €, ela é idempotente de tipo 2 e antitonica.

Vamos definir de maneira equivalentes as propriedades de isotonia e antitonia.

Seja% uma subcolecédo d& Denotaremos pap(%) a imagem déc através de, isto €,
Y®) ={yeP: IXE X, Y =yX)}

Proposicdo 3.1(definicées equivalentes de um operador isotdnico) —BejaP”. As trés proposicées
seguintes sao equivalentes:

(1) v é isotdnico;

(2) para todax C P, supp(®) C y(sSupb);

(3) para todax C P, y(infXk) C infy(K0). O

Prova ([HeiRon90, Lemma 2.1, p. 260]) — Vamos provar que (1) implica (2).

Y é isotbnico= VX C P, VX € %, ¢(X) C y(supk) (definicdo de isotonia ¥ C supo)
< VL C P, y(supb) |.s. dey(%) (definicbes de |.s. ¢(%))
< V% C P, supp(®) C y(Sugon). (definicdo de supremo)

Vamos provar que (2) implica (1).

V% C P, supp(6) C yp(SUpn)
= VA B € 9P, y(A) Uy(B) C w(AUB)
(propriedade de)

= VYA BE P, (B=AUB=y(A)Uy(B) C y(AUB))
(implicacgéo ldgica)

< VABe P, (B=AUB=y(A) Uy(B) C y(B))
(equivaléncia ldgica)

< VABe®P (B=AUB=y(A) C y(B))
(propriedade dé& e transitividade de”)

< VABeE P, (ACB=y(A) Cy(B))
(consisténcia de e C)

< 1 € isotbnico. (definicao de isotonia)
De uma maneira similar, prova—se que (1) e (3) sdo equivalentes. O

Proposicédo 3.2definices equivalentes de um operador antitonico) «SejaP?. As trés proposicées
seguintes sao equivalentes:

(1) y € antitbnico;
(2) para todax C P, y(su@b) C infy(X);
(3) para todax C P, supy(®) C y(infxp). O
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Prova — A prova é similar a da Proposicéo 3.1. O

3.2 DilatacOes, erosoes, anti—dilatacOes e anti—erosoes

Em seguinda vamos dar a definicdo de quatro classes (ou subconjuntos) fundamentais de operadores
Os operadores destas classes serdo chamanlpsrddores elementarda Morfologia Matematica. Usa-
mos esta terminologia porque a decomposic¢ao de qualquer operador pode ser feita em termos destes oper:
dores [BanBar93].

Definicdo 3.5(dilatacao, erosao, anti—dilatacdo e anti—erosao) — Um operaddred é
umadilatacdose e somente se, para tadaC P,
Y(Supt) = supp(%),
umaerosaose e somente se, para tadaC P,
Y(infXx) = infy(%0),
umaanti—dilatacdose e somente se, para tada_ P,
Y(supk) = infy(),
umaanti—erosacse e somente se, para tadaC P,
Y(infX) = supp(%N). O

O conjunto das dilatacdes é denotAdo das erosdds, o das anti—dilacéeA? e o das anti—erosdes
E2 Uma dilatagéo é denotada genericament® pema erosédo par, uma anti—dilatacdo p@®e uma
anti—erosao poe? Para um dado subconjurXpos subconjuntod(X), e(X), 04 X) e e3(X) chamam-se,
respectivamente, déilatacaqg erosaq anti—dilatacaoe anti—erosédo de X

Pela Definicdo 3.5, fazend® = @) e lembrando que s@p= 0 e inf) = E, temos, para toda dilatagcéo
0, erosda, anti—dilatacd@®? e anti—erosde? as igualdades Uteis abaixo

o(0) =0,
€(E) = E,
0¥0) = E,
eX{E) = 0.

Proposicao 3.3isotonia das dilatacdes e erosdes) — As dilatacdes e as erosdes sao isotdnicas.

Prova — As dilatacdes e as erosdes verificam, respectivamente, as proposicoes (2) e (3) da Proposi¢éo 3.1
0 que prova que elas sao isotonicas. O

Proposicao 3.4(antitonia das anti—dilatacoes e anti—erosdes) — As anti—dilatagdes e as anti—erosdes sao
antitdnicas. O

Prova — As anti—dilatacdes e as anti—erosdes verificam, respectivamente, as proposicoes (2) e (3) da Pro-
posicéo 3.2, 0 que prova que elas sédo antitbnicas. O

Pelas propriedades das operacfes de unido e intersecdo estendidas as familias de subconjuntos, pod
mos definir de uma maneira equivalente as dilatacdes e erosées. Um operaddrésobra dilatacéo
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se e somente se ele comuta com a unido, e uma erosao se e somente se ele comuta com a interseca
é,0 € A ee € E se e somente se, para toda famiig; £, em?,

U o) =o(lU X) e e([)X)= [ eX).
el el el

el
Pelas Proposicbes 3.1 e 3.3, para toda dilaiagaerosae, e para toda familiax(); c, em?,
(I X)C (o) e U eX) Ce(lU X).
el el el el

As quatro classes de operadores elementares $¢Bygpodem ser caracterizadas pelas funcoes de
E emP(E). Vamos, por enquanto, caracterizar apenas a classe das dilatacdes [Serra88, Proposition 2

p. 41]. Denotaremos o conjunto das funcdek éen P(E) por PE.
Proposicéo 3.5caracterizacéo das dilatacdes) — O mapeamenioeteF,
o+ a ,
ondea(3 € a funcéo dada por
a,(y) = o({y}) (yE€E)
€ uma bijecao. Seu inverso é
ar— aa )

onded, é a dilatacdo dada por

da) = U ay) (ve9). O
vey

Prova — Antes de tudo, temos que verificar gueé uma dilatacdo. Para todo= PE e C P,

Saisupy) = U aw) (definicio dedy)
y € supy
= U ay (propriedade da uni&o)
ye U Y
Y € q
= U U aly) (associatividade e idempoténcia da uniao)
Yeqyyey
= U sam (definicio dedy)
YE q
= supa(Y). (propriedade da uniao)

Vamos provar qué — a, € uma bijecdo. Em primeiro lugar, para ted& A eY € &,
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6aM = U a,m (definicgio ded,)
° vey
= U odw (definicdo dea,)
vyey
= J( U {y} (propriedade de dilatagc&o)
vey
= 0(Y), (representacdo dépor uma unido de singletons)

em outros termos, para todo= A, da, = 9. Isto prova que 0 mapeamemte-> a, € injetor.

Em segundo lugar, para todo= PFey € E,

aéa(y) = 0a({y}) (definicao deaé)
= U aw (definicdo dedy)
v € {y}
= a(y), (definicdo de singleton)

em outros termos, para todae PF, a, = a.lIstoprovaqueo mapeamente> ay € sobrejetor e conse-
a
guentemente é uma bijecao. O

A Proposicéo 3.5 mostra que existe uma correspondéncia um por urh efitfe As funcdescom
valores nas partes @ecaracterizam sem ambiguidade as dilatagcdes. A Figura 3.2 ilustra este resultado.
A funcéoa, € chamada deincéo estruturante da dilatac@o

g)E

Fig. 3.2 — Bijeg&o entre as dilatagbes e as fun¢des estruturantes.

A Figura 3.3 mostra quatro modos de representar uma dilatacéo por um bloquinho. Em (a) e (d) faze-
mos uma referéncia explicita a dilatacdo. Em (b) e (c) a dilatacao é caracterizada pela sua fungéo estrutu
rante. Para um dado subconjuMto subconjunt@ ,;(X) chama—sédilatacdo de X pela fungéo estrutu-
rante a
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X Y = 6(X)

(@)

X Y = 6,X)

(€)

37

dil

Y = §(X)

(b)

0a

Y = 04(X)

(d)

Fig. 3.3 — Quatro modos de representar uma dilatacao.

Podemos caracterizar de uma maneira analoga as erosoes, anti—dilatacdes e anti—erosdes por fun

estruturantes. Nestes casos, para um dado subcoxjmstsubconjuntoss(X), 02,(X) ee®;(X) chamam-—
se, respectivamenterosaq anti—dilatacaoe anti—erosédo de X pela funcao estruturantéaaracteri-

zacao das erosdes sera apresentada no proximo capitulo.

3.3 Operacoes sobre operadores

Os operadores podem ser combinados de duas maneiras muito Uteis para produzir novos operadores. |
primeira maneira, ditparalela consiste em usar as operacdes de unido e intersecao entre subconjunto:

Definicdo 3.6(uniéo e intersecao entre operadores) — Sgjasny, dois operadores sobje

A unido dos operadoreg; ey, € 0 operador sobf® denotaday, V v, e dado por

W1 V P)(X) = P (X) Uy (X) (X E P).

A operacéo denido entre dois operadoredenotadav, € o mapeamento dado por

(W1,¥0) =Yy V Y,

A intersecéo dos operadores, ey, € 0 operador sobf® denotaday, A v, e dado por

W1 A P)(X) = P (X) Ny(X) (X E P).

A operacédo dintersecao entre dois operadoreenotadan , € 0 mapeamento dado por

(W1,¥) =Yy A Yo

A Figura 3.4 ilustra a construcdo da unido e intersecao de dois operadores, através de bloquinhos

O

Sejay um operador sobr@ O complemento do operadgr € o operador sobf® denotado~ y e

dado por
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Y VY, Y1 NP,
— /1 = V1
X Y X Y
— ) = Y2
Y = (1 V ¥,)(X) Y = (1 A p)(X)

Fig. 3.4 — Unido e intersecéo de operadores.

(= )X) =~pX) (X&E D).
A operacdo deomplementacdo de um operaddenotada—, € o mapeamento dado por
Y=~

O conjunto {°?, v, A, ~) dos operadores solfeprovido das operacées de uniéigintersecaon
e complementacde- forma uma algebra de Boole (por heranca da algebra de Boole dos subconjuntos).

As operacdes de unido e intersecdo entre dois operadores estendem—se para familias de operadore
Seja {y;) uma familia de operadores soBreom indices erh

A unido da familia de operadores é o operador sobe denotado \/ v; e definido por
i €1

(Vv = U wX Xe).
el el
O mapeamentayf) — \/ ;€ aoperag&o dmido entre os elementos de uma familia de operadores
i €1
Da mesma maneirajrtersecéo da familia de operadongsé o operador sobfe denotado /\ v

el
e definido por

(A X = N wiX) XED).
el el

O mapeamentay) — /\ ;€ aoperacéo detersecdo entre os elementos de uma familia de opera-
i€l

dores

A comparacdao entre certos operadores se faz em termos de uma relacao construida a partir da definica
da relacadoC entre subconjuntos.
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O operadory, € menor que o operadqr,, denota—s@, < v,, Se e somente se, para todem®,
P1(X) C p,(X), isto &,

Y1 = P (1(X) T y(X) (X E P)).
Arelacao< entre operadores € chamadasdiecdo“menor qué Esta relacéo é obtida por ordenacao
puntual.

Sejar o operador identidadeisto é,
(X) =X (XegP).

Pela a definicdo da relacdo “menor que” entre operadores, um opgradnitensivo se e somente
se: < Yy e anti—extensivo se e somente/se .

Arelacdo< entre operadores é uma relacdo de ordem e o conjbfife<() dos operadores sokife
provido da relacacs forma um conjunto parcialmente ordenado. Este conjunto provido das operagdes

de unido e intersecédo estendidas as familias de operadores forma também um reticulado completo (|
heranca do reticulado dos subconjuntos, como aconteceu com as func¢des binarias). Em outros termos, |

todo conjunto de indicds estas operacdes verificam, para toda famjlja {, de operadores sobge
V wi=supl; e A y;=inf¥,
el el
ondeW, é a imagem deatraves a familiay();<,, isto &,
¥ ={pe??: Aely =y
O conjunto parcialmente ordenad®”( <) possue um maior elemento, quX é> E, e um menor
elemento, que & — 0.

Proposicao 3.6sub—reticulados dos operadores extensivos e anti—extensivos) — O conjunto dos oper:

dores extensivos (resp. anti—extensivos) ésulm-reticulado completde @7, <), isto é, a unido e a
intersecdo de qualquer familia de operadores extensivos (resp. anti—extensivos) séo operadores extens
(resp. anti—extensivos). O

Prova — Seja ¢;);, uma familia de operadores extensivos e ggjam operador desta familia, entéo,
para todoA € P,

A CyuAN (hipotese)
c Uw® (propriedade da uni&o)
i €1
=(V »®), (definicdo da unigo erd?)
=

isto é, \/ v; é extensivo.
i€l

Seja {4;);<, uma familia de operadores extensivos. Para fodo® ei € I,
A C yi(A). (hipdtese)
Assim, para tod®& € P,
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AC -©|wi(A) (propriedade da intersecéo)
|
=( /e\| V)(A), (definicdo da intersecéo eft)
|
isto &, /e\| Y; € extensivo.
|
A prova relativa a anti—extensividade é similar a da extensividade. O

Em particular, sey, e y, sdo dois operadores extensivos (resp. anti—extensivos)entaa, e
Y1 N Y, SA0 extensivos (resp. anti—extensivos).

Proposicao 3.7(sub—reticulados dos operadores isotonicos e antitdnicos) — O conjunto dos operadores

isotdnicos (resp. antitdnicos) é um sub—reticulado complet®8ie<t), isto &, a unido e a intersecéo de
gualquer familia de operadores isotdnicos (resp. antitbnicos) sao operadores isotbnicos (resp. antitdnicos).
O

Prova — Ver a prova em [Mather88, p. 122; HeiRon90, Proposition 2.2 (ii), p. 260]. O

Em particular, sg, ey, sao dois operadores isotonicos (resp. antitbnicos) ¢nt&oy, ey, A ¥,
séo isotdnicos (resp. antitdnicos).
O caso dos operadores elementares € mais complicado porquiétesnam sub—reticulados com-

pletos de @7, <). Todavia, isto, longe de ser um inconveniente, d& uma chance para a decomposicao dos
operadores entre reticulados em termos de operadores elementares [BanBar93].

Vamos relembrar duas proposi¢des importantes da teoria dos reticulados.

Proposicao 3.8 condi¢cbes suficientes para ter um reticulado completo) — $gja )(um conjunto
parcialmente ordenado. Se, para t&gla@ £, o supremo d&s existir entdo £, <) € um reticulado com-
pleto e

inf® = su@y,, onde I = {YE L: Yeli deX}.
Se, para todés C £, o infimo de¥ existir entdo £, <) € um reticulado completo e
sugb = inffy;, onde fo; = {YE £: Yeéls. dex}. O

Prova — Vamos provar no caso da existéncia de um supremo. Em primeiro lugar, patadodl@ todo
Aed

A=sufdy = (VXE L, Xeéls. ddy = A< X) (propriedade do supremo)
= (VX E %, Xéls. ddy = A < X) (% C 4)
= VXe X A< X ( X éls. ddy e verdade para toddem %)
< Aéli. de%. (definicdo de L.i.)

Isto &, sup € l.i. de%. Entéo, pela definicdo de limitante inferior e a transitividadesd@ara todo
BCLeA €L temosA’ < sufy, = A’ é Li. dex.

Em segundo lugar, paratodoC £ e A’ € 4,
A éli.del < A’ € Jq (definicéo dedq)
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= A’ < suf. (propriedade do supremo)
Isto €, para todéc C £ e A" € £, temosA’ é Li. deX = A’ =< sufy.

Assim, para todds C £ e A’ € £, temosA’ € Li. deX < A’ =< sufy. Isto €, pela definicdo de
infimo, para toddc C £, temos inf6 = su@,.. O que prova a existéncia do infimo a partir da existéncia
do supremo.

No caso da existéncia de um infimo, a prova é similar [Birkho67, Theorem 3, p. 112]. O

Definicdo 3.7(subconjunto sup—fechado e inf—-fechado) — Um subconjgidsum reticulado completo
(£, =) ésup—fechadse e somente se para tadaC B, o supremo des (emd), supds, pertence &.
i)

Ele éinf-fechadose e somente se para talaC B, o infimo deX (em4), igf %, pertence 8. O

Em outros termos, um subconjurdiode um reticulado completd.{ <) é sup—fechado (resp. inf—
fechada) se e somente se a operacdo de unido (resp. interse¢ao) extendida a familiasgabiechada
ema®.

A segunda parte da proxima proposicao € o Teorema 6, p. 7 em [Birkho67].

Proposicao 3.9condigcao suficiente para um subconjunto de um reticulado completo ser um reticulado
completo) — Sejad(, <) um reticulado completo e sefaum subconjunto dé. Se® é sup—fechado
entdo, para todec C B,

Supds = supx,
L B

e B, <) é um reticulado completo.
Se® é inf-fechado entdo, para to@ibC B,

inf6 = inf %,
i) P
e B, <) é um reticulado completo. O

Prova — Vamos provar no caso do subconjusiiteer sup—fechado. De um lado, para téta B e
A eB,

supb € B supdb € |.s. de&s emB
i) i)
e = e (propriedade do supremo)
supl < A’ supl < A’
i) i)
= A’ él.s. d&b em®. (transitividade)

Isto é, para todéc C B e A’ € B,

(supB € B) = (supl < A’ = A’ él.s. delt emB).
L L

De outro lado, paratodtt C B e A’ € B,
A éls. desemPB = A’ éls. detemd (B C L)
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= supk < A. (propriedade do supremo)
i)

Entdo necessariamente, para tééll B e A’ € B,

(sup € B) = (A’ él.s. debemP = supb < A').
i) i)

Em outros termos, para tode C B,

(supB € B) = (supl < A’ = A’ él.s. det emPB).
i) i)

< supX = supd. (definicdo de supremo)
i) B

Isto prova que s@ € sup—fechado entdo o supremo de qualquer subconjubtexiste, e, pela Propo-
sicdo 3.838 é um reticulado completo.

No caso do subconjun®® ser inf-fechado, a prova € similar. O

Proposicao 3.1(Qpropriedades dos operadores elementares) — O subconjdamdilatacoegesp.E
das eros6esA? das anti—dilatacdes E? das anti—erosdes) é um subconjunto sup—fechado (resp. inf—
fechado, inf-fechado e sup—fechado)dtie O

Prova ([Serra88, p. 18; HeiRon90, Prop. 2.3]) — Vamos provar no caso do subcaxpaxalilatacoes.
Paratodd¥ C Ae% C P,

(supP)(supn) = ( V V) (Supb) (propriedade da unigo e@”)

YpyeEW

= U y(sums) (definicéo da unido er®?)
pyEeEW

= U sup(®) (y é dilatag&o)
YpyeEW

- U U v (propriedade da unido et)
YEWXED

= U U Y(X) (comutatividades das unides)
XELyY EW

- U (V v (definigdo da unido er®?)
XEL peEW

= U (supP)(X) (propriedade da unido et”)
X E %

= sup(suf)(%). (propriedade da unido et)

Isto prova que sip € A e, consequentemente, ghe sup—fechado.
No caso dé&E, A?e E2 a prova é similar. O
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Exercicio 3.1(propriedade das anti—dilatacdes) — Prove que as anti—dilata¢cdes formam um subconjunt
inf-fechado dep?. O

Pelas Proposicdes 3.9 e 3.10, o conjunttas dilatacde@esp.E das erosdedd?das anti—dilatacées
e E2das anti—erosdes) provido da relacdo de ordeénumreticulado completoEm particular, no caso
das dilatacdes, para todd6 C A, temos

sup®W = Supy e infw < infw,
PP A A PP

Aplicando as fungbes deem%P(E), 0s mesmos mecanismos de constru¢ao usados para prover 0s oper
adores sobr@® das operacdes de unido, intersecédo e complementacéo, e de uma relacdo de ordem con
tente com a unido e intersecéo, obtemos a algebra de BY&E)E,(V, A, ~) e o reticulado completo
(P(E)E, <).

Proposicao 3.11(isomorfismo de reticulados) — O reticulafla@las dilatagdes o reticulado das funcdes

deE em®P(E), sdo isomorfos. Em outros termés;> a, € um isomorfismo de reticulado, istadé:> a,

€ uma bijecéo e para todg e 0, emA,

01<0, = a; =a . (isotonia dupla)
O

Prova — Fazendo a hipotese gde < J,, para todoy € E,

aél(y) = 0,({y}) (definicao deaé)
C o({y}) (hipétese)
= aéz(y), (definicao deaé)

o b S < -
isto €,0, < 0, = a; =a .

Fazendo a hipétese qae < a, , para todoy € P,
1 2

04(Y) = U ay (y) (caracterizacéo da dilatacéo)
yey "t
- U ay (y) (hipbtese e propriedade da uniéo)
yey "z
= 0,(Y), (caracterizacéo da dilatac&o)
isto é,a(31 =a; = 01 < 0o. O

Proposi¢éo 3.1 propriedade da unido e intersecdo de dilatacdes) —&pja, ma familia de dila-
tacOes sobré e seja §;); <, a familia das respectivas fung¢des estrutrantes, ia;o=éa6_ paratoda € I.

Entao
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0 0 O
i/e\l 8 i/e\| !
Prova — Em relacéo a unido,
) Va- Osupt, (propriedade da unido ef(E)F)
i€l
= SUPA, (consequéncia da Proposicao 3.11)
A
= SUpA, (Proposicdes 3.9 e 3.10)
g)i]‘
=V 9. (propriedade da uni&o eft’)
i €

Em relacdo a intersecéo,

5 Aa = Sint, (propriedade da intersecéo e¥E)F)
i€l
= iZfA| (consequéncia da Proposigéo 3.11)
< infA, (A C 9P
g)i]‘
= 0j . (propriedade da intersecéo &)
i€l
O

Em particular, a unido de duas dialatagdes coincida com a dilatagéo que tem como funcgéo estruturante
a unido das funcdes estruturantes. A intersecao de duas dilatac6es € maior que a dilatacdo que tem corr
funcdo estruturante a intersecao das funcdes estruturantes. Em outros termos,
5alva2=61V52 e 5a1/\a2S51/\52.
A Proposicédo 3.12 indica um caminho para a decomposi¢ao de uma didegatéErmo de uma unido
de dilatacdes menores. Sefa){c, umaparticdo de Eisto é, E;);<, € uma colegdo de subconjuntos de

Etais queE = U EieEiNE; = (), paratoda = j. Seja &;);<, a familia de fun¢des deemP(E) dada
i €1

por

as(y) sey € E
ay) = { VASHS)

0
Por construgéa, = '\e/| a; . Entdo, pela Proposi¢do 3.12= '\e/| Sa.
| |
Sejama, e a, as fungdes dE em P(E) mapeando os pontos e X, deE (pontos marquados com
bolinhas pretas) nos subconjuntos da Figura 3.5 (pontos nas areas cinzas). A Figura 3.6 mostra os subcor
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juntos mapeados pay V a,ea; A a,Nnos pontox,; eX,. A Figura 3.7 mostra os subconjuntos transfor-
mados do subconjuntx{, x,} pelas dilatagcdeds, V da, €9, v 5,- Conforme a teoria estes subconjuntos
sdo iguais. A Figura 3.8 mostra os subconjuntos transformados do subcorjuxjppelas dilatagdes
Oa, A Oa, €04 pa, Conforme a teoria estes subconjuntos podem néo ser iguais.

ST .
ﬁﬁfxieﬁalf(xfl)ﬁ - ﬁﬁfxzfeﬁalﬁ(xfz)f -
Iffxieﬁazf(xfl)ﬁ o Iffxzfeﬁazﬁ(xfz)f -

Fig. 3.5 — Especificagédo das func¢des estruturantes.

X1 € @ vV ay)(xy) X, € @1 V ay)(X)
X1 € @ A ay)(Xy) X € @ A ay)(X)

Fig. 3.6 — Unido e intersecéo das funcdes estruturantes.

Uma segunda maneira de combinar operadoresatjteenciabuserial, consiste em ligar a saida de
um operador com a entrada do outro.
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B, V 3.,)(X)

— il

92,(X)

Fig. 3.7 — Uniao de dilatagdes.

Definicdo 3.8(composi¢do de operadores) — Sejaey, dois operadores solifeO compostdoupro-
duto) do operadony, pelo operadony, & o operador sobf® denotaday i, e dado por

W 1)(X) = Y1(¥(X)) X E P).
A composicdo de um operador por um oudro mapeamento dado por

W19 — Y1y, . O
A Figura 3.9 ilustra a composicao de um operador por um outro, através de bloquinhos.
Pela Definicao 3.3, um operadpré idempotende de tipo 1 se e somente se

Yy =1,
e € idempotente de tipo 2 se e somente se
Yy = 1.

Exercicio 3.2(associatividade da composi¢éo) — Mostre que a composicao é associativa, isto €, para todo
operadonyq, y, €, sobreP,

Y1(W3) = W y)vs . O
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Proposicéo 3.13propriedades do composto) — Sejgme y, dois operadores sobfe O operador

Y1y, composto do operadgr; pelo operadoy, tem as propriedades dadas nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3.
O

Tabela 3.1 — EXTENSIVIDADE/ANTI-EXTENSIVIDADE DO COMPOSTO.

Y, € extensivo Y, € anti—ext.

¥, é extensivo | .y, é extensivo -

¥, € anti—ext. - Y, € anti—ext.

Tabela 3.2 — ISOTONIA/ANTONIA DO COMPOSTO.

Y, é isotone ¥, é antitone

¥, é isotone Y, é isotone Y, é antitone

¥, € antitone Y, é antitone Y, é isotone

Tabela 3.3 — CLASSE DO COMPOSTO.

Y, é dilatagdo Y, é erosdo |y, é anti-dilatacdp 1, é anti-erosdo
v, é dilatacdo | y.p, é dilatagédo - - Y, é anti-eros.
¥, é erosao - Y, € erosdo Y, é anti—dil. -
¥, é anti—-dilatacap vy, é anti—dil. - - Y, € erosdo
¥, é anti—eroséo - Y, é anti-eros.| .y, é dilatagédo -

Exercicio 3.3(propriedades da composicdo) — Prove que o composto de uma anti—dilatacdo por um
anti—erosao € uma erosao. O

Finalmente, as maneiras paralela e sequencial de combinar os operadores podem ser combinada

Proposicéo 3.14unido e intersegdo versus composicéo) — Para todo opgradbre? e toda familia
(i), de operadores sobfe

(V weo=Vve e (N\wvwo= A v
el el el el
se¢ € uma dilatacao,
o(V v) =V oy
el el

se¢ € uma erosao,
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o( N\ w)= /N ovi
el el
se¢ € uma anti—dilatacao,

o(\V v) = i/e\lqﬁ/}i;

el

se¢ € uma anti—erosao,

o( N\ v) = i\e/lrpwi- 0

el
(0a, N 32,)(X)

92,(X)

Fig. 3.8 — Intersecéo de dilatacoes.

Prova — Para todo operadgrsobre®, toda familia 9;);<, de operadores sobfee X € P,

((i\e/l PiP)(X) = (i\e/l ¥i)(@(X)) (definicdo da composicao)

= U vilp(X) (definig&o da unigo er®?)
i€l
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= U i) (X) (definicdo da composicao)
i €1
= (V vip)X). (definicéo da unido erd?)
i€l

A prova relativa a intersecao é similar a relativa a unido. As outras igualdades sédo consequéncia dire
das definicdes dos operadores elementares. O

Yy,

X Y = Ww)(X)

Fig. 3.9 — Composicao de operadores.

Proposicéo 3.15relacéo de ordem versus composi¢éo) — Para todo opexagloe v, sobred,
Y1 =Yy = P19 = PP,
seg € isotdnico,

Y1 =Yy = QY1 = PYy;
se¢ € antitbnico,

Y1 =Yy = QY = oYy, O
Exercicio 3.4(relacdo de ordem versus composi¢ao) — Prove a primeria e segunda implicacao do enul
ciado da Proposicao 3.15. O

Observamos que a composic¢ao de dois operadores elementam@qesteomutativa. Por exemplo,
sejamx ey dois pontos dé& e sejama; e a, duas fungdes tomando 0s seguintes valorex en.

a)(x) = {x}, ay(y) = {x} e ay(X) = {y}. Entéo,050a,({x}) = {y} € 04,0a,({X}) = {X}. Isto &, neste
€as0,0a0a, # 0a0a,.



