Capitulo 2

Algebra e imagens binarias

Em Analise de Imagens, os objetos mais simples que manipulamos séo as imagens binarias. Estas imag
sdo representadas matematicamente por subconjuntos ou, de maneira equivalente, por fun¢des binal
Nos seus primordios, a Morfologia Matematica era usada para estudar o relacionamento entre os me
porosos e sua permeabilidade [Mather67, Serra82]. Neste caso, 0s objetos considerados eram os gr
gue eram representados matematicamente por subconjuntos do espaco Euclidiano de 2 ou 3 dimens

Neste capitulo, apresentamos as duas estruturas matematicas apropriadas para descrever as ima
binarias e suas operacdes: a algebra de Boole e o reticulado completo. Para falar da equivaléncia entr:
subconjuntos e as fun¢des binarias, apresentamos também a nocéo de isomorfismo.

As nocdes de reticulado completo e isomorfismo, apresentadas neste capitulo, serdo usadas tamt
para descrever outros conjuntos de interesse nos proximos capitulos.

2.1 Subconjuntos versus funcdes binarias

Nesta secdo, vamos mostrar a equivaléncia entre subconjuntos e funcdes binarias.

SejaE um conjunto ndo vazio. Um elemento genéric& dedenotada. Temos entdx € E. Um
subconjunto d& é denotado genericamente PoA colecdo de todos os subconjuntosEdedenotada
P(E). Temos entaX € P(E).

Definicdo 2.1(funcédo binaria) — Umtuncao binariadefinida sobr& é um mapeamento &em {0, 1},
isto é, paradadaelemento d& a funcao binaria toma udmicovalor 0 ou 1. O

Uma funcédo binaridefinida emE é denotada genericamente por
f: E— {01}

O conjunto de todas as funcdes binarias definidds @atenotado {0, 15. Temos entéd € {0, 1} E.
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Denota—se pof (xX) o elemento de {0, 1} associado ao poxtteE através dé. O conhecimento de
f(x), para todox emE, define sem ambiguidade a fungajue passe entdo a ser denotada

f: x—=1(x).

Ografico de uma funcé® o conjunto de todos os pared (X)). O grafico de uma funcddndica qual
€ o valor tomado pdem cada pontodeE. A Figura 2.1 mostra o grafico de uma funcéo birfgaticu-

] par g 0)

7] parg, 1)

Fig. 2.1 — Gréfico de uma funcao binaria.

lar. Nesta figura, os elementosklestao representados por pontos pretos, os pafge§tao representa-
dos em cinza e os pares X) em branco.

Ao nos referirmos ao grafico de uma funcao usaremos, quando ndo houver inconveniéncia, simples-
mente a palavra funcao a qual ele é equivalente.

A fim de estabelecermos formalmente a equivaléncia entre as noc¢des de funcao binaria e de subcon-
junto, precisamos definir as no¢des de suporte de uma funcao e de fungéo indicadora de um subconjunto

O suporte da funcéio € {0, 1} F, denotado suport®( é o subconjunto de dado por
suportef) = {x € E: f(x) = 0}.
A funcéo indicadora de um subconjunto=X®(E), denotaddly, é a fungdo de em{0, 1} dada por

1 sexe X
1(X) = . (xeE).
0 caso contrario

A Figura 2.2 mostra um exemplo de um subconjdhfoonjunto dos pontos pretos na area cinza) e
de uma funcéo binarfaNeste exemplo, a funcao binafrigoincide com a funcao indicadoraxie, por
sua vezX coincide com o suporte die

Proposicéo 2.1(relac&o entre subconjuntos e funcées binarias) — O mapeamehtB)dem {0, 1}F
X1y
€ uma bijecao, seu inverso é

f — suportef). O
Prova — Em primeiro lugar, para todbem P(E) ex emE, temos
X € suportely) < 1x(x) = 0 (definicdo de suporte)
< 1(x) =1 (propriedade das funcdes em {01}

<X E X, (definicdo de funcéo indicadora)



em outros termos, para tod@mP(E), suportely) = X. Isto prova que o mapeamete- 1y é injetor.

Em segundo lugar, para totlem {0, 1}* ex emE, temos

Lsuportep(X) = 1< x € suportef) (definicéo de funcéo indicadora)
<>f(x) =0 (definicdo de suporte)
= f(x) = 1, (propriedade das funcdes binarias)

isto €, 15, norten®) = F(X),

em outros termos, para totlem {0, 1}, 1 = f. Isto prova que o mapeameite- 1, é sobrejetor
Y suportef) X

e, consequentemente, uma bijecao. O
/\
X X = 1y 1y
suportef) f — suportef) f
\_/

Fig. 2.2 — Fungéo indicadora e suporte.

A Proposicdo 2.1 mostra que existe uma correspondéncia um por urgt@tee{0, 1}E. A Figura
2.3 ilustra este resultado.

Umaimagem em preto e branoaimagem binarialefinida numaradeE, formada por seteemen-
tos de imagemupixelsé, entdo, convenientemente representada tanto por um subconjbrfoatdo
por uma fungéo binaria deem {0, 1}.

No caso de uma representacdo por um subconjunto, a imagem bindria € assimilada ao su¥conjunt
dos elementos deE que representampmsicaodos pixeldrancos Por abuso de linguagem, o subcon-
junto X é entdo chamado de imagem.

No caso de uma representacdo por uma funcao binaria a imagem € assimilada a funcéddidharia
em {0, 1}, que toma o valor 0 nos elementaeE que representampmsicaodos pixelgpretose o valor
1 nos elementasdeE que representampmsicaodos pixeldrancos Por abuso de linguagem, a funcéo
binariaf €, entdo, chamada de imagem e paraxaoE, o par & f(x)) € chamado dpixel da imagem
f, X é aposicdo do pixeef(x) é sewalor.

O subconjuntX e a fungéo binarida Figura 2.2 sao representacdes matematicas equivalentes da
imagem binaria mostada na Figura 2.4.
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P(E) {0,1}F

f — suportef)

\_/

Fig. 2.3 — Bijec&o entre os subconjuntos e as funcdes binarias.

Do ponto de visto computacional, a representacao por um subconjunto € realizada através de uma lista
deposi¢cbex cujos ponteiros ndo tém nenhum significado particular, enquanto a representacao por uma
funcdo binaria é realizada através de uma listalbgesf(x) cujo ponteiro tem o significado gesicao
X.

Dependendo da proporgéo de pixels brancos na imagem, pode—se preferir uma representagéo ou outre
A representacao por subconjuntos é conveniente para imagens cuja proporcao de pixels brancos é baixe
enquanto a representacao por fungdes binarias é conveniente para imagens possuidindo uma proporca
arbitraria de pixels brancos.

Fig. 2.4 — Imagem binaria.

2.2 Algebras de Boole dos subconjuntos e das funcées binarias

As operac¢des sobre as imagens binarias sao aquelas que derivam das operacdes usuais sobre subconjun
(ou funcgBes binarias). Com estas operacdes, as imagens tém uma estrutura de Algebra de Boole.

A colecado?P(E) de todos os subconjuntos Berovida das operagdes habituais de unido, intersecao
de subconjuntos e complementacéo de subconjunto formégehaa de Booldenotada®(E), U, N, - ©).
Em outros termos, estas operagdes verificam os axiomas abaixo [BirLan65, p. 258].
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Para todo subconjun#s, B e C em P(E),

AUA=A e ANA=A (idempoténcia
AUB =BUA e ANB =BnNA (comutatividadi
(AUB)UC = Au(BUC) e @AnB)nC = An(BNC) (associatividade
AU(ANB) = A e An(AUB) = A (absorcag
AU(BNC) = (AUB)N(AUC) e AN(BUC) = (AnNB)U(ANC)

(distributividadg

existem dois subconjuntdse 1 em P(E) tais que

AUO=0UA=A e ANl=1nA=A (identidad@
AN0O=0NnA=0 e AUl=1UA=1 (lei dos nulo¥
AUA = AUA®=1 e A°NA=ANA°=0. (complementaridade

Os elemento$ e 1 chamados delementos nulosu neutrossao, respectivamente, os elemeifftes
E de P(E).

As operacfes de unidov(), intersecdo () e complementacdo~) entre funcdes binarias sdo
construidas a partir das definicdes de unidd {ntersecao () e complementacao<) entre os elemen-
tos de {0, 1}, dadas nas Tabelas 2.1 e 2.2.

Tabela 2.1 — DEFINICAO DE UNIAO E INTERSECAO.

a b avb anb
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 1 1

Tabela 2.2 — DEFINICAO DE COMPLEMENTACAO.

a ~a

1

Defini¢cdo 2.2(unido entre duas fung¢des binarias) — Sefam f, duas fungbes binarias definidas Em
A unido das fung¢es binariag & f, € a fun¢éo binaria definada éindenotadaf; v f, e dada por

(fL vV 1)) = £, Vv f,(0) (x € E).
A operacéo denido entre duas fun¢des binarjatenotadav, € o mapeamento dado por
(f,f)) =T v s O
A Figura 2.6 mostra a uniafy v f, das funcded, e f, da Figura 2.5.

A Figura 2.7 ilustra, através de um bloquinho, a operacgéo de unido entre duas func¢des binarias e o res
tado obtido em termos de imagens binarias.
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Fig. 2.5 — Duas fungdes binarias.

Fig. 2.6 — Uni&o de duas fun¢des binarias.

Defini¢éo 2.3(interse¢do entre duas func¢des binarias) — Séjaenf, duas fungbes binarias definidas
emE. A intersecdo das fung6es binarigsff, € a funcéo binaria definada &denotad&; A f, e dada
por
(f, AT = £,00 A fo(0) (x € B).
A operacédo dintersecao entre duas funcdes binaridenotadan , € o mapeamento dado por
(f,f) =Ty Ao O
A Figura 2.8 mostra a interse¢dp A f, das funcded, e f, da Figura 2.5.

A Figura 2.9 ilustra, através de um bloquinho, a operacédo de intersecao entre duas fungcdes binarias
e o resultado obtido em termos de imagens binérias.

Defini¢cdo 2.4(complementagéo de uma fungéo binéaria) — $ejaa funcéo binaria definida ea O
complemento da funcéo binéarig fa funcdo binaria definada éindenotada—~ f e dada por

(=D =~f(x) (xEB).
A operacdo deomplementacéo de funcao binaréenotada—, € o mapeamento dado por
frs~f. O
A Figura 2.10 mostra o complementof da funcaof da Figura 2.1.

A Figura 2.11 ilustra, através de um bloquinho, a operacao de complementacao de uma funcao binaria
e o resultado obtido em termos de imagens binérias.
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Fig. 2.7 — Operacao de unido entre duas fungdes binarias.

Fig. 2.8 — Intersecdo de duas funcdes binarias.

Proposicéo 2.2éalgebra de Boole das funcdes binarias) — O conjunto f0da} funcées binarias pro-
vido das opera¢cfes de unido, intersecdo e complementacdo forma uma éalgebra de Boole, denot:
({0,1}E v, A, ~). O

Prova — O conjunto {0, 1} provido das operacdes de unido, intersecédo e complementacao, definidas n:
Tabelas 2.1 e 2.2, € uma algebra de Boole, onde 0 e 1 sdo os elementos nulos. Pelo Teorema de Huntin
[Birkho67, p. 44], basta verificar que para t@d ec em {0, 1},

arnb=~((~2a)V(~Dh)
avb=Dbva
avbbvec=(@vb)vec
(@nb)v(@an(~hb)=a
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Assim, todos os axiomas da algebra de Boole séo verificados pelos elementos de {0, 1}. Pelas Defi-
nicdes 2.2 — 2.4, os axiomas da algebra de Boole sdo também, por heranca, verificados pelos elemento

de {0, 1}F.
Os elementos nulos de ({0,8}v, A, ~) sdo as fungde8: x+—>0el: x+— 1.

|
i }
LAt
i ) |
1,

Fig. 2.9 — Operacao de interse¢do entre duas funcdes binarias.

Fig. 2.10 — Complemento de uma fungéo binaria.

O

Proposicao 2.3isomorfismo entre algebras de Boole) — A algebra de Boole dos subconjuBtesade
algebra de Boole das funcgdes binéarias definidagesdo isomorfas. Em outros termos> 1, € um

isomorfismo entre algebras de Boole, ist&Xé;> 1 € uma bijec&o e para todoe B em P(E),

lag =14V 1g

O

Prova — Pela Proposi¢éo 2.X,— 1y é uma bijecdo. Basta, entéo, verificar as 3 igualdades do enunciado.

O
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Fig. 2.11 — Operacéo de complementacdo de uma fungéo binaria.

Exercicio 2.1(prova da Proposicao 2.3) — Usando as defini¢cdes de funcao indicadora, e das operacdes
e V, prove a primeira igualdade do enunciado da Proposicéo 2.3. O

Como consequéncia da Proposicdo 2.3, temos também que, para gosio {0, 1)F,
suportef v g) = suportef) U suporteq)
suportef A g) = suportef) N suporteq)
suportet~ f) = (suportef))©.

A Proposicao 2.3 indica que as operacdes de unido, intersecdo e complementagcao podem ser efeitus
indiferentemente no dominio dos subconjuntos ou das fun¢des binarias.

Combinando a operacgéo de intersecéo e a de complementacao, define—se a subtracao habitual e
subconjuntos. A diferenca entre os subconjuAte deE, denotadaA — B, é o subconjunté n B.

Define—se também uma subtracdo equivalente entre duas funcdes binarias ém {0, 1}

Defini¢cdo 2.5(subtracéo entre duas fungdes binarias) — Séjani, duas fung¢des binarias definidas em
E. A diferenga das funcdes binariase f,, € a fungdo binaria definada &ndenotada; ~ f, e dada por

fi~f,=f A (~f.
A operacéo dsubtracdo entre duas funcdes binaridenotada—, € o mapeamento dado por
(f,f) =1 ~f,. O
A Figura 2.12 mostra a diferenga ~ f; entre as fungdes$, e f; da Figura 2.5.

A Figura 2.13 ilustra, através bloquinhos, a operacao de subtracéo entre duas funcdes binarias e o re:
tado obtido em termos de imagens binarias.

Exercicio 2.2(equivaléncia entre a subtracdo entre subconjuntos e a subtracdo entre funcoe
binarias) — Usando as definicdes dee ~, e a Proposicdo 2.3, mostre que, para tod@® em P(E),

A subtracédo entre duas imagens binarias € Gtil para comparar duas imagens como sera visto na Se
2.4,
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Fig. 2.12 — Diferenga entre duas fungoes.

Fig. 2.13 — Operacéao de subtracédo entre duas fun¢des binarias.

2.3 Extensao das operacOes de uniao e intersecao

As operacdes de unido e intersecdo entre dois subconjuntos estendem—se para familias de subconjur
tos.

Sejal um conjunto, cujos elementos serdo chamadawditese serdo representados genericamente
pori. Seja A);<, ou simplesmenteA{), quando n&o houver davida sobre o conjunto de indices, uma

familia de elementos dB(E) com indices erh Uma familia A;) € um mapeamento dem P(E).

A unido da familia dos subconjuntos éo subconjunto dé denotadoU A, e definido por
i €1

J A ={xeE: Jiel xeA}
i€l
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Sel for vazio entdol_J A = 0.
i €

O mapeamentadX)) — U A, é a operacao dmido entre os elementos de uma familia de subconjun-
i €1

tos

Da mesma maneira,itersecdo da familia dos subconjuntgstA subconjunto de denotadoﬂ A
i€l

e definido por

(A ={x€EE:Viel, xeA}
iel

Sel for vazio, entdo( ) A = E.
il

O mapeamentaX() — ﬂ A, é a operacao detersecao entre os elementos de uma familia de sub-
i€l

conjuntos

As operacdes de unido e intersecdo de duas fungdes binarias estendem—-se da mesma forma |
familias de func@es binarias.

Seja &) uma familia de elementos de {0, 1} com indiceslefunido da familia dos elementas

€ o elemento de {0, 1} denotaql?\/ a; e definido por

el
1 sediel,g=1
V a = L.
i el 0 caso contrario.

Sel for vazio, entdo\/ a = 0.
i €1

O mapeamentca() — \/ a é a operagdo deido entre os elementos de uma famili® ed e é
i€l

denotada \/ .
Da mesma maneira, a interse¢do da familia dos elema&réas elemento de {0, 1} denotado

/\ & e definido por
iel

N a=

iel

1 seViel,ag=1
0 caso contrario.

Sel for vazio entdo /\ a = L.
i€l
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O mapeamentoa() — /\ a; € a operacdo detersegdo entre os elementos de uma familete
i€l

e é denotada/\ .

Exemplos importantes de familias de elementos de {0, 1} séo as préprias funcdes binarias. Neste caso,
aunidoe aintersecdo de uma funcao binafiasto €, respectivamente,

Vi e A f®
XxXeE XxXeE
sdo indicadores (valem 0 ou 1) que servem para tesfat sen elemento nulo da algebra de Boole
({0,1}E v, A, ~). Temos
f=0e \V/ f®=0¢e f=1< A f(x) =1
XxXeE XxXeE

A Figura 2.14 ilustra as operacdes de unido e intersecdo de uma funcad.binaria

t Vot
} /\/\ X€EE
U 1
w A 1
} //\\ X€EE
U 0

Fig. 2.14 — Operacdes de unido e intersecdo de uma funcao binéria.

Definicdo 2.6(uni@o de uma famila de fun¢des binarias) — Sgjarfia familia de funcdes binarias de
{0,1}E, com indices erh A unio da familia de fungbefsé a fungéo binaria de {0, T}denotada/ f;

i €1
e definida por

(V X = VI fi) (x€B).

i el NS
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O mapeamentoff — \/ f; é a operagéo denido entre os elementos de uma familia de funcées
i €1

binarias O

Sel for vazio entdo \/ f; é a funco binaria constante- 0.
i €1

Definicdo 2.7(interse¢éo de uma famila de fung8es binarias) — Epjan@ familia de funcdes binarias
de {0, 1}F, com indices erh A intersec&o da familia de fun¢des & funcao binaria de {0, Fdenotada

/\ f; e definida por
i€l

(A K= A fi(x (xeEE)
el el

O mapeamentd;f — /\ f;é aoperagéo detersecdo entre os elementos de uma familia de fungdes
i€l
binarias O

Sel for vazio, entdo /\ f; é a fung&o binaria constante~> 1.
i€l

Proposicéo 2.4absorcéo generalizada) — Sefd ¢ma familia de fungdes binarias de {01kom
indices enl. Para todk € I,

(V fAafu=fc e (A f)Vi="f. =

el el
Prova — Para todk € | e todox emE,
fX=1< @3 el fix)=1ef(x) =1 (i=kK

had ('\e/l fi}) = 1) efi(x) =1
|
(definicdo da unido de uma familia de elementos de {0, 1})

< (V i) Af(x) =1 (definicdo da intersecao em {0, 1})
i €

had ('\e/l ) A () =1
|
(definicdo da unido de uma familia de elementos de ff), 1}

< (V) AfYK =1, (definico da intersecdo em {0}
i €1
isto &, f(x) = (( \V/ f) A f)(X); em outros termos, para toka= |,
i €1

fie=(CV ) Afy.

el
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Usando um raciocinio similar, prova—se também que, paraktatlb,

sz(i/e\lfi)ka- O

Proposicéo 2.5distributividade generalizada) — Sefg (ima familia de funcdes binarias de {051}
com indices erh. Para todag € {0, 1} F,

(V frg=V (frg e (,/\fi)vg=,/\|(fivg)- O

i el i el i el i e

Prova — Para todg € {0, 1} F e para todx emE,

((i\e/| f)Agi)=1< (i\e/l f)X) A g =1
(definicéo da intersecéo em {0,%)}

= (V fi0) Age =1

el
(definicdo da unido de uma familia de elementos de ff), 1}

e ('\e/l fi) =1leg(¥) =1
|
(definicdo da intersec¢ao em {0, 1})

< @@3iel, fx)=1egx =1
(definicdo da unido de uma familia de elementos de {0, 1})

< 3diel ((x)=1legx) = 1) (equivaléncia logica)
< delfiArgx) =1 (definicdo da intersecao em {0, 1})

< V(09 g = 1

i€
(definicdo da unido de uma familia de elementos de {0, 1})

< V frgm=1 (definicdo da intersecdo em {0,5)}
i€l

e ('\e/l (fi A gl =1,
|
(definicdo da unido de uma familia de elementos de ff), 1}

istoé, (\V ) A9 =(V (f A g)X. Em outros termos, para todo= {0, 1} E
i €1 i €1

(V frg=V o).

i el i el
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Usando um raciocinio similar, prova—se também que, paragtei§0, 1} E,

(Af)va= A Vo). O
el el

2.4 Reticulados dos subconjuntos e das funcdes binarias

O primeiro conceito fundamental em Morfologia Matematica € o de relacdo de ordem parcial. No cas
dos subconjuntos usa—se a relacéo habitual de inclusdo. Esta relagéo permite a comparacéao de certos
conjuntos entre si.

A colecao®(E) de todos os subconjuntoskprovida da relagéo de inclusaa ) forma umconjunto
parcialmente ordenadadenotado @(E), C). Em outros termos, esta relacdo verifica os trés axiomas
abaixo de umeelacéao de ordem

Para todo subconjun#s, B e C em P(E),

ACA (reflexividade
ACBeBCA= A=8B (anti-simetrig
ACBeBCC= ACC (transitividadég

A comparacao entre certas funcdes binarias se faz em termos de uma relacdo construida a partir
definicdo da relacae entre os elementos de {0, 1}, dada na Tabela 2.3, onde 1 significa que a relacac
€ “verdadeird e 0 que ela éfalsd’. A Tabela 2.3 da também a defini¢cdo da relagdo

Tabela 2.3 — DEFINICAO DAS RELACOES BINARIAS.

a b a=b a<b
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 0
1 1 1 1

Defini¢céo 2.8(relagBes entre duas fun¢des binarias) — Sdjaenf, duas fungdes binarias definidas em
E. A funcéo binaria f é igual a fungéo binarid,, denota—sd, = f,, se e somente se, para todem
E, f;(X) = f5(X), isto &,
fi =1, = () = f,(x) x € E)).
A funcgéo binaria { € menor que a funcéo binarig, denota—sd, < f,, se e somente se, para todo
xemE, f;(X) < f,(X), isto &,
fi<f, & (f;(¥ =< (X (X € E)).

A relacdo= entre funcbes binarias é chamadaeaiiecdo de igualdadeA relacdo< entre funcdes
binarias é chamada delacao“menor qué O

A relagdo “menor que” é dita obtida pmdenamento puntual
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A Figura 2.15 mostra duas fungcées comparaveis no sentido que a relagao “menor que”, aplicada a estas
duas fungdes, é verdadeira. As fungdes f, da Figura 2.5 ndo séo comparaveis, mas as furigdes,
e f; v f, (representadas na Figura 2.15) sdo comparaveis.

IA

Fig. 2.15 — Duas fungdes binarias comparaveis.

As Figuras 2.16 e 2.17 ilustram, através de bloquinhos, a comparacao entre fungdes binarias e os resul:
tados obtidos em termos de imagens bindrias. Por convencéo, 1 na saida de um bloquinho significa que
a relacdo éverdadeird e 0 que ela éfalsd'.

(f, = f,) (f, = 1)

Fig. 2.16 — Relacgdo de igualdade entre fungfes binarias.

Proposicéo 2.6(conjunto parcialmente ordenado das funcées binarias) — O conjuntd fdjuncdes
binarias definidas er&, provido da relagdo “menor que” forma um conjunto parcialmente ordenado,

denotado ({0, 1F, <). O

Prova — O conjunto {0, 1} provido da relacée definida na Tabela 2.3 € um conjunto parcialmente orde-
nado. Basta verificar que esta relacao satisfaz os trés axiomas de uma relacéo de ordem. Isto € feito na
Tabelas 2.4 — 2.6.
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Entéo, para todf g eh em {0, 1}F e todox € E,
f(x) = f(X)
f() =9(x) eg(®) = f(x) = f(x) = g(x)
f(X) = 9g(xX) eg(x) =< hX) = f(X) < h(x).

Isto é, pela Definicdo 2.8, arelacao “menor que” satisfaz também, por heranca, os trés axiomas de ul
relacdo de ordem. O

(f, = 1) (f, = 1)

IA
IA

Fig. 2.17 — Relag&o “menor que” entre fungdes binarias.

Tabela 2.4 — PROVA DA REFLEXIVIDADE.

a asa

1

Tabela 2.5 — PROVA DA ANTI-SIMETRIA.

a b |asb |b<a|asbeb=<a|a=b|asbeb=a=a=b
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1
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Tabela 2.6 — PROVA DA TRANSITIVIDADE.

(op
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Proposicao 2.7(consisténcia entre algebra de Boole e conjunto parcialmente ordenado) — Paea todo
gem {0, 1}F, as seguintes proposicées séo equivalentes

1) f=g
2 fvg=g
(3)fAg=f

@ (~Hvg=1
) fA(~9 =0
6) f~g=0. O
Prova — Vamos provar que (1) e (2) séo equivalentes. Na Tabela 2.7 prova—se que, pasbiedo
{0,1}, a<b < aVv b = b. Entdo, para todbeg em {0, 1}F e todox € E,
f(¥) =g = f(x) v 9(x) = 9(x).
Isto é, pelas Definicdes 2.2 e 2.8, para tbelg em {0, 1}F,
f<sgefvg=g
Vamos provar que (2) e (3) sdo equivalentes. Supondd gug = g, para todd eg em {0, 1}F,
f=fA(fVQ) (absorgéo)
=fAgQ, (hipdtesef v g = @)
istoé,fvg=g=fAag=H.
Supondo qud A g = f, para todd eg em {0, 1}F,
g=(FfArg Vg (absorcéo)
=fvag, (hipétesef A g = f)
istoé,fvg=g<=fag=H.
Vamos provar que (3) e (4) sdo equivalentes. Supondd que = f, para todd eg em {0, 1}F,
l=(~fVvf (complementaridade)
=(~f)v({Ag (hipbtesef A g = )
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=(~=HvhHha((~fH Vo (distributividade)
=1A((~fHVo (complementaridade)
=(~=fvg (identidade)

istoé,fAg=f=(~f)vg=1
Supondo que f) vV g = 1, para todd eg em {0, 1}F,

f=fA1 (identidade)
=fA((~Tf) Vo) (hipétese < f) vg=1)
={fA(~1f)V({EAQ (distributividade)
=0V (fAQ) (complementaridade)
=fAgQ, (identidade)

istoé,fAg=f<=(~f)vg=1
A prova da equivaléncia entre (2) e (5) € similar a prova anterior.
Finalmente a prova da equivaléncia entre (5) e (6) decorre da Definicéo 2.5. O

Tabela 2.7 — PROVA DA CONSISTENCIA.

a b |asb|avb|avb=b|as<b<avb=b
0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

Exercicio 2.3(conservacgao da relacdo de ordem) — Usando a Proposicéo 2.7, mostre uma das duas p
priedades abaixo. Para totjg eh em {0, 1}F,

f<sg=fvh=sgvh
f<sg=fAh=sgAh O

Exercicio 2.4(involucéo e leis de Morgan) — Usando a Proposicao 2.7 e os axiomas apropriados de alg
bra de Boole e de relacdo de ordem, mostre uma das duas propriedades abaixo.fRararodd, 1}%,

~~f=f (involugéag
~(fvg=(=Nnr(~09 e ~(frg=(~) V(-0 (lei de Morgai)
O

Exercicio 2.5(antitonia) — Usando a Proposicdo 2.7, mostre que, pard ¢émlem {0, 1)F,

f<ge (~9g) = (~1). (antitonia)
O

Pela Proposicao 2.7 e pela defini¢cdo de unido de uma funcao binaria, temos uma defini¢cdo equivaler
para a relacdo “menor queX( entre funcdes binarias: para tddag em {0, 1},

f< gc»x\e/E(f ~g)(x) = 0.
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Adotando a convencgéao que 1 significa que a relacdo “menor gued (verdadeird e 0 que ela é
“falsd’, a expressdo acima € equivalente a expressao abaixo

f<=g=~V (f~9®.
XxXeE

A Figura 2.18 ilustra o algoritmo para testar se duas fun¢des binarias sdo comparaveis. Este algoritmo
€ derivado da igualdade acima.

Fig. 2.18 — Algoritmo de teste de comparabilidade entre funcdes binéarias.

Finalmente, usando as propriedades de reflexividade e de anti—simetria da relacéo “menoy,que” (
temos uma definicdo equivalente para a relacéo de igualdgdenfre funcdes binarias: para tddeg

em {0, 1}F,
f=g< f=<geg=<t

Adotando a mesma convencéo (1 paexdadeird e 0 para falsd’), a expressao acima é equivalente
a expressao abaixo

f=9=@Ff=gAr(g=H
A Figura 2.19 ilustra o algoritmo para testar se duas fun¢des bindrias séo iguais. Este algoritmo € deri-
vado da igualdade acima.

Exercicio 2.6(propriedade da unido e da intersecdo de uma familia de fungBes binariasy) Sem (

familia de fungdes binarias de {0,5Jcom indices erh Usando as Proposicdes 2.4 e 2.7, prove que, para
todok € 1,

fk<s V fi e N\ fi=sf. O
i €1 i€l
Vamos agora introduzir uma estrutura algébrica, extremamente importante em Morfologia
Matemética, a de reticulado completo, intoduzida por G. Birkhoff em 1933.
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o

IA

IA

Fig. 2.19 — Algoritmo de teste de igualdade entre fungdes binérias.

Seja% uma subcolecdo ndo vazia®éE) e A um elemento d€(E). O elementd é umlimitante
superior(l.s.) de% (emP(E)) se e somente ge€ P(E) e X C A paratodoX € %. O element@d é um
limitante inferior (l.i.) de %6 (em%(E)) se e somente e € P(E) e A C X para todoX € %.

Por exemplo, para qualquer subcoleca@(t€), E € um limitante superior@é um limitante inferior.

Se% for vazio, entdo qualquer elemento®&) (inclusive o subconjunto vazio) é um limitante supe-
rior e inferior ded.

A Figura 2.20 (resp. 2.21) mostra, através de um diagrama de Venn, um subddgjumtoum limi-
tante superior (resp. inferior) da subcole@@oontendo os subconjuntd§ e X..

Fig. 2.20 — Limitante superior de dois subconjuntos.

Pela anti—simetria da incluséo, existe no maximo (mas pode ndo existir) um limitante superior (resy
inferior) de% em 3. Quando este limitante superior (resp. inferior) existir ele € chamadaidgresp.
menoj elemento de&G.
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Fig. 2.21 — Limitante inferior de dois subconjuntos.

A subcole¢adc contendo os subconjuntis e X, das Figuras 2.20 e 2.21 ndo possui nem maior nem
menor elemento. A cole¢ca@®(E) possue um maior elemento quE é um menor elemento qué)é

SejaX um elemento de uma subcole¢ioSeY é o maior elemento dE, entaoY C X implica que
Y = X (pois, pela definicdo de maior elemefo:z 6 = X C Y). SeY € o menor elemento de, entdo
X C Y implica queY = X (pois, pela definicdo de menor elemeXo: 6 = Y C X).

Com todos os ingredientes acima, podemos agora introduzir dois conceitos de destaque que servirac
na definicdo de reticulado completo.

O supremo dés (emP(E)), denotado su, €, se existir, 0 menor dos limitantes superiores éen
P(E). Em outros termos, para todfeem P(E)

Yl.s. deX% < supc C Y.

Oinfimo deX (em%P(E)), denotado irif, €, se existir, 0 maior dos limitantes inferioreSiddem P (E).
Em outros termos, para todfeem P(E)

Yli.deX% < Y C inf%.

O supremo dé® é o menor elemento d&E), isto é,0. O infimo def) € o maior elemento d&(E),
isto é,E. Em outros termos, slip= 0 e inf) = E.

No caso déb ser a subcolegdo contendo dois subconjuxjasX, o supremo dé6 é o subconjunto
X1UX, e o infimo € o subconjuntg, N X,.

Exercicio 2.7(propriedade do maior e do menor elemento de um conjunto) — Mostre que, para todo
% C PE) e Aec P(E), Aé o maior (resp. menor) elemento Bese e somente sk = supt (resp.
A = inf¥) e A € %. O

Exercicio 2.8(propriedade do supremo e do infimo) — Mostre que, para todas subcogg@es, de
P(E),
B, C B, = supb; C sub, e inf6, C infPb, . O
O conjunto parcialmente ordenad®(E), C) provido das operac¢des habituais de uniéo e intersecao,

estendidas as familias eR{E), forma unreticulado completoEm outros termos, para todo conjunto de
indicesl, estas operacdes verificam os dois axiomas abaixo [Szasz71, p. 50].
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Para toda familiaX|), <, de subconjuntos d&,
U Ai = Sup4| e m Ai = ian| ,
i €1 i€l
ondeA, é aimagem deatraves da familiaX(),<,, isto €,
A ={A€ePE): Tiel A =AL
De uma maneira equivalente, podemos dizer que o conjunto parcialmente ordgEda j € um
reticulado completo porque toda subcoleca@(€) possue um supremo e um infimo.

O conjunto parcialmente ordenad®(E), C) possue um maior elemento quE é um menor ele-
mento que &.

Proposicéo 2.8reticulado das funcées binarias) — O conjunto parcialmente ordenado{& 1}as
funcbes binéarias definidas eiprovido das operacdes de unido e interse¢do, forma um reticulado com-
pleto. Em outros termos, para todo conjunto de indicestas operacdes verificam os dois axiomas
abaixo.

Para toda familiaf; c, de funcdes binarias em {0,8}
v fi = SUﬁ’]:| e /\ fi = inf§F|,
i €1 i€l
onde¥, é aimagem deatravés a familiafj; |, isto é,
F={fePE: el f="f
De uma maneira equivalente, o conjunto parcialmente ordenado §{Gs}}é um reticulado com-
pleto porque todo subconjunto de {0FIPossue um supremo e um infimo. O

Prova — Seja f;) uma familia de fungdes binarias em {05Bom indices erh Para today € {0, 1} F,
em primeiro lugar,

gls.def, & Viel, fi=<g (definicéo de I.s. e d&,)
= \V fi= V (firng (Proposicao 2.7)
=3 i€l
< Vi=(V f)rg (Proposicao 2.5)
=3 i€l
< (V=g (Proposigéo 2.7)
=3

em segundo lugar,

(V f)sg=Viel f=<g (Exercicio 2.6 e transitividade de)
=

< gl.s. de¥,. (definicéo de I.s. e dg&))
Pela definicdo de supremo, isto prova que, para toda fafilia (e funcdes binarias em {0,8}

V fi = su,

i el
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Usando o raciocinio acima, prova—se também que, para toda fdjiliade funcdes binarias em
{0,1}F,

N\ fi = infg,. 0
el

O conjunto parcialmente ordenado ({0F1k) possue um maior elemento qué éx+ 1 e um
menor elemento que@: x+~ 0.

Pela Proposi¢éo 2.8, para totipe f, em {0, 1}F, distintos,

Exercicio 2.9(comparacao entre a unido e a interse¢do de duas fun¢des binarias) — Usando o resultado
acima e a definicdo de supremo e infimo, mostrefguef, < f; v f,. O

Proposicao 2.9(isomorfismo de reticulados) — O reticulado dos subconjunt@&sele reticulado das
fungdes binarias definidas dmséo isomorfos. Em outros termos— 1y € um isomorfismo de reticu-
lado, isto é (pelo Lema 2 em [Birkho67, p. 2&)~ 14 € uma bije¢éo e para todoe B em P(E),

ACB=1,=<1;. (isotonia dupla
O

Prova — Pela Proposi¢édo 2.X,— 1y € uma bije¢do. Basta, entéo, verificar a isotonia dupla. Para todo
AeBem®P(E),

ACBe(XeA=xeBXeEE) (definicdo deC)
<10 =1= 139 =1 (x€E E)) (definicdo del, e 1p)

< (1,0 = 15(¥) (X € E)) (definicdo de< em {0, 1})

<1, <1p (definicdo de< em {0, 1}5)

O

Uma consequéncia da Proposicao 2.9 é que as operacdes de unido e intersecao (estendidas) comuta
com o mapeamentd — 1y, isto é, para toda familiag\{); <, de subconjuntos dg,

1 = 1 1 = 1
UA i\e/| A C NA i/e\| A

Como consequéncia da Proposicdo 2.9, temos também, pafemem {0, 1}F,
f < g < suportef) C suporteg). (isotonia dupla)

A Proposic¢éo 2.9 indica que a comparacéao pode ser efetuada indiferentemente no dominio dos subcon:
juntos ou das fungdes binarias.



