Capitulo 9

Caixa de ferramentas da Morfologia

Matematica

Ao longo das ultimas trés décadas a Morfologia Matemética tem sido aplicada intensivamente a problem
de analise de imagens. Esses experimentos propiciaram o desenvolvimento de uma familia de operadc
Uteis para a identificacdo de propriedades geométricas de imagens bindrias: a caixa de ferramentas
Morfologia Matematica. Neste capitulo, estudamos alguns desses operadores, que podem ser entendi
como frases da LM ou, equivalentemente, programas de uma MMach.

Os operadores parametrizados por elementos estruturantes primitivos séo cbasradaoses pri-
mitivos.Os programas de uma MMach podem ser organizados hierarquicamente, conforme a sua deco
posicédo em termos de operadores primitivos de dilatacédo e de erosao. Os programas mais complexos
aqueles que envolvem um nimero maior desses operadores primitivos. Assim, tomando uma ordem cr:
cente de complexidade, definimos as seguintes familias de programas: programas basicos, programa:
niveis 1, 2 e 3.

Os programas do nivel basico séo os operadores primitivos de dilatacdo e de eroséo, e as opera
de unido, intersecdo, complemento e subtracao.

9.1 Programas de nivel 1

Os programas do nivel 1 sdo construidos usando no maximo uma vez cada programa do nivel basicc

Alguns programas do nivel 1 sdo: a anti—dilata¢céo, a anti—eroséo, os operadores de abertura e de fec
mento morfolégico, os operadores sup—gerador e inf—gerador, a dilatacédo e a erosdo condicional, e 0 ex
tor de borda.
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174 CAPITULO.9 CAIXA DE FERRAMENTAS DA MORFOLOGIA MATEMATICA

No extrador de bordagver Capitulo 7}y, = 05 ~ €g, SEA € 0 singleton que contém a origem e
B o losangulo (a cruz) ou o quadradx 3 entdoy , g extrai asordas internasAnalogamente, s&é
olosangulo (acruz) ou o quadrada 3 eB € o singleton que contém a origem, entdg extrai adbordas
externasSeAeBsao ambos o losangulo (a cruz) ou o quadragde83entaay , g extrai a unidao das bordas
internas e externas, e € chamado de gradiente morfoldgico.
Definicdo 9.1(gradiente morfoldgico) — Sefao losangulo (a cruz) ou o quadrad 3, o operador
sobreP(E), ap = 0o ~ €a, € chamado dgradiente morfolégico. O

Em Andlise de Imagens, os operadores sup—geradores (ver Capitulo 7) sdo importantes para
reconhecer configuracdes de pontos. Considerando o caso invariante por translacdo, a cada padréo o
intervalo fechadoA, B] de P(E) temos associado o operador sup—geraggsobre?(E). Usando a defi-

nicao de intervalo fechado, temos, entédo, a seguinte definicdo equivalente para o operador sup—gerado
de parametro8 e B em P(E)

Iap(X) = {XEE: (X-x € [AB]} (XE PE)).

QuandaA e B s&o subconjuntos do quadrado elementag, € chamado deperador sup—gerador
primitivo.

A Figura 9.1 apresenta alguns padroes usualmente empregados. OJpamindnite identificar os
pontos onde um feixe de vetores verticais, orientados de cima para baixo, intercepta os objetos. Os padrde
93, e 35 identificam, respectivamente, os pontos isolados e os buracos puntuais. Os padided
identificam pontos triplos. O padrde identifica pontos extremos. O padrfipidentifica quadrados de
lado 3.

. 0 000 (111 100
9, = 1 9,=1010 93=1101 J,=1011
i (000 (111 (100
101 100 - [111]
gs=(010 =010 g,=(010 Jdg=1111
(100 (101 000 (111

Fig. 9.1 — Alguns padrdes empregados em Analise de Imagens.

A rotacdo em torno da origem dos padrdes nao simétricos da Figura 9.1 cria outros padrdes interes-
santes, que permitem identificar estruturas geomeétricas similares rotacionadas. DenotaréngfSpor
49 .. 9270 ¢315 g resultado da rotacdo no sentido horério de um padn@spectivamente, de 0, 45,
90, ... 270, 315 graus.
A Figura 9.2 apresenta as rotagdes por 90, 180 e 270 graus do paqu@adentifica pontos triplos.
O operador inf—gerador sob#&E) é dual do operador sup—gerador. Usando a definicao de intervalo

fechado, temos, no caso invariante por translagcéo, a seguinte definicdo equivalente para o operador inf-
gerador de parametrése B em 9(E)

uas(X) = {xE E: (X = x) & [A,B]} (X € P(E)).
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00 101
11 34902 010 34180= 342702
00 010

Fig. 9.2 — Rotacdes de um padréo.
Analogamente ao operador sup—gerador, o operador inf—gerador serve para reconhecer configurac
de pontos que aparecem no complemento da imagem.

OO
OO
ROR
OO
oORr R
OO

QuandoA e B® sdo subconjuntos do quadrado elemeptgp € chamado deperador inf-gerador
primitivo.
Definicdo 9.2(afinamento e espessamento) — SefaaB dois elementos d&(E @ E') tais queA C B.
Os operadores, g € 7 g SObreP(E) dados pelas seguintes composicaes,

OA,B =1~ A’A,B E,‘TA’B =V A’A,B’
sdo chamados, respectivamenteafileamentce deespessamento de parametros A e B O

No afinamento e no espessamento, os pixels daimagem transformada posicionados na origem de es
turas identificadas receberao, respectivamente, o valor O e o valor 1, enquanto os demais continuarao c
0 mesmo valor que tinham na imagem original. As Figuras 9.3 e 9.4 apresentam, respectivamente, L
exemplo de afinamento e de espessamento.

oaB
LT
L
X | 0as(X)
| —_ |
AB vy .
o
L
A R R
I
000 | [ [ ‘
[ABl=]010 A
000 .
Y - ro

Fig. 9.3 — Afinamento.
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Lo
TAB o
X | Tae(X)
| U |
—j,
AB Y .
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o |
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111 Y } [— ‘
[ABl=|101 Lt R
111 L.
r. r-0

Fig. 9.4 — Espessamento.

O afinamento de uma imagem e do seu complemento pelo gaal@é&igura 9.1 produzem, respecti-
vamente, as bordas internas e externas da imagem.

O afinamento e 0 espessamento podem ser operadores homotopicos ou ndo, dependendo da escolt
dos subconjunto& e B. Como consequéncia do Teorema 4.1 em [KonRos89, p. 367], podemos estabe-
lecer, no caso d& e B® serem subconjuntos do quadrado elementar centrado na origem, a seguinte regra

para testar a homotopia destes operadoraéinamentoo, g OU 0 espessamentg g € um operador

111
4—homotopico (resp. 8—homotopich se, para todoX € [A,B], os subconjuntosXn [1 0 1] e
111

111
Xen [1 0 1] s&0 néo vazios e, respectivamente, 8—conexo (resp. 4—conexo) e 4—conexo (resp. 8—conexo).
111

Essa regra garante que apenas pontos simples da imagem e do fundo sejam modificados pelos opere
dores de afinamento e de espessamento homotdpicos. A condicao de que a restricdo dos subconjuntos e
traidos do intervald4, B] e seus respectivos complementos sejam ndo vazias garante que os pontos modif-
icados sejam pontos de borda (interna ou externa), mas nao sejam pontos isolados ou buracos puntuais
A condicao de conexidade garante que os pontos de borda modificados néo alterem a arvore de adjacénci
da imagem.

As Figuras 9.3,9.4 e 9.5, e 9.6 apresentam exemplos de aplicacdes de afinamento e de espessament
respectivamente, ndo 4—homotépico e 4—homotdpico (ou 8—homotopico).



[AB] = [

= OO
o o

|

or

Fig. 9.5 — Afinamento e espessamento ndo homotdpico.

TAB

o [

Fig. 9.6 — Afinamento e espessamento homotépico.

[eNeN
[eNeN
[eNeN
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A Figura 9.7 apresenta alguns padrées comumente usados como parametros de afinamentos e de espe
samentos 4—homotopicos.

000 o- - o- -
g]_: 'O‘ 32= 001 33= 011
111 o- - o- -

00 - -0 - 000
g4= 011 35= 111 36= -1 -
-1 - -1 111

Fig. 9.7 — Alguns padr@es para afinamentos e espessamentos 4—homotépicos.

O afinamento e o0 espessamento sdo dois operadores duais, relacionados pela expresséo

OpB™ = Tgopc
Enquanto o afinamento € um operador anti—extensivo, 0 espessamento &€ um operador extensivo. E interes
sante observar também que estes operadores sdo ambos nado idempotentes [FriedI86].
Definicdo 9.3(afinamento e espessamento condicional) — SAjarB® dois subconjuntos do quadrado
elementar tais qué C B. SejaY um subconjunto dE. Os operadores primitivas, g y € 75 g y SObre
P(E) dados pelas seguintes composicoes,

Opgy = 0pg VY € Tpgpy =Tag AN Y,

sdo chamados, respectivameaf@amentce espessamento condicional (ou geodésico) de parametros
A e B, dado.Y O

O efeito da restricaoMnesses dois operadores é similar ao efeito desta mesma restricao, respectiva-
mente, na erosao e na dilatacdo condicional.

O afinamento e o0 espessamento condicional sdo operadores duais relacionados pela expressao

OaBY” = Tgeacye
A Figura 9.8 ilustra a aplicacdo de afinamentos e espessamentos sucessivos para a restauracao

extracdo das bordas da imagem da moga. O primeiro afinamento elimina os pontos isolados. O espessa
mento preenche os buracos puntuais. O segundo afinamento extrai as bordas.

Exercicio 9.1(Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nivel 1 na forma de work-
spaces do sistema KHOROS, usando os “glyohs” do médulo “tools” e do nivel basico da “MMach tool-
box”. O
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P(X)

g T g
Al,B1 — A2,B2 * A3,B3

111
[AzBjl =111
111

Fig. 9.8 — Restauracao e extracdo de bordas.
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9.2 Programas de nivel 2

Os programas do nivel 2 sdo construidos usando mais de uma vez pelo menos um programa do nivel bas
co.

Seja= a operacgao definida d&E) x P(E) em P(E) por
X=Y=X~Y)V(Y~=X) XYEPE)).
O conjuntoX = Y é chamado ddiferenca simétrica entre X e Y

O resultado da diferenca simétrica entre dois subconjXm¥® o subconjunto formado pelos pontos
gue estao el e nao estao ee pelos pontos que estdo ¥ nao estao edd. Como o proprio nome
sugere, a diferenca simétrica € uma operacdo comutativa.

Definicdo 9.4(n—dilatagdo en—erosédo) — Os operadores primitivi e e} sobre P(E) dados, para
n > 0, pelas seguintas — 1 composi¢des sucessivas
0g = (0p)" € eg = (ep)"

e, paran = 0,08 = teeg = ¢,

sdo chamados, respectivamentaeddilatacéoe n—eroséo por B O
Observamos quéj e eg séo, respectivamente, equivalentes a dilatagéo e a eros#d feB éigual
oooffo10]]|010 111

al111f{o10|]1211]0ul111| entdonBé um disco de centro na origem e maigegundo,
0o0o0ff010]|010 111

respectivamente, a distancia usual na reta na direcao horjaoistbincia usual na reta na direcao verti-
cal, a distancia de quarteirdo e a distancia do valor maximo [DirRoh72, p. 109]. A Figura 9.9 ilustra a apli-
cacao da eroséo por discos, segundo a distancia de quarteirdo, a imagem da moca.
Os operadores primitivag;"', eeg*'L sobre?(E), dados, paren = 0 en = 0, pelas seguintes com-
122 122
posicoes

mn _ smgsn mn _ _m_.n
(381’82 551652 e €p B, = €BEB,

sdo chamados den—dilatacéce nm—eroséo por Be B,.

De fato,ég‘if‘Bz e egi,nBz séo, respectivamente, equivalentes a dilata¢éo e a eros&dpér nB,. SeB;
_ 000 010

éigualal1 1 1|eB,éigual a0 1 0|, entdomB; @ nB, € um retangulo de tamanhox n. SeB, é
000 010

010 111

igual a[l 1 1], B, é igual a[l 1 1] entdomB,; ® nB, é umoctogono Se (n,n) é igual a (1,0), (1,1),
010 111

(2,1),(2,2) ou (3,2), entdo o octégono € um disco Euclidiano discreto de centro na origem+e maio

Para outros valores den(n), o octdgono nao € mais o disco Euclidiano discreto. A Figura 9.10 ilustra

a aplicacao de erosdes por discos Euclidianos discretos.

Seja® uma sequéncia finita deelementos estruturantes primitivBg isto €,8 = (B;);_1, - Os
operadore® ; € €4 sobreP(E), dados pelas seguintes composi¢es
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Fig. 9.9 — Erosao por discos, segundo a distancia de quarteirdo.

6% = 6BnaB . 681 e 693 = 6Bn€Bn_1 EBl

n-1

sao chamados, respectivamentgjitldacao convexaerosao convexpor®. Estes operadores receber-
am esses nomes, pois realizam dilatacdes e erosdes por subconjuntos convexos.
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Fig. 9.10 — Eros0des por discos Euclidianos discretos.

SejaB uma sequéncia finita desequéncias delementos estruturantes primitivids Os operadores
Og € eg sobre?P(E), dados pelas seguintes composicdes

68 = 6%1U6%2U ces Uagn e GB = eglnegzn ces n€%

n

sdo chamados, respectivamenteajii#dacao genérica&erosao genéricporB. Estes operadores receber-
am esses nomes, porque realizam dilatacdes e erosfes por subconjuntos quaisquer.
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Sejad = (B));-1 .. € SejaBy uma sequéncia aesequéncias de elementos estruturantes primitivos
B, tais queB; = (By)j_1, » parai =1, 2, ..., n. Os operadoredy_eeg sobreP(E) sdo chamados,
respectivamenteljlatagdo curvaeerosao curvgor B,,. Estes operadores receberam esses nomes, porque
sdo particularmente Uteis para realizar dilatacdes e erosdes por curvas simples que contém a origem. L
curva simples deste tipo pode ser representada por uma seduihagiaeB; € {L,O,N, S {o}}. AFigu-
ra 9.11 apresenta duas curvas simples e as respectivas segBéncias

B, = {0} B, = {0}

B =L i€lL09] B,=L i€{134,6,8,9,11,13,14}
B, =S i€ [10,17] B,=S i€ {25,7,10,12, 15}

B, = O i€ [18,26]

B, =N i€ [27,33]

Fig. 9.11 — Representagao de curvas simples.

Na Figura 9.12, o subconjun¥representa o corte transversal de uma liga metalica vista por um
microscépio optico. Na mesma figura aparecem as erosdes succesivasrdaen segmento de reBa
inclinados a 130 graus, de comprimento de 10 pontos. Note que a inclinagdo do segmento de reta us:
como elemento estruturante coincide aproximadamente com a inclinagcéo dos objetos encontrados nair
gem.

Definicdo 9.5(n—abertura @fechamento) — Os operadores primitiygdse ¢ g sobre?(E), dados pelas
seguintes composicdes

7B =0l e ¢f = <R,
sédo chamados, respectivamenten-daberturae n—fechamento por.B O

Os operadores prlmltlvqégm eq)B B, sobre?P(E), dados pelas seguintes composi¢coes

y — n,m n.m — nm n.m
V51,52 B,B,SB.B, © ¢B B, _ €B,B, BB,

sdo chamados, respectivamentenuae-aberturee nm—fechamento pds; e B,.
Os operadoreg,, € ¢, sobreP(E), dados pelas seguintes composi¢cdes
Ya = Og€y € Pg = €g0q,

séo chamados, respectivamentealoertura convexafechamento convexo pdr. A Figura 9.13 ilustra
a aplicacdo de aberturas por discos Euclidianos discretos a imagem de células.
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Fig. 9.12 — Eroséao por um segmento de reta.

Os operadoregg e ¢ sobre?P(E), dados pelas seguintes composi¢oes
ve = Ogég € ¢g = €plp
sdo chamados, respectivamentealertura genérica fechamento genérico pé&.
Os operadore7zBEB epg, sobre?P(E), dados pelas seguintes composi¢cdes
vB, = Op,€8, € ¥B, = €898,

sdo chamados, respectivamentealertura curvae fechamento curvo pds,.
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— —— E(:-B — 6% ——

— —— E(:-B — 6% ——

Fig. 9.13 — Abertura por discos Euclidianos discretos.
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O operadonp, g sobre?(E), dado pela seguinte composicao

Yag = Pa ~ VB
€ chamado desiduo do fechamento em relacao a abert8e# € o singleton que contém a origem, entéo
P apCONserva as estruturas daimagens que nao contém propriamente transBigd@estaenadopera-
dor cartola por B SeB € o singleton que contém a origem, engdg conserva as estruturas do comple-
mento da imagem que ndo contém propriamente translacdes de

O operadowy , 4, sobre?(E), dado pela seguinte composicao

Yas =94 = Vo
€ chamado deesiduo do fechamento convexo em relacéo a abertura cariv&xgura 9.14 ilustra a apli-
cacdao do residuo do fechamento pelo singleton que contém a origem em relagdo a abertura por disco:
Euclidianos discretos, isto €, do operador cartola por discos Euclidianos discretos.

O operadoil 5 g sobre®(E), dado pela seguinte composi¢ao
A’A,B = GA A 5aBt
whered®;, = ~ dga, € chamado deperador sup—gerador genérico
SejaW C E, se as sequéncias de sequéncias de elementos estruturantes prixeBuepresentam,

respectivamente, os subconjuntos” We (W — A)€, entdol , g identifica a forma e € chamadopera-

dor de reconhecimento genérico de forrAarigura 9.15 ilustra o uso do operador de reconhecimento
genérico de forma para a identificagdo de um disco Euclidiano discreto de raio 3. A sequéncia
B = (B,,B,, ... By que aprece nesta figura é definida pelas seguintes sequéncias:

r r - - - r r - - -

000 010 000 000
B,=14111|,4000[ B,=[4111],4000]||
000] [000] | [o00] [o010]
'010] [ooo0]) ([ [o10] [ooo0])
B, =[4{010|,4100[ B,=[40210],4001]f
010| [000]] | [010] [000]
‘000] [100]) ([ [ooo] [oo1])
B =|4011|,3000]|| Bs=|4110{,3000]f
010| [000]] | [010] [000]
'010] [ooo0]) ([ [o10] [ooo0])
B,=14110/[,3000]|[ Bg=[4011|,3000
| [o00] [o01] | [0o00] [100]

Em situagBes praticas, ndo existe uma Unica forma de interesse, mas sim, um conjunto de formas que
correspondem a pequenas flutuagdes da férn@aoperador sup—gerador parametrizadoA& B, e
(W — A @ B,)° permite identificar essas formas e é chamadupéeador de reconhecimento genérico
de forma com folgaA Figura 9.16 ilustra o uso do operador de reconhecimento genérico de formas com
folga para a identificagéo de discos Euclidianos discretos. A seqircigB |, B,, ... Bg} que aprece
nesta figura € a mesma da Figura 9.15. Os subconjBptes,, usados para criar a folga em torno do
disco discreto de raio 3, foram, respectivamente, o loséngulo (a crud)e3o singleton que contém a
origem.
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Fig. 9.14 — Operador cartola por discos Euclidianos discretos.
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} 010 111 }
| = 2111, 111 ‘
‘ 010 111 |
| |
X ’1A,B | Aas(X)
| |
| |
\ Y \
| — €A |
| |
| q |
— a
0% .

B = (B, By ..., By)

Fig. 9.15 — Reconhecimento genérico de forma.

E interessante observar queESe o retangulBet(ny, n,), A representa o singleton que contém a ori-
gem eB representa o subconjuniet(n,, n,) U ((Ret(ny,n,) — ([0,0] x [0,n, — 1])) — (O,n, — 1)),
entdo, paratodX € 9,

Aap(X) = {(ug, min{x, € [0,n; — 1] : (uy,x;) € X}},
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— 6&8

B = (B, B, ..., By

Fig. 9.16 — Reconhecimento genérico de forma com folga.

Em outros termos, nessas condi¢@gsg, identifica o primeiro ponto da imagexrgue encontramos per-

correndo a imagem exaustivamente linha a linha, da esquerda para a direita e de cima para baixo, a ps
da origem.
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Definicao 9.6(filtro n—fi—-gama e filtran—gama—fi) — Os operadores primitivée y sobre?(E), dados
pelas seguintes composicoes

0 =9¢mrg € ¥ =vede,
sdo chamados, respectivamentefiltte n—¢y efiltro n—y¢. O

As Figuras 9.17 e 9.18 ilustram a aplicacéo, respectivamente, doHifiyce do filtron—y¢ para a
restauracdo da imagem do teclado de uma calculadora, corrompida com ruido aditivo e subtrativo. O

operadow representa 0 agente que provoca a detereoracao daimagem por ruido. Observe quép filtro
elimina todo o ruido aditivo, enquanto o filtreyg elimina todo o ruido subtrativo. O efeito do filtrapy

€ melhor do que o efeito do filtre-y¢, porque a densidade do ruido aditivo € maior do que a densidade
do ruido subtrativo.

eye(v(X)

Fig. 9.17 — Restauragéo por um filtro fi-.gama.

Definicao 9.7(filtro n—gama—fi-gama e filtro—fi—-gama—fi) — Os operadores primitivse y sobre
P(E), dados pelas seguintes composi¢cdes

0 = ypPRYE € ¥ = PLVpoB,
séo chamados, respectivamentefilde n—ygy efiltro n—gye. O

A Figura 9.19 apresenta uma aplicagao do fittgy e do filtron—y¢y a uma mesmaimagem. Observe
gue o filtron—y¢y tende a fragmentar mais os objetos do que o fitgy, devido a abertura adicional.
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i'_‘j.

+,._'i- 1

-!-Hﬂ 'r
r“

Fig. 9.18 — Restauracédo por um filtro gama—fi.

Vamos denotar os filtras—¢y, n—y¢, n—y¢y e n—py¢ por B genericamente papg. SejaB uma se-
quéncia finita d& subconjuntos dE, com elementoB; tais queB; C B, , ;. O operadoy, sobre®(E),
dado pela seguinte composicéo

N _ N . N—-1 1
Yy = ¥, ¥B,_,  ¥By

1

€ chamado urfiltro alternado sequencial de parameti

A Figura 9.20 apresenta a aplicacéo do filtro alternado sequem@iabm B =(B,B,B)eBo

loséngulo (a cruzxonstruido a partir dos filtras-¢y, para a restauracdo da imagem da calculadora cor-
rompida por ruido, usada nas Figuras 9.17 e 9.18. Observe que este filtro produz objetos com bordas i

suaves do que as bordas dos respectivos objetos produzidos pelo ¢ijtro 1—

A Figura 9.21 apresenta a aplicacao do filtrgn38a mesma imagem da calculadora, observe que o
efeito deste filtro sobre os objetos é muito mais devastador do que o efeito do correspodente filtro alterna
sequencial.

Os operadores primitivag,, € w4, sobreP(E), dados pelas seguintas- 1 operagoes

Y = v €g € Wy = /\ 6Bi’
i=1,..,n i=1,..,n

sdo chamados, respectivamenta)-eeperador candnico isotoni@n—operador candnico dual isoténico
de parametrap.
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Fig. 9.19 — Comparacao entre os filtros fi-gama e gama-fi—-gama.

SejaB um elemento estruturante primitive@m numero inteiro positivo tal que< #B (cardinali-
dade deB). O operadow,, g sobre?(E), dado por
Ynp(X) = {Xx € E:#Xn(B'+ X)) = n}

€ chamado di#litro de ordem n em relacéo a vizinhanca3@#B é um nimero impare = (#B + 1)/2,
entdo o operadap, g € chamado dfitro da mediana em relagéo a vizinhanca B

O operador candnico isotbnico parametrizado pela colecao de todos os subconpigtestden car-
dinalidaden é um filtro de ordenm em relacéo a vizinhang

A Figura 9.22 apresenta a aplicacao do filtro da mediana para a restauracao da imagem da calculador:
corrompida por ruido, usada nas Figuras 9.17 e 9.18.

Os operadores primitivas;, e @, sobre?(E), dados pelas seguintas- 1 operagoes
ry= 'V vg e &=\ ¢,
i=1,..,n i=1,..,n
sdo chamados, respectivamente)-dgerador de aberturasn—gerador de fechamentos de paraméiro

A Figura 9.23 apresenta a aplicacdo da composicéo dosiiitgesador de aberturasiegerador de
fechamentos para a restauracdo da imagem da calculadora corrompida por ruido, usada nas Figuras 9.1
e 9.18.
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Fig. 9.21 — Restauracao por um filtro 3—fi—-gama.
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Fig. 9.23 — Restauracéo por um filtro FI-GAMA.
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Definicao 9.8(n—operador candnice n—operador candnico dual) — Os operadores primitivgs;, e
w_ g SObreP(E), dados pelas seguintes- 1 operacoes

Yus = V '1Ai,Bi € W g = A Up B
i=1,..,n i=1,..,n

sao chamados, respectivamenten-aaperador candnice n—operador candnico dual de parametras

ed. O

As Figuras 9.24 e 9.25 apresentam a aplicacdo do operadioronico, rspectivamente, para a ex-
tracdo dos pontos extremos da imagem de um circuito eletronico e para a extragao, em particular, dos p
tos triplos de um mapa da América do Sul. Em ambos os casos, as sequé&dtiasam geradas a partir
de rotacOes sucessivas, de 45 graus cada uma, de um dado padréo pAnitivo [

- [
000 000
A= 010 B = 101
000 111

45

Fig. 9.24 — Identificacdo de pontos extremos.

Definicdo 9.9(n—afinamento @—espessamento) — Sejatre B duas sequéncias finitas mlsubconjun-
tos emE, respectivamente, com elemenfyse B; tais queA; C B;. Os operadores”, ;, e 7", ;, sobre
P(E), dados pelas seguintas- 1 composicdes

n — n —
GA,% = 0A1,82 OAmBn e TA,% = TAl,Bz TAmBn’
sao chamados, respectivamenten-dafinamentee n—espessamento de parametrog B. O
E importante observar que, se cada um dos afinamentos ou espessamentos de uma sequéncia, resy
vamente, de afinamentos ou espessamentos néo alterar a homotopia daimagem que recebeu como ent

entdo on—afinamento ou o—espessamento produzira transformacdes que conservam a homotopia da
imagens.
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(ol Ne)
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el 259

Fig. 9.25 — Identificacdo de pontos triplos.

45

As Figuras 9.26 e 9.27 ilustram a aplicacéo de operadonesfileamento. A primeira figura apresen-
ta afinamentos homotopicos, que desgastam os objetos paulatinamente a partir das bordas. A segunda figL
ra mostra afinamentos ndo homotépicos, que tém o efeito de reduzir o comprimento de objetos finos, des-
gastando—os paulatinamente a partir das pontas. A Figura 9.28 ilustra a aplicacdo de um operador de
n—espessamento homotdpico. Em todos esses exemplos, as sequéncias de elementos estretBrantes
foram geradas por rotacdes sequenciais, de 45 cada uma, de um de um dado padrao AyBhitivo [

SejamA e B duas sequéncias finitas dsubconjuntos erk, respectivamente, com elemenfgse
B; tais queA; C B;. Os operadores’ 4, e1") ;, ,Sobre?(E), dados pelas seguintes- 1 composi¢6es

n — n —
Opqpy = OABLY " OAB.Y € T gy = TAB.Y  TAB,.Y

sao chamados, respectivamentey-ekfinamento condicion&n—espessamento condicional de parame-
tros. A e B, e dado a mascaha

A Figura 9.29 ilustra a aplicacao deespessamento condicional. Observe que 0s espessamentos con-
dicionais ficam restritos aos objetos da mascara. Nesse exemplo, as sequédkifmsam construidas
por rotacdes sucessivas, de 45 graus cada uma, de um dado padfao |

Exercicio 9.2(Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nivel 2 na forma de work-
spaces do sistema KHOROS, usando os “glyohs” do modulo “tools”, e dos niveis basico e 1 da “MMach
toolbox”. O
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Fig. 9.26 — Sequéncia de afinamentos homotdpicos.
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Fig. 9.27 — Sequéncia de afinamentos ndo homotopicos.
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— Sequéncia de espessamentos homotdpicos.

Fig. 9.28
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n

T

Fig. 9.29 — Sequéncia de espessamentos condicionais.
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9.3 Programas de nivel 3

Os programas do nivel 3 séo construidos usando um ntimero “a priori” indefinido de vezes pelo menc
um programa do nivel basico.

O operador primitivgsg sobreP(E), dado pela seguinte composi¢éo
Be = (t N Peyepe) V YedPere
€ chamado dprimitiva do filtro do centro

Defini¢cao 9.10(filtro do centro) — O operador primitivog sobre(E), dado pela seguinte sucesséo in-
finita de composicdes

aB = ﬁMB ﬁB
é chamada dfdtro do centra O

A Figura 9.30 ilustra a aplicacéo do filtro do centro para a restauracao da imagem da calculadora cc
rompida por ruido. Esta imagem é a mesma usada em exemplos anteriores.

Fig. 9.30 — Restauracéo por um filtro do centro.

Outros exemplos de programas de nivel 3 s@beagurase fechamentos por reconstrucdo por um
elemento estruturante dado um marca@ar Secéo 7.1)

As Figuras 9.31, 9.32, 9.33 e 9.34 ilustram a aplicacéo da abertura por reconstrucao.

O marcador que aparece na Figura 9.31 € o primeiro ponto da imagem a partir da origem. A aplicag
sucessiva do operador que extrai 0 primeiro ponto da imagem e da reconstrugcao por abertura, confor
apresentado no exemplo, permite extrair objeto a objeto da imagem. Este procedimento, chatoado de
lacdo, é muito importante em analise de imagens, pois permite tratar individualmente cada objeto da im:
gem.
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|
|

’)/B’Y —

LY

N )
N )

Fig. 9.31 — Rotulagéao.

O marcador que aparece na Figura 9.32 é a moldura do ret&d@uéiplicacdo da abertura por re-

construcéo com esse marcador particular € muito importante em analise de imagens, pois permite identifi-
car os objetos da imagem que sao parcialmente observados e, portanto, sdo afetados pelos operadores

uma forma difereciada dos demais objetos.

O marcador que aparece na Figura 9.33 € a abertura da imagem original. A abertura por reconstrugac
com esse marcador particular tem um efeito de eliminagcéo de objetos pequenos, da mesma forma que :
abertura morfolégica, e nao deformacéo dos objetos grandes, de forma distinta da abertura morfolégica.

A Figura 9.34 ilustra o uso da abertura por reconstrucao para elimar os buracos dos objetos daimagem
E interessante observar, que o operador usado nesse exemplo é dual do operador que extrai os objetos pe

cialmente observados.

Definicdo 9.11(esqueleto por afinamento e exoesqueleto por espessamento) —{Sej@nrduas se-
quéncias infinitas de elementos estruturantes primitivos, respectivamente, com eléeBidais que

A; C B;. Os operadores , 4, €7 , o, SObreP(E), dados pela seguinte sucessao infinita de composicoes

O-A,% = 0A11Bl eee O-AiiBi .. € TA,% = TA:UB:[ eee TAifBi eee

sdo chamados, respectivamente,edqueleto por afinamento e exoesqueleto por espessamento de

parametros4 e 3. O

As sequénciad e® que parametrizam o esqueleto por afinamento e o exoesqueleto por espessamento,

usualmente, sdo equivalentes as rotacdes sucessivas de um padrao.
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Fig. 9.32 — Eliminacao dos objetos que tocam as bordas.

A Figura 9.35 ilustra a aplicacéo do esqueleto por afinamento. Observamos que os esqueletos em |
(c) e (d)sdo homotdpicos, enquanto os esqueletos em (bnédesdo homotdpicos. Notamos também
gue o incremento de rotacdo (45-90) tem influéncia no fato do esqueleto ser homotépico ou néo. P
exemplo, em (b), que é um esqueleto ndo homotopico, e em (c), que é um esqueleto homotapico, ten
como parametro o0 mesmo padrao, porém um incremento de rotacdo diferente.

A Figura 9.36 apresenta a aplicacdo de um esqueleto homotépico a imagem de um conjunto de letr

A Figura 9.37 ilustra a aplicacédo do exoesqueleto por espessamento. Observamos que nenhum de:
exoesqueletos é homotépico, devido ao espessamento da moldura da imagem, ocorrido porque a era
e a anti—dilatacdo usadas terem sido implementadas como transformagdes condicionalmente invarian
por translagao.

Em alguns casos, a composic¢ao de dois esqueletos pode levar a esqueletos com propriedades mai
teressantes. A Figura 9.38 apresenta a aplicacdo da composicao de dois esqueletos por afinamento a
gem das letras.
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<

Fig. 9.33 — Filtragem de objetos pequenos.

Uma outra composicao de esqueletos interessante € um esqueleto homotépico, seguido de um esquele
to que “come” as pontas soltas de imagens finas. Esta composi¢céo de esqueletos aparece, por exemplc
no operador conhecido corsKlZ que cria uma particdo do dominio de definicdo das imagens a partir
de uma imagem de referéncia. Para cada componente conexa da imagem de referéncia, existira um gom
correspondente da particdo, que sera chamai de influéncia da componente conexa.

A Figura 9.39 ilustra a aplicagdo do SKIZ & imagem das células. A unido com a moldura da imagem
garante que as pontas do esqueleto que tocam a moldura ndo sejam eliminadas.

SejamA, B, C eD elementos estrutrantes primitivos. Sejdnd, C e D sequéncias infinitas de ele-
mentos estruturantes primitivos, respectivamente, com elemapt@, C; e D;, tais queA, = A’ ,
B,=B,C =C, D =D,ACBeCCD,ecomindicé = 0,90,180,270,. O operador
oapc,p SobreP(E), dado pela seguinte sucessao infinita de composicoes

OaBCD = (OAofBo A 0A901590 A O-CofDo) (aAifBi A 0Ai+901Bi+90 A OCifDi)
€ chamadesqueleto por afinamento filtrado de parametrosB, C e D.

A Figura 9.40 apresenta uma aplicacdo do esqueleto por afinamento filtrado a imagem das letras.
Comparando este resultado com os das Figuras 9.36 e 9.38, observamos que este esqueleto homotdpic
€ menos ruidoso do que os outros esqueletos homotdpicos apresentados. De fato, Jang e Chin [JanChi9(
analisaram teoricamente o esqueleto por afinamento filtrado, com os parametros fixados na Figura 9.40,
e provaram que ele é sempre formado de curvas simples.
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Fig. 9.34 — Fechamento de buracos.

Definicdo 9.12(esqueleto condicional por afinamento e exoesqueleto condicional por espessamen
to) — Seja'um elemento d&(E), os operadores, 4 y €7, 4 y, SObreP(E), dados pela seguinte susse¢ao
infinita de composicdes

O-A,%,Y = 0A01801Y .o O-AhBi,Y .. € TA,%,Y = TAO’BO’Y .o TAhBhY ceey

sdo chamados, respectivamentegsigueleto condicional (ou geodésico) por afinamento e exoesqueleto
condicional (ou geodésico) por espessamento de paraméted8, dado Y O

Uma aplicacdo usual do exoesqueleto condicional por espessamento homotdpico € para a segmenta
de objetos superpostos, um problema tipico em analise de imagens citoldgicas ou industriais. A Figu
9.41 ilustra o efeito de separacéo de dois discos

A aplicacao simples do operador acima pode distorcer consideravelmente a curva de separacao
objetos. Um artificio que pode—se empregar para suavizar este efeito € aplicar este exoesqueleto sucess
mente a i—erosdo da imagem original, éaamando valores decrescentesidée 1 A Figura 9.42 apre-
senta algumas iteracbes do especamento condicional suave. E interessante comparar os resultados
Figuras 9.41 e 9.42.
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0 43(X)

0 43(X)

Fig. 9.35 — Esqueletos por afinamento.
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0 43(X)

Fig. 9.36 — Esqueleto por afinamento.

Definicdo 9.13(eroséo ultima) — O operador primitiyg sobre®(E), dado pela seguinte composigéo

i i
P = V €g ~ VB(i+1€Rs
i =0,1,. Beg
€ chamado derosao ultima de parametro. B O

A Figura 9.43 apresenta a construcdo da erosao ultima.
Definicdo 9.14(bissetor condicional de ordeh— O operador primitivgg sobre?®(E), dado pela se-
guinte composicao

e, Y,
€ chamaddissetor condicional de orden n e de parametro B O
A Figura 9.44 apresenta a construgéo do bissetor condicional.

Definicdo 9.15(esqueleto morfologico) — O operador primitivg sobre(E), dado pela seguinte com-
posicéo

0g = V € ~VB€i’
i=0,1.. ° B
€ chamadesqueleto morfolodgico de parametro B O

A Figura 9.45 apresenta a construcdo do esqueleto morfolégico.

Os operadores de eroséo ultima, bissetor condicional e esqueleto morfoldégico, em muitos casos, s
empregados para produzir marcadores que identificam objetos superpostos. De fato, o bissetor condic
nal € um operador intermediario entre a erosao ultima e o esqueleto morfolégico, dependendo da esco
do parametro ele se aproxima mais de um ou de outro. Raxa0, o bissetor condicional sera o préprio
esqueleto morfologico. Para valoresndicima de um certo valor minimo, o bissetor condicional sera a
propria erosao ultima.
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Fig. 9.37 — Exoesqueletos por espessamento.



209

Fig. 9.38 — Composicéo de esqueletos por afinamento.

Exercicio 9.3(Caixa de Ferramentas da MM) — Implemente os programas do nivel 3 na forma de work:
spaces do sistema KHOROS, usando os “glyohs” do mddulo “tools” e dos niveis basico, 1 e 2 da “MMac
toolbox”. O
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Fig. 9.39 — SKIZ.
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Fig. 9.40 — Esqueleto por afinamento filtrado.
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Fig. 9.41 — Espessamentos condicionais. .
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Fig. 9.42 — Espessamento condicional suave.
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Fig. 9.43 — Eroséo ultima.
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Fig. 9.44 — Bissetor condicional.
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Fig. 9.45 — Esqueleto morfolégico.



