Capitulo 6

Aberturas e fechamentos

Neste capitulo vamos introduzir duas novas classes de operadores: a abertura e o fechamento, que ocu
um papel fundamental na area dos filtros morfolégicos [Serra88]. Como ja fizemos com os operadore
elementares, adoteremos uma abordagem axiomatica.

As nocgdes de abertura e fechamento foram primeiramente introduzidas no ambito da topologia. Dac
um espaco topologico, a abertura (resp. fechamento) corresponde ao operador que produz o interior (re
fecho) de um dado subconjunto.

Moore, em 1910, estendeu o conceito de fechamento ao reticulado cormgiEtod) [Birkho67,
p. 111]. As aberturas (resp. fechamentos) sobre reticulados completos sdo operadores que produzen
infimos (resp. supremos) de elementos de subconjuntos sup—fechados (resp. inf-fechados).

Em termos pratico, interpretando uma imagem binaria como sendo o “espaco disponivel”, a abertul
produz o “espaco util” em relacdo a padrées que queremos colocar dentro do “espaco disponivel”.

Primeiramente, apresentamos as aberturas e os fechamentos ditos algébricos. Em seguida, aprese
mMos 0 caso particular das aberturas e dos fechamentos morfologicos. As aberturas e os fechamentos &
bricos séo caracterizados por meio de subcole¢des sup—fechadas de subconjuntos.

Finalmente, as aberturas e os fechamentos invariantes por translagcéo, que receberam muita atencac
primoérdios da Morfologia Matemética [Mather75], serdo estudados e o teorema de Matheron sobre
decomposicdo das aberturas algébricas (resp. fechamentos algébricos) em termos da unido (resp. in
sec¢do) de aberturas morfoldgicas (resp. fechamentos morfoldgicos) é apresentado.

6.1 Aberturas e fechamentos algébricos

As aberturas e os fechamentos séo casos particulares de filtros morfologic$ER&ja simplesmente
P, a colecdo de todos os subconjunto&d®sfiltros morfolégicossobre? sao operadores (sob#®
isotdnicos e idempotentes (de tipo 1).
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100 CAPITULO 6. ABERTURAS E FECHAMENTOS

Defini¢cdo 6.1(abertura e fechamento) — Um filtro morfolégico (saByanti—extensivo é unabertura
(algébrica)(sobrep). Um filtro morfolégico (sobré) extensivo € urfechamento (algébricqyobrep).
O

Uma abertura sobr@ é denotada genericamente pa@ um fechamento p@r. O subconjunto das
aberturas é denotadice o dos fechamentds Estes dois conjuntos de operadores tém as seguintes pro-
priedades.

Exercicio 6.1{propriedades das aberturas e dos fechamentos) — Prove que paadody

() X =2 X)) e o( U XN =0 U aX). O
Xe% Xe% X E % X E %
Prova — De um lado, para tods C ¥,
y( () X C () v =y () X)) Ty ) ¥X) (v € isotdnico)
Xe % Xe% Xe% Xe%
<y () Xy ) yX), (y € idempotente)
Xe% Xe%

isto €, desde que, pela isotonja e a Proposicdo 3.1y( () X)C () »(X), temos
Xe % Xe %

y( () X) Cy( () 7(X). De outro lado, para todis C P,
XeP%

X €% S
() X)) C () X (y é anti-extensivo)

X €% Xe%
c ) X (y é anti—extensivo)

Xe®%

isto é, pelaidempoténcia e a isotonig,d€ ﬂ (X)) C ( ﬂ X). Isto prova que, para todé C P,
XE® X E®

temosy( () X) =y( () (X))
X €% X €%

A prova da igualdade para os fechamentos é similar ou ainda decorre da igualdade para as abertura:

por dualidade. O
Proposicao 6.1(propriedades das arberturas e fechamentos) — O subconjunto das abdras@asdos
fechamento®) é um subconjunto sup—fechado (resp. inf-fechad@)¥e O

Prova ([RonHei91, Prop. 2.1]) — Sej C I'. Pela Proposicéo 3.6, U@ anti—extensivo.

Vamos provar que sipé isotdnico. Os operadores Bhsendo isotbnicos, pelo que foi visto na Secao
3.3, sufy é também isotdnico.

Vamos provar que sipé idempotente. De um lado, paratéHa_ I'ey € W,
Yy =yy (v € idempotente)
< y(sup?) (v é isotdnicay < sup¥ e Proposicao 3.15)
< (sup¥)(sup¥), (y < sup¥ e Proposicéo 3.15)
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isto é, (sul)(sup?) é I.s. de¥ e, pela definicdo de supremo, Bug (sup¥)(sup?). Por outro lado,
para todo¥ C T,

supgl < = (sup?)(sup?) < ((sup¥d) (Proposicao 3.15)
< (sup?)(sup?) < (sup?), (¢ € o elemento neutro da composicao)
isto €, desde que (Slfp< () é sempre verdade (SHE anti—-extensivo), temos (3Hj(sup¥) < supV.
Assim, pela ant—simetria dg, (supP)(sup?) = sup¥ e sup¥ é idempotente.

Isto prova que, para todd C I', supV € uma abertura. Consequentemelité,um conjunto sup—
fechado. A prova qu@ é um conjunto inf-fechado é similar ou ainda decorre por dualidade do fato que
I' € um conjunto sup—fechado. O

Pelas Proposicoes 3.9 e 6.1, o conjuhtias aberturagesp.® dos fechamentos) provido da relacao
de ordem< é umreticulado completo

No caso das aberturas, para t&la_ I', temos

sup¥W = Supy e infy < infw,
PP T r PP

Associado a cada operador, podemos definir uma colecéo particular de subconjuntos chamado
dominio de invariancia.

Definicdo 6.2(dominio de invariancia de um operador) — Sajan subconjunto dg, e sejay um opera-
dor sobreP(E). O subconjuntX é uminvariante dap se e somente $gX) = X. A cole¢do de todos os

invariantes dey € odominio de invariancia dg e é denotada por Iny). O
Exercicio 6.2(dominio de invariancia de um operador idempotente) — Mostrg @uen operador idem-
potente (de tipo 1) se e somente seyhve y(P). O

Prova — Sejay um operador idempotente. Por um lado, pela definicdo de indempot@(Xja& um
invariante dey, o que prova que(®) C Inv(y). Por outro lado, pela definicdo de imagem de um mapea-
mento,y(X) € y(P), assim, para todX € P, se X & y(P) entdoX = y(X) e, conseqientemente,

X & Inv(y) Em outros termos, Iny) C ¢(%). O que prova, pela anti-simetria da inclusdo, que
Inv(y) = %(P).

Inversamente, seja um operador que verifica Iny) = y(¥P). Pela definicAo de imagem de um
mapeamento, para todd € P, yp(X) € um invariante dey, entdo, pela definicdo de invariante,
Y(yp(X)) = yw(X). O que prova qug € um operador idempotente. O
Proposicéo 6.2propriedade do dominio de invariancia dos operadores isotbnicos e anti—extensi-
vos) — Sejg um operador isotbnico e anti—extensivo (resp. extensivo), entdo seu dominio de invarianci
Inv(y) € uma subcolecao sup—fechada (resp. inf—fechada). O

Prova — Para todo operadgrisoténico e anti—extensivo, s€faC Inv(y) e 6 # (. Por um lado, para
todoB € %,

B = y(B) (B € Inv(y))
C y(sSupn), (B C supt ey é isotdnico)
isto é,y(supk) € I.s. deX ou ainda, pela definicdo de supremo,%up y(su@c). Por outro lado, pela
anti-extensividade de, y(supt) C supgt. Pela anti-simetria de_, isto prova que para todo

% C Inv(y) e B = 0, y(supt) = supt. No casdl = ), pela anti—extensividade gey(0) < 0, isto

é,y(0) = 0. Assim, paratodé C Inv(y), suft € Inv(y). Em outros termos, Iny]) € uma subcolecéo
sup—fechada.
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No caso dos operadorgsisotdnicos e extensivos, a prova que )\ uma subcolecéo inf-fechada

€ similar ou ainda decorre por dualidade do fato quey)r¥(ama subcolecéo sup—fechada quanédo
isotdnico e anti—extensivo. O

Vamos agora introduzir um mecanismo de construcao de aberturas e fechamentos.

Sejad uma subcolec¢ao qualquer@econsideramos agora os operadotge ¢, sobre? definidos
por

va(X) =supBE B: BC X} (XEP)
p(X) =in{BEB: XCB} (XEP).
Proposicéo 6.3construcdo de aberturas e fechamentos) — Parétad®, y, € uma abertura solife

e ¢4 € um fechamento sobe O
Prova — Seja® C P. Vamos provar que,, € isotonica. Para tod$, e X, em?,
X;CX,={BeE®dB: BCX} C{BeB: BCXy} (transitividade)
= Y5(X) C yg(Xy). (definicéo dey, e propriedade do supremo)

Isto prova que,, € isotonica.

Vamos provar queg, € anti-extensivo. Para todcem®, X é l.s. de B € B: B C X}, isto €, pela
definicao de supremo, sup{e B : B C X} C Xou ainda, pela definicéo g, y4(X) C X. Isto prova
queyg € anti-extensivo.

Vamos provar que, € idempotente. Por um lado,

Vg =L = VoV = Vg (Proposicéo 3.15)
< YaVg = YV (¢ € elemento neutro da composicao)
isto €, desde que, é anti—extensivoy, < ), temosy,y4 < 4. Por outro lado, para todoem®,
YaVa(X) = Y474 (X)) (definicdo do composto)
= yq(sup{B € B: B C X}) (definicao dey)
Dsupa({BeB: BCX}) (4 € isotonico e Proposicao 3.1)
=supBE B: BC X} (y4(B) = B(B € B))
= Vgg(x),

isto e, pela definicdo de, y4 < y4yq. Assim, pela anti-simetria de, y4 = Y474, 0 que prova que
vq € idempotente.

Em outros termog;,, € uma abertura. A prova qieg € um fechamento decorre por dualidade do fato
queyy € uma abertura. O

Os operadoreg,, € ¢, sobre chamam-se, respectivamergtiegrtura pela colecad (ouabertura
por B) efechamento pela colecéi® (oufechamento poB). A Figura 6.1 mostra uma abertura por uma
colecéo de apenas dois subconjuntos. Desde que os dois subconjuntos sao coKiidagsufitado da
abertura dX € a unido destes. A Figura 6.2 mostra um fechamento por uma outra colecao de dois subcon-
juntos. Desde que os dois subconjuntos cotgaresultado do fechamento Xi& a intersecéo destes.

Agora, estamos interessados em mostrar que o mecanismo de construcao de aberturas e fechamentc
da Proposicédo 6.3 é capaz de gerar todas as aberturas e fechamentos. Em outros termos, queremos car:
terizar estas duas classes de operadores. Precisamos antes enunciar mais uma proposicao relativa as abet
ras. Por dualidade, teriamos uma proposicéo similar relativa aos fechamentos.
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Fig. 6.1 — Abertura algébrica de um subconjunto.

Proposicao 6.4(propriedade das aberturas) — Sejama abertura sobr® ey um operador sobr@,
isotonico e anti—-extensivo. Entdo as quatro proposi¢cdes abaixo sdo equivalentes:

@Dy =y,

@) vy =i

) vy =7

(4) Invly) C Inv(y). O

Prova ([RonHei91, Prop. 2.3]) — Vamos provar que (1) implica (2).

y =yy (v é idempotente)
<y (v é isotdnicay < y e Proposicao 3.15)
< (v € isotdnicay < ¢ e Proposicdo 3.15)
=, (¢ € elemento neutro da composicao)

isto é,y < yy eyy <y, e pela anti-simetria de, yyp = y.
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Vamos provar que (2) implica (3).

Y =yy (v é idempotente)
= vy vy =v)
< wy (y < ¢ e Proposicao 3.15)
= yy (¢ é elemento neutro da composicdo)
<y (v <t e Proposicéo 3.15)
<, (¢ € elemento neutro da composicao)

isto é,y < yy eyy <y, e pela anti-simetria de, yy = y.
Vamos provar que (3) implica (4). Para tolem,

X e Inv(y) < X = y(X) (definicdo de Inv)
= P(X) = p((X)) e X =y(X) (y € mapeamento)
< Yy(X) = yy(X) e X=y(X) (definicdo de composto)
= P(X) =r(X) e X=y(X) (wy =7)
< Y(X) = X (equivaléncia logica)
< X € Inv(y), (definicéo de Inv)

isto &, Invg) C Inv(y).
Vamos provar que (4) implica (3). Para tolem,

y(X) € Inv(y) (idempoténcia de)
€ Inv(y), (Inv(y) C Inv(y) e definicdo deC)

isto é, pela definicao de Iny(y(X)) = y(X). Em outros termosyy = 7.
Vamos provar que (3) implica (1).

y<1 =Yy <yt (Proposicéo 3.15)
< Yy <Y (¢ € elemento neutro da composicéo)
=y S, (yy =v)

isto é, desde queé anti—extensivoy < . O

Para podermos caracterizar as aberturas e os fechamentos, vamos precisar das subcolec¢des sup—fect
das e inf—-fechadas @¥(ver Definicéo 3.7). Denotaremos p{fP) o conjunto das subcole¢des sup—fecha-
das e pod(?P) o das subcolecdes inf-fechadas. Lembramos que uma subcolecao inf-fechada chama—se
tambémfamilia de MoorgBirkho67, p. 111]. Vamos caracterizar primeiro as aberturas.

Proposicao 6.5caracterizacao das aberturas) — O mapeameritedef(P),

y = Inv(y)
€ uma bijecao. Seu inverso é

Byy . O

Prova — Antes de tudo, verificamos que pela Proposi¢éo 6.2, parasotios?, Inv(y) € uma subcolecéo
sup—fechado d&, e pela Proposicéo 6.3, para t@subcolec¢éo d@, y, € uma abertura.
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Vamos provar que — Inv(y) € uma bijegdo. Em primeiro lugar, para todo operagery, sobre?,

Inv(yy) = Inv(y,) < Inv(yy) CInv(y,) e Invgy) CInv(y,)
(reflexividade e anti—simetria d€)

S YISy, €Y=<V, (Proposicéo 6.4)
S Y=Yy, (reflexividade e anti—simetria de)

Isto prova que 0 mapeamente~ Inv(y) € injetor.
Em segundo lugar, para todbe (P) e X € P,

XEInV(yg) < X =y4(X) (definicdo de Inv)
< X=supBeE B: BC X} (definicao dey)
o XEeE B, (“® é sup—fechado” prova>)

(“X é o0 maior elemento dB{€ B : B C X}" prova <)

em outros termos, para totloe f(?P), Inv(y,) = B. Isto prova que o mapeamente> Inv(y) € sobreje-
tor e consequentemente é uma bijecéo. O

A Proposicao 6.5 mostra que existe uma correspondéncia um por uii etf(f®). As subcolecdes
sup—fechadas d& caracterizam sem ambiguidade as aberturas. A Figura 6.3 ilustra este resultado

Em relacdo aos fechamentos, temos um resultado dual. O mapeaméntendé(?) dado por
¢ — Inv(¢) € uma bijecéo e seu invers@é— ¢,. Isto &, temos a correspondéncia um por um entre as
familias de Moore e os fechamentos.

Com a Proposicao 6.5 podemos dar uma interpretacao interessante da abertura por uma subcole
sup—fechada de um subconjuioSe® é uma subcolecédo sup—fechada, entéo, pela Proposicao 6.5,
Inv(ys) = B. Conseqlientemente, pela idempoténcig ge pelo Exercicio 6.2, para todoem P,
v4(X) € B, isto &, pelas definicbes gg e de supremo, e pela anti—extensividade,ge subconjunto
v4(X) € omaior subconjuntd de® tal queB C X.

Os subconjunto$(?) e 9(P) sao reticulados completos. Isto decorre da Proposicao 3.9 e do fato que
estes sdo, respectivamente, inf-fechado e sup—fechado. Vamos provar, por exenffi®), &uen sub-

conjunto inf-fechado. Para todo C () e %6 C infX, pela definicdo de infim@g € L.i. deX, isto &,
% C P paratoddp € X. Mas, como todo elemento Het sup—fechado, stpE B para todaB € X.

Entdo, pela definicho de intersecédo, Bup ﬂ P, isto é, pela propriedade da intersecéo,
B € X
su@b € infX. Em outros termos, iXfé uma colecao sup—fechada, ou aind @&fS(P). Isto prova que
() é um subconjunto inf—fechado.
Em relacdo as aberturas, podemos entdo enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 6.6(isomorfismo de reticulados) — O reticuladalas aberturasobre® e o reticulado do
conjunto $(%), sédo isomorfos. Em outros termgs:> Inv(y) € um isomorfismo de reticulado, isto &,
y > Inv(y) € uma bijecéo e para togig ey, emT,

v1 < Yo, < Inv(yy) C Inv(y,) . (isotonia dupla)
O
Prova — O resultado decorre das Proposicdes 6.4 e 6.5. O

Em relacdo aos fechamentos, temos uma proposi¢cao dual.
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\
\
} P5(X)

Fig. 6.2 — Fechamento algébrico de um subconjunto.

#(P)

Fig. 6.3 — Bijecao entre as aberturas e as colec¢des sup—fechadas.
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Proposicéo 6.7(propriedade da unido e intersegéo de aberturas) —/8eja ma familia de aberturas

sobre®, seja ;);<, a familia dos respectivos dominios de invariancia, ist®, & Inv(y;) para todo
iEl,eseaB ={BeLP): Ji€l, B =%} Entdo

4 = V Vi
;(t;)gs, iel
Y = Vi - 0
AL i/e\| '
Prova — A prova é similar a da Proposicédo 3.12. O

Em particular, a unido de duas aberturas (distintas) coincida com a abertura pelo supremo dos domin
de invariancia. A intersecao de duas aberturas € maior que a abertura pela intersecdo dos dominios de it
riancia. Em outros termos,

= Vv e = N Yo.
Vﬁ(gg{%b%} Y1V 72 Yans, =V1 /2N 7V2

Pela Proposicao 3.%,(%5){%1,%2} € a menor subcole¢éo sup—fechada que cofigm®..

Como Ward em 1942 [Szasz71], € interessante notar que uma abertura (resp. fechamento) cc
dominio de invarianci& produz o infimo (resp. supremo) éhde uma subcolecao qualquer de subcon-
juntos entB a partir da intersecao (resp. uniao) destes.

Proposicao 6.8propriedade do dominio de invariancia das aberturas e dos fechamentos) #riSaja
abertura sobr@ e sejaB seu dominio de invariancia. A colec¢ié@ um reticulado completo relativamente
a inclusao e para tod C B,

inf% = y,( (N X).
B X eE®B

Sejag um fechamento sobfk e sejaB seu dominio de invariancia. A coleci@ um reticulado com-
pleto relativamente a inclusédo e para togla B,

S%p%e%( U X. O
X E D

Prova — De um lado, pela Proposi¢céo 6 uma subcolecdo sup—fechadadeljeX), entdo pela Pro-
posicao 3.9,%, C) é um reticulado completo. De outro lado, para tda 3,

i%f%‘ =sup{B € B: Béli dex} (Proposicao 3.8)
=supBeEe B: BC ig)f %} (definicdo de infimo)
=supBE B: BC ﬂ X} (propriedade da intersecéo)

X' €%

=y4( [ X (definicAo de abertura pay)
X €%
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A prova do resultado sobre os fechementos é similar a prova decorre do resultado sobre as abertura:
por dualidade. O

As vezes, € interessante fazer uma distingdo entre os invariantes de uma abertura e os de um fecha
mento.

Definicdo 6.3(abertos e fechados) — Sejamp, respectivamente, uma abertura e um fechamento sobre
P. Os invariantes dechamam-se dabertos relativos @. Os invariantes d¢ chamam-se dechados
relativos ag. O

Pela Proposicao 6.2, a uniao de abertos é um aberto e a intersecéo de fechados € um fechado.

Antes de terminar esta se¢do, vamos introduzir a nogéo de subcole¢céo sup—fechada gerada e apresent
trés proposigdes interessantes ligadas as aberturas.

Seja®B uma subcolecdo qualquer@eA subcolecao sup—fechada gerada fioé a subcolecdo de
denotada® e dada por
P={XeEP: IB C B, sums = X}.

Proposicao 6.9dominio de invariancia de uma abertura por uma subcolecdo) ® 8aja subcolecdo
de® entéo

Inv(yy) = B. O
Prova — Para toda subcolec@bde P,
X e Inv(yy) < yq(X) =X (definicdo de Inv)
< supBEPB: BC X} =X (definicao dey,)

< 3% C B, supt = X
(X ={BeEB: BC X} prova=)
(X =supc CsupBE€ B: BC X} C Xprova<)

< XE B, (definicdo deB)
isto &, Invfy) = B. O

Esta primeira proposicéo associada as Proposi¢des 6.2 e 6.3 mosStéargaémente uma subcolecéo
sup—fechado, isto & € $(P).

Sed é uma subcolecéo sup—fechada entéo, pela Proposicéo 6y5) lsv, mas pela Proposicéo
6.9, Invf,) = B, isto prova que, neste cash,= B.

Observamos que 0 mapeament@{e) em P(P), B — B € a composicap — Inv(y) por B — Ve

Proposicao 6.1Qfechamento das subcolecdes de subconjuntos) — O mapeaméitd)dam P(P),
B — B € um fechamento. O

Prova — Vamos provar qué — 3 é isotonico. Para tod#, e B, tal que®, C B,, e todoX em?,
XE B, < 36 C B, suft = X (definicdo de®)
= 3% C B,, supb = X (B, C B,
< XEB,, (definicio deB)
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isto 6,83, C B, = P, C B..
Vamos provar quéd — P é extensivo. Para todbem®,
XEB = X C B, supt = X (% = {X})
< XEB, (definicio deB)
isto é,8 C B.
Vamos provar qued — B é idempotente. Por um lado, pela extensividBde B e pela isotonia
B C B. Por outro lado, para todbemP,

XEB < A% C P, supb = X (definicdo deB)
= XEP, (B é sup—fechado)
isto ,B C B. Assim,B = B. O

Com esta segunda proposi¢éo observamos o seguinteB;Seja®B € $(P): i €1, B = B;}.
Aplicando ao fechament® — B a Proposic¢éo 6.8, para toda famili)(<, a valores enf(®), temos

SUpB, = B;.
B = Y
Assim, a igualdade da Proposicéo 6.7 pode se reescrever
Yy = V Vi
U?Bi el
i€l

Em particular, a unido de duas aberturas (distintas) coincida com a abertura pela subcolec&o su
fechada gerada pela unido dos dominios de invariancia. Em outros termos,

VEum, ~ V1 VYo
Proposicao 6.11(aberturas equivalentes) — S@jaima subcolecdo de entéo

Vg = Vg - 0
Prova — Para todaB C P,
Inv(y;) = B (Proposicao 6.9)
= Inv(yq) (Proposicéo 6.9)
= Inv(yy), (Inv(y4) € sup—fechada)
isto é, pela Proposicéo 6.5, para téla_ P, Yg = Vg O

Com esta terceira proposicéo, a igualdade da Proposicao 6.7 pode ainda se simplificar

Y = Vi
Ua i€l
i€l
Em particular, a unido de duas aberturas (distintas) coincida, simplesmente, com a abertura pela uni
dos dominios de invariancia. Em outros termos,

Yaus, = V1V V2.
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Seja® uma subcolegdo sup—fechada. Uma subcolé¢dal que®’ = B, chama—se dease dep.

Encontrada uma base pa@atemos uma maneira de simplificar a constru¢ao da abertuga per
fato, pela Proposicéo 6.11, a aberturadpéridéntica a abertura pela ba@sgem outros termog,, = v

6.2 Aberturas e fechamentos morfologicos

Vamos agora deduzir algumas propriedades adicionais relativas aos pares de erosdes e dilatacdes for
mando as conexdes de Galois do Capitulo 5.

Proposicao 6.1 propriedade das conexdes de Galois) — $efg ma conexao de Galois entfk, ©)
e @, C), entéo

€de = € € 0ed = 0. O
Prova — Seja €,0) um par de operadores sol®ePor um lado,

(€,0) é conexdo de Galois> de < ¢ (definicdo de conexao de Galois)
= €€ < el (¢ é isotdnico e Proposicdo 3.15)
< ede < e. (¢ € elemento neutro da composicao)

De outro lado,

(€,0) é conexdo de Galois> | < €d (definicdo de conexao de Galois)
= le < ede (Proposicao 3.15)
< € < ele. (¢ € elemento neutro da composicao)

Em outros termos, pela anti-simetria de ede = e.
A prova queded = 9, € similar. O
Da Proposicao 6.12, deduzimos, que, para toda conexao de @alpis (

€ded = €0 e Oede = Oe.

Proposicao 6.13propriedade da composicdo de erosdo — dilatacdo formando uma conexdo de
Galois) — Sejae,0) uma conexao de Galois entt®, ©O) e @, C), entdode e €d sao, respectivamente,
uma abertura e um fechamento sabire O
Prova — Seja €,0) uma conexao de Galois entt®, O) e P, C). Pela definicdo de conexao de Galois,
os operadorede eed sdo isotbnicos e, respectivamente, anti—extensivo e extenvivo. Pela Proposicao 6.12,
0s operadorede e ed sdo também idempotentes. Isto provadpie ed sdo, respectivamente, uma aber-
tura e um fechamento. O

Esta proposicao justifica a seguinte definicao.

Definicdo 6.4(abertura e fechamento morfolégico) — Um opergdsobre® € umaabertura mor-
folbégicase e somente se existe uma conexdo de Galdsepitre (P, D) e @, C) tal quey = de. Um
operador sobreP é umfechamento morfoldgicse e somente se existe uma conexao de Galé)eftre
(?, D) e @, C)tal quep = €o. O
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Observamos que o mapeamento das conexdes de Galbis(e) — de ndo € injetor. O exemplo
abaixo mostra que duas conexdes de Galois podem gerar a mesma abertura morfoldgica.

SejaE = Ret(ny,n,), sejaA = {(x1,X,) € E: x; = 0} e sejaaa seguinte fungéo estruranteEdem
P(E)

_ sey € A
aw) = [{y} + (0,1) c.c. yEE).

Entdoda.ea = t eu =1, isto é, as conexdes de Galaig, §2) € ¢,¢) gerem a mesma abertura
Dado uma func¢éo estruturamtdeE em®, aabertura(morfolégicg por aé a abertura morfolégica
sobre®, denotadag/ 4 tal que
Ya = Oz€a,
e ofechamentdmorfol6gicg por aé o fechamento morfol6gico soliPedenotadap, tal que
$a = €x0a.

Exercicio 6.3(definicdo equivalente de abertura por uma funcéo estruturante)a-UBegfuncao d&
em®. Usando as definicbes dg e €5, prove que

ya(X) = U aly) (X € P). O
y € Eealy) C X

Toda abertura morfélogica (resp. fechamento morfélogico) é uma abertura algébrica (resp. feche

mento algébrico). O contrario geralmente ndo vale, mas pelo Teorema 1.4 de [Serra88] sabemos que tt
abertura algébrica pode se escrever como o supremo de aberturas morfoldgicas.

No caso das aberturas e fechamentos morfoldgicos, podemos determinar facilmente os abertos e
fechados.

Proposicao 6.14determinacdo dos abertos e dos fechados) — §é)auma conexado de Galois entre
(?, D) e @, C). Os abertos sdo as imagens de algum elemeftattavés da dilatac@o Os fechados
sdo as imagens de algum element@ddravés da eros@o Em outros termos,

Inv(de) = 6(P) e Inved) = €(P). O
Prova — Vamos provar o caso dos abertos. Para toda conexao de galpentre P, D) e @, C),
O(P) = 0ed(P) (Proposicao 6.12)
C 0¢(?P) (propriedade dos mapeamentos)
C o(P), (propriedade dos mapeamentos)

isto €, pela anti—simetria da inclus@g¢) = de(P) e, pela idempoténcia de e pelo Exercicio 6.2,
O(P) = Inv(de).
A prova no caso dos fechados é similar. O
A Figura 6.4 ilustra este resultado.

Exercicio 6.4(base do dominio de invariancia de uma abertura por um elemento estruturante) — Usanc
a Proposicéo 6.14, mostre que a subcole@& {P : dy € E, a(y) = B} € uma base para Inx). O
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—
€
3(P) = Inv(de) N— —————— €(P) = Inv(ed)
P ’ ‘ fechados P
T
o)
V\_/

Fig. 6.4 — Deteminacao dos abertos e fechados relativos a uma conexao de Galois.

Prova — Para todX € <P,

X E0y(P) & Y E P, 04(Y) = X (definicdo da imagem de um mapeamento)
< 3aree, U ay =X (definicdo dedy,)
vey
< JyeP, supBeP: Ay, aly) =B} =X (propriedade da uniao)

< JxrC{BeP: Ay E, aly) = B}, suplt = X
(B ={BeP: dyeY, aly) = B} prova=)
(Y={y€EE: aly) € %} prova <)

< Xe{Be P: Ay €E, a(y) = B}.
(definicao de subcolecéo sup—fechada gerada)

Isto €, pela Proposicdo 6.14, Ipy(= {B € ?: Ay € E, a(y) = B}.
Em outros termos, pela definicdo de bag& % : Ay € E, a(y) = B} é uma base para Inx).
O

Pelo resultado do Exercicio 6.4 e da Proposicao 6.11, &% gcqg. 3yck, ay)—g)- ASSIM, temos
um outro caminho para deduzir que a expressaq(®@ do Exercicio 6.3.

E muito importante notar que numa conexao de Galp3, € e 6 nAosio geralemente mapeamentos
reciprocos, isto é, umioé o inverso do outro ou ainda, mEtemosde = 1 OUed = ¢, temos apenas
0e <1 et < ed. Por exemplo, o subconjun¥y uma vez erodido por uma eroséndo pode sere-
construidopor méio da dilatacad (geralmentaaotemosd(e(X)) = X).

No entanto, esta reconstrucdo, apds uma erosao, é possivel para os abertos (ddatiesmas os
seguintes resultados. Para tode& e(P) (isto €, para todo fechado relatived, seja%y a cole¢édo de
todos os subconjuntosem P tal quee(X) = Y. A dilatag&o dé/ por d, 5(Y) € um elemento d&y (Y
fechado,e(6(Y)) = Y), o(Y) podeser reconstuido por méio da dilatagéapds uma erosao pei(pela
Proposicéo 6.12¢e(3(Y)) = 4(Y)), o(Y) é olnicodentre d€6, que pode ser reconstruidog um mapea-
mento) ed(Y) & o menor de todos os membrosEle(d(Y) = de(X) < X, para todos o¥X € %y).
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A Figura 6.5 ilustra estes resultados.Nesta figura, a eeosadilatacdd séo invariantes por trans-
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Fig. 6.5 — Problema da reconstru¢do apés uma erosao.

lac&o e tém como elemento estruturante o quadrad@.30s subconjuntaX;, X, e X5 (X3 = d(Y)) séo
exemplos de elementos @&, isto €, a suas erosdes produ2éi@bserva—se que somentg pode ser

reconstruido exatamente pela dilatag@pos a erosée Oberserva—se tambem g¥gé menor que;
e X,.

Como no caso das dilatagfes e erosdes, podemos estabelecer relagdes entre as aberturas e os fech:
tos por fungdes estruturantes. Vamos estabelecer uma relagdo baseada na dualidade por complement
da Secéo 5.2. Precisamos do resultado do seguinte exercico.

Exercicio 6.5(dual do composto) — Sejaime 8 dois operadores sobfe Prove que

@p)" =a'p". O
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Proposicao 6.15transposicédo versus dualidade por complementacédo) — As proposicoes abaixo séo
equivalentes. Para todoe b em 9°F,

a eb mutuamente transposte y, € ¢, mutuamente duais por complementacéao;

Va* = Qa:
‘Pb* = VYt - O
Prova — Vamos provar a segunda proposicdo. Paradein 9F,
Va = (Be€a)’ (definicdo dey,)
=0, €5 (Exercicio 6.5)
= €,04 (Proposicao 5.12)
= ¢ (definicao depy)

Em outros termos, a composicaoydes y* pora > 044, iSto é,a+> 0€a € idéntica a composicdo
deb— e 0, pora— a, isto é,a>€,0, -

As outras proposicdes decorrem deste resultado usando o fato que 0s mapeameni@s— €4,
b+ €0, € a— a' sdo bijecdes. O

A Figura 6.6 ilustra o resultado da Proposi¢do 6.15 e mostra como ele é obtido.

Fig. 6.6 — Transposicao versus dualidade por complementacao.

6.3 Aberturas e fechamentos invariantes por translacao

Para estudar as aberturas e os fechamentos morfolégicos invariantes por translagao precisamos definir
nocéao de subcolecao invariante por translagao.
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Definicdo 6.5(subcolecao invariante por translacéo) — &ajen grupo Abeliano. Uma subcolec¢iale
P(E) éinvariante por translacéo (i.t.3e e somente se, para tadé& E,

Tu(%) = % O
Exercicio 6.6(condicao suficiente para uma subcolecao ser i.t.) -E38jagrupo Abeliano. Sefd uma
subcolecdo d&(E) entado

(tu(B)C B (UEE) = Léit. O
Prova — De um lado, por hipotese, para tad& E, 7,(%) C %. De outro lado, para todo € E,
T_y(B) C B = 1y(r - y(%6)) C 7Y4(X) (ty € isotbnico)
< 747 —y(B) C 7y(0) (definicdo de composto)
< 1(6) C 1y(%) (lei do elemento neutro)
< B C 1y(%0). (definicdo de)
Assim, pela anti—simetria d&, 7,(%) = %X e% é i.t.. O

Os operadores invariantes por translacéo tém a seguinte propriedade.
Proposicao 6.1§invariancia por translacdo do dominio de invariancia) — Bejm grupo Abeliano.
Sejay um operador invariante por translacao s@ki€) entdo seu dominio de invariancia py€ invari-

ante por translagao. O
Prova — Para toda € E e todoB € Inv(y),

Y(Tu(B)) = yru(B) (definicdo de composto)
= T(B) yeiy
= 7y(yw(B)) (definicdo de composto)
= 1y(B), (B € Inv(y))

isto é,7y(B) € Inv(y). Em outros termos, para todoc E, 7,(Inv(y)) C Inv(y). Pelo resultado do
Exercicio 6.6, isto prova que Iny) é i.t.. O

As aberturas e os fechamentos por uma subcoleg¢é&o invariante por translagéo tém a seguinte prop
dade.

Proposicao 6.17invariancia por translacao das aberturas e dos fechamentos por uma subcolec¢éao invari
nte por translacao) — Sdgaum grupo Abeliano. Seja uma subcolecéo invariante por translaca®

entdoy, e ¢4 sdo invariantes por translagao. O
Prova — Para toda € E e todoX € P,

Ty (X) = Tu(y4(X)) (definicdo de composto)
=1y(supBE€ B: BC X}) (definicao dey)
=sup({BE€EB: BCX}) (7y € uma dilatacéo)
=sup{yre P: AB€ B, 7y(B) = YeB C X} (definicdo de imagem)

=supfy € P: AB € B, 1y(B) = YeryB) C ry(X)}
(ty € um automorfismo)

sup{Y € 7y(B) : Y C ty(X)} (definicdo de imagem)
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=sup{Yy € B: Y C ry(X)} (B éit)
= y4(Tu(X)) (definicao dey )
= y4Tu(X), (definicdo de composto)

isto €, para todo € E, 744 = y4Tu. Em outros termog;, € i.t..

A prova quep, € similar. O

Junto com a caracterizacao ja feita das arberturas, as proposic6es acima permitem caracterizar as abe
turas invartiantes por translagao.
Proposicdo 6.18caracterizacdo das aberturas invariantes por translagéo) E @ejgrupo Abeliano.

Sejal’ o conjunto das aberturas invariantes por translacao $¢BjeO mapeamento dé& no subcon-
junto de¥(P(E)) das subcolec¢des invariantes por translacao,

y = Inv(y)
€ uma bijecao. Seu inverso é

Bryy . O

Prova — Pela Proposic¢éo 6.5, sabemos)guey 5, € uma bijecéo deemy(P). Basta entdo observar que,
pela Proposicdo 6.16, para toge I'', Inv(y) € i.t., e que, pela Proposicdo 6.17, para tBda $(P)
eit,yqéit. O

Em relagcéo aos fechamentos, temos um resultado dual. O mapeam@hto denjunto dos fecha-
mentos invariantes por translacéo sab{E), no subconjunto d&(%(E)) das subcole¢des invariantes por
translacéo, dado pgr— Inv(¢) € uma bijecéo e seu invers@eé— ¢,.

Vamos agora considerar o caso de aberturas e fechamentos morfolégicos invariantes por translacéo

Por definicdo, uma conexao de Gal@i®)} éinvariante por translacéo (i.t3e e somente s&d sao

invariantes por translacdo. Neste ca%oge €d sdo, respectivamente, uma abertura e um fechamento,
invariantes por translagdo como compostos de operadores invariantes por translacao.

Definicdo 6.6(abertura e fechamento morfolégico i.t.) — Sejam grupo Abeliano. Seja, ) uma
conexao de Galois entr@(E), D) e (E), C), invariante por translacao. O operaderchama-se de
abertura morfoldgica i.t.O operadoed chama—se diechamento morfolégico i.t.. O

Observamos que as aberturas morfologicas (resp. fechamentos morfolgicos) i.t. da Definicdo 6.6 sédo
também aberturas morfolégicas (resp. fechamentos morfolégicos) conforme a Definicao 6.4, mas nada
prova que as aberturas morfolégicas (resp. fechamentos morfologicos) da Definig@@bGahtes por
translacag sejam também aberturas morfologicas (resp. fechamentos morfoldgicos) i.t. conforme a Defi-
ni¢éo 6.6.

Toda abertura morfélogica (resp. fechamento morfélogico) i.t. € uma abertura algébrica (resp. fecha-
mento algébrico) invariante por translacédo. O contrario geralmente nao vale, mas pela Proposi¢céo 7.1.3
de [Mather75] sabemos que toda abertura algébrica invariante por translacdo pode se escrever como :
unido de aberturas morfologicas i.t.. Afim de apresentar e provar, até o fim desta secao, o resultado do
Matheron, vamos introduzir mais um fechamento sobre as subcole¢Bés)dassim como a definicdo
de aberturas e fechamentos por um elemento estruturante.

Seja®B uma subcolecdo qualquerdeA subcolecédo invariante por translacao gerada fioé a sub-
colecéo depP, denotada > e dada por

<P>={Xe€P:ueEedBE B, B+ u= X}
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Vamos mostrar que®> é realmente uma subcolecao invariante por translacdo. Patado e todo
YE P,

YET(<B>) <« IXE<B>, 7y(X) =Y (definicdo de imagem)
< IXeP, IveEedBe B, 7(B) = Xery(X) =Y
(definicao de @>)
< dveEedB e B, t1y(tv(B)) =Y (implicacao légica)
= JdJweEedBe B, tw(B) =Y
(w = u + ve propriedade da translacéo)
= Y E <B>, (definicdo de 8>)

isto é, paratoda € E, ty(<®B>) C <B>. Em outros termos, pelo Exercicio 6.8>¢é uma subcole¢éo
invariante por translagéo.

Vamos provar que B é uma subcolecao invariante por translacéo, erii&o= %. Para todo todo
Xe P,

XE<P> < JucEedBEB, B+u=X (definicao de @>)
< X E B, (B éit)
isto é, B> = B.

A nocéo de subcolecéo invariante por translagcéo gerada, conduz a definicdo do seguinte fechame
sobre®(P).

Exercicio 6.7(fechamento das subcole¢cbes de subconjuntos) — Seguindo o roteiro da prova da Prop
sicdo 6.10, prove que o mapeament@@®) em P(P), B — <PB> é um fechamento. O

SejakE um grupo Abeliano. Dado um subconjuAtdeE, aabertura por Aé a abertura morfoldgica
I.t. sobre?, denotada, e dado por

YA = Op€a
e ofechamento por & o fechamento morfolégico i.t. solsPedenotadap , € dado por
P = €p0A -
O subconjunt®, chama—selemento estruturante

A Figura 6.7 mostra uma abertura por um elemento estrukanéeobtencéo da abertura pate um
determinado subconjuni

Pela definicdo de &>, observamos que A}> = {B€ P: Iy E, A+ y = B}.
Proposicao 6.19dominio de invariancia de uma abertura por um elemento estruturante)E=Beja
grupo Abeliano. Seja, a abertura pelo elemento estruturahtie P(E), entdo

Inv(y,) = <{A}>. O

Prova — Sejay , a abertura poA,

Inv(y,) ={B€ ®: Iye E, A+y =B} (Exercicio 6.4)

= <{A}>. (definicéo de $#>)
O
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Fig. 6.7 — Abertura morfoldgica i.t. de um subconjunto.

Uma base para Inyf) € a subcolegdo Af>. Assim, pela Proposicéo 6.11, temqQs= Y<(a}> € CON-
seqlientemente

ya(X) = U A+y (XE PE)).
vyEEeA+yCX
A Figura 6.8 mostra um modo de construir a abertur@ptr subconjuntX da Figura 6.7, usando
a expressag(X) acima. O aberto é obtido “pintando” com um pincel possuindo a forma do elemento

estruturante (aqui um quadrado) e mantendo o pincel denkoAdBigura 6.9 mostra a abertura invari-
ante por translacao do subconjuKtque “toca as bordas do dominio”
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Fig. 6.8 — Modo de construir o aberto.

A Figura 6.10 mostra um fechamento por um elemento estrutdrardebtencao do fechamento por
A de um determinado subconjuXoA Figura 6.11 mostra um modo de construir o fechamenta gor
subconjuntoX. O complementar do fechado é obtido “pintando” com um pincel possuindo a forma do
elemento estruturante (aqui um quadrado) e mantendo o pincel deidfo do

As Figuras 6.12 e 6.13 mostram os efeitos, respectivamente, de uma abertura e de um fechamento sc
um mesmo subconjundpor um elemento estruturante 3 por 3. Este subconjunto pode ser interpretadc
como representando um continente e seu complementar o oceano. Na abertura, observamos (de cima
baixo) a quebra de um istemo estreito (isto €, de largura inferior ao lado do elemento estruturante), a elir
nacéo de um cabo estreito e de uma ilha pequena e, finalmedmeetLaade uma lagoa beirando o litoral.

No fechamento, observamos (de cima para baixo) a criagcdo de um istemo entre uma ilha beirando o litot
a eliminacéo de um golfo estreito e de um lago pequeno e, finalmértkamentade uma baia de acesso
estreito junto ao oceano.

Paratod® € <{A}>, <{B}> = <{A}> e, conseqlientementg; = y,. Isto mostra que na defini¢éo
de uma abertura ou de um fechamento por um elemento estruturante, a posigéo relativa entre o eleme
estruturante e a origem nao importa. Por esta razao, na notacao de elemento estruturante para as aber
e fechamentos, podemos esquecer de indicar a posi¢ao da origem.

Na proposi¢ao seguinte, vamos resumir algumas propriedades das arberturas por um elemento estrt
rante.

Proposicao 6.2(Qpropriedades das aberturas por um elemento estruturante)B-Udesubconjunto de
um grupo Abeliand. Sejayg a abertura pelo elemento estruturaBitésto €,

ye(X) = (X©B)®B (X&E P),
entdo valem as seguintes propriedades. ParaBioBlpe B, em®,

(1)VB(X)=x€Ee%J+xCXB+X (XE?P)

(2) Xy CX; = ya(Xy) CyaXy) (X, X; €P) (isotonia)

) yg =1 (anti—extensividade)
4) yeVYs = VB (idempoténcia)

(5) Invyg) = 0g(P). (dominio de invariancia)
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(6) vg(supt) = sup/g(F) (B C g(P)) (propriedade dos abertos)
(7) yg(inf%) C infyg(%) (%6 C P) (isotonia)
(8) rwyg = ygtu (UE E) (invariancia por translacao)
(9) vB, V VB, = Y<B>uU<B> (sup—fechamento)
(10) Y<Bsnes = VB, N VB, O

Prova — A Propriedade (1) decorre da aplicacdo do resultado do Exercicio 6.3 ao caso invariante por trans-
lacdo ou ainda € uma consequéncia da Proposicao 6.19.

As Propriedades (2) a (4) decorrem da Proposi¢cao 6.13.
A Propriedade (5) é o resultado da Proposicéo 6.14.
A Propriedade (6) decorre da Proposicéao 6.2.

A Propriedade (7) decorre da isotoniaygee da Proposicéao 3.1.

A Propriedade (8) decorre do fato que a operacdo de composicao € fechada em relacao aos operadore
invariantes por translacao.

As Propriedades (9) e (10) decorrem da Proposicbes 6.7 e 6.11. O

A Figura 6.14 ilustra a Propriedade (6), isto €, a unido de aberto é aberto. A Figura 6.15 ilustra a Pro-
priedade (7), isto é, a abertura da interse¢éo de dois subconjuntos € contida na intersec¢éo de suas abertur:

A abertura poA da interse¢do d¥; e X, é o infimo de X, X,} relativamente a cole¢&o{ A}>. Nesta
figura os subconjuntaX, e X, séo abertos, entdo sua interse¢ao coincide com a intersecéo de suas abertu-
ras (mas nao coincide com a abertura da intersecao).

Na proposicao seguinte, vamos resumir algumas propriedades dos fechamentos por um elemento
estruturante.

Proposicao 6.21(propriedades dos fechamentos por um elemento estruturante Bugegabconjunto
de um grupo Abeliang. Sejagg 0 fechamento pelo elemento estruturd)tisto €,

¢pg(X) = XBB)©S B (X€EP),
entdo valem as seguintes propriedades. ParaBioBlpe B, em®,

(1) pe(X) = M B+x° (XEP)

xe€e EeB+ xC X°
(2) X1 CX; = ¢p(Xy) Cop(Xy) X, X, €P) (isotonia)
3t =9¢p (extensividade)
(4) ppog = P8 (idempoténcia)
(5) Invigg) = eg(?P). (dominio de invariancia)
(6) ¢pg(infXk) = infepg(BV) (B C exg(P)) (propriedade dos fechados)
(7) sup (L) C ¢g(supp) (B C P) (isotonia)
(8) rupg = pgtu (UE E) (invariancia por translacao)

O
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Prova — A prova das propriedades dos fechamentos decorrem das provas das propriedades das abertt

por dualidade. O
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Fig. 6.9 — Abertura morfoldgica i.t. de um subconjunto que “toca as bordas do
dominio”.

Observamos que s¢ € um conjunto de subcole¢des invariantes por translacédo ehtﬁoﬂa e
B € X

() B sdo subcolegbes invariantes por translag&o.
B e X
Para toda subcolec@i® de®, <B> é uma subcolecao sup—fechada e invariante por translacao. Em

outros termos, a imagem d¥%®) através d&3 — <B> é contida no conjunto das subcole¢des sup—fecha-
das e invariantes por translacéo.
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Fig. 6.10 — Fechamento morfol6gico de um subconjunto.

Vamos provar que sB € uma subcolecéo sup—fechada e invariante por translacéo, @ntae 3.
Temos,

<B> =3P (B éit)
= B. (® é sup—fechado)

Em outros termos, $& € uma subcolecdo sup—fechada e invariante por translacao, entdo é um invaria-
nte no mapeamentd — <PB>.

Geralmente, o composto de aberturas (resp. fechamento) ndo é uma abertura (resp. fechamento). N¢
entanto, a composicao do fechamete> P pelo fechament@® — <B> é um fechamento.
Proposicao 6.2fechamento das subcole¢des de subconjuntos) -ESejegrupo Abeliano. O mapea-
mento deP(P(E)) em P(P(E)), B — <B> é um fechamento. O
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Fig. 6.11 — Modo de construir o fechado.

Prova — O mapeament® — <B> é isotbnico e extensivo como resultado da composicédo de mapeamen-
tos isotonicos e extensivos. Vamos provar a idempoténcia. Par® tede(P),

<<P>> = <P> (<B>éi.t)
= <P>, (B — B é idempotente)
isto é,B — <B> é idempotente.

Em outros termosp — <P> é um fechamento. O
Para provar o resultado do Matheron, precisamos de uma ultima proposicao.

Proposicao 6.23dominio de invariancia da uniao de aberturas por elementos estrurantes t18eja
grupo Abeliano. SejaB uma subcolecdo qualquer G¢E), entédo

Inv( \/ ygp) = <B>. O
Bed®

Prova — Para todaB € P(P),

Inv( 'V ve)= U Inviyg) (Proposicées 6.6 e 6.10)
BE® BE®
= U <{Bp (Proposigédo 6.19)
BE®
=< |J <«B}>> (<{B}> éi.t)
BE®
=< |J {Bp (Exercicio 6.1)
BE®
= <B>, (representacdo di por uma unido de singletons)

O
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Fig. 6.12 — Efeitos da abertura.
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Fig. 6.13 — Efeitos do fechamento.
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7a(XD) Uya(X2)

01110
11111
11111
11111
01110

Fig. 6.14 — Propriedade da unido de abertos.
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7a(XD) N7a(X2)

01110
11111
11111
11111
01110

Fig. 6.15 — Isotonia da abertura.
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Podemos agora enunciar e provar o resultado do Matheron.

Proposicao 6.24representacdo das aberturas invariantes por translacéo)E8ejgrupo Abeliano.
Seja B uma subcolecdo d&(E) e sejay 0 operador sobré(E) dado por

Y= V VB

Bea®
entao

yeIl' e Invp) = <PB>.

Inversamente, sejauma abertura invariante por translacéao, isto €,I'"" entéo

dB C P(E), y = VyB. O
Be®

Prova — Para toda subcolecao @¢E), pela Proposigéo 6.1, o operagior  \/ yg € uma abertura re-
BE®

presentada como uma unido de aberturas. Ele é um operador i.t. representado como uma uniéo de oper:
dores i.t.. Isto éy € I'". Pela Proposicao 6.23, Imy(= <B>.

Inversamente, para toda aberturayi.pela Proposicdo 6.2, Iny(é sup—fechado e pela Proposicéo
6.16, Invf) é i.t.. Isto é, Iny) é um invariante no mapeamertio— <3>. Pela Proposicdo 6.22,
B — <PB> é um fechamento, entdo Ipypertence a imagem d&(P) através deb — <PB>. Em outros
termos, por alguma subcole¢@de P(E) Inv(y) = <B> ou, ainda, pelas Proposi¢des 6.5 e 6.23,

Y = VVB- O
Be®

A Figura 6.16 ilustra uma aplicacdo de uma abertura (algébrica) invariante por translacéo obtida como
unido de duas aberturas por dois elementos estuturantes distintos. Nesta figura, observamos que com es
abertura podemos extrair da imag¥ras partes alongadas verticalmente e inclinadas a 45 graus.

6.4 Aberturas e fechamentos condicionalmente invariantes por
translacao

Em certas aplicacfes, as aberturas e os fechamentos invariantes por translacdo podem apresentar efeit
de bordas indesejaveis porque num parde “borda” deE o elemento estruturante translad@&le- x
geralmente cobre simultaneamente as imedia¢cfes da “borda” considerada e da “borda oposta”. Na pratica
usa—se entéo, aberturas e fechamentos que tém um comportamento similar aos operadores i.t. no “centro
deE e que nunca tem o efeito de “juntar” as “bordas opostas”.

Seja g2, +) o grupo Abeliano de pares ordenados de inteiros &sajaretangulo d&?2,
Definicdo 6.7(abertura e fechamento condicionalmente invariantes por translacao) -abignbara
(resp.fechamentpcondicionalmente invariante por translacéoi.t) € uma abertura (morfologica),

(resp. fechamento (morfologicg),) por uma fungéo estruturartecondicionalmente invariantes por
translagao. O
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Y = (VAl \ VAz)(X)

Fig. 6.16 — Abertura algébrica.

Como ja comentamos na Secéo 4.4, cada fungdo c.i.t. pode ser caracterizado por um suBconjuntc
de E @ E'. Para tod®B € P(E @ E'), denotamos pdbog a funcéo c.i.t. definida por

bg(y) = (B +y)nE (y € E).
Denotamos entdo poi (resp.¢g) a aberura (resp. fechamento) c.i.t. pgr

Em outros termos, temgg = dgeg € g = €gdp, ONdedg € eg SA0 a dilatacdo e a eroséo c.i.t. por
B.
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A Figura 6.17 mostra uma abertura condicionalmente invariante por translacao pelo losén@ulo 3
(a cruz). Comparando as Figuras 6.9 e 6.17, observamos que a abertura c.i.t. ao contrario da abertura i.1
nao altera a parte do subconjunto que “toca a borda do dominio”. No caso invariante por translagéo, todos
0s pontosX sdo tratados igualmente, quer sej@ontos de bordas ou ndo”. Dependendo da aplicacgio,
pode—se preferir uma ou outra abertura.
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Fig. 6.17 — Abertura morfol6gica c.i.t. de um subconjunto que “toca as bordas do
dominio”.



