Capitulo 4

Operadores invariantes por translacao

As funcdes estruturantes do capitulo anterior podem ser vistas como uma maneira de definir uma nog
de vizinhanca para os pontos do conjunat®or exemplo, se@uma funcao estruturante definida sobre

E. O conjuntoa(x) pode ser visto como a vizinhanga do poafdeste capitulo, vamestruturaro con-

junto E de maneira a podermos definir uma ceggularidadeentre vizinhancas de pontos distintos. A
estrutura considerada é a de grupo Abeliano.

Com esta estrutura é possivel definir os operadores de translacao e transposicao e, fimalassgte,
dos operadores invariantes por translaca&sta classe foi a primeira estudada em Morfologia
Matematica, e possue muitas propriedades matematicas interessantes.

Neste capitulo, damos uma atencao especial a situacao real onde o dominio das imagens é finito. F
tanto, sera introduzida a nocdo de adicdo moduld fim de estruturarmos o dominio das imagens
segundo um grupo Abeliano com a liberdade de escolha do elemento neutnopsisamecao de espaco
afim ligado a um grupo Abeliano.

As operacdes de adicdo e subtracdo de Minkowski séo apresentadas e utilizadas explicitamente
caracterizagao das dilatagdes invariantes por translagao.

Em certas aplicacdes, os operadores elementares invariantes por translacdo podem apresentar efe
de bordas indesejaveis, por isso introduzimos também a classe dos opecamticemalmente invarian-
tes por translacéo

4.1 TranslacOes e transposicao

SejaZ o conjunto dos inteiros. Sef& o produto Cartesiard X Z, isto &, o conjunto dos pares ordenados
de inteiros. A maneira mais simples de definirmos a nocao de vizinhanca é considerar o E@ajunto

sendo a imagem de umtangulode Z2 através de um mapeamento bijetor.
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Sejamn, e n, dois inteiros positivos, representando o tamanho do retangulo. A Figura 4.1 mostra dois
conjuntosE ou, nos referindo as imagens, duas grades particulares. Em (a), temos um exemplo de uma
gradequadradacom f,,n,) = (6,6) e, em (b), de uma gratlexagonalcom 4, n,) = (12,4) ou
(ny,n,) = (6, 8). Neste caso, dizemos que o conjunto ou geaéen otamanhon; X n..

(a) quadrada (b) hexagonal

Fig. 4.1 — Dois tipos de grade.

Queremos estruturar o conjuriisegundo um grupo Abeliano, proverielde uma adigcao cujo ele-
mento neutro seja um ponto arbitrario He Para isto, vamos partir inicialmente do retangulo
Ret(ny,n,) = [0,...,n; — 1] X [0,...,n, — 1] e o prover de uma adi¢éo.

O conjuntoZ provido da adi¢cdo entre niumeros inteiros formayumpo Abelianpdenotado4, +).
Em outros termos, a adi¢éo verifica os axiomas abaixo [CaRaCo63].

Para todo elementy becem?Z,

Qa+b=Db+a (comutatividadg
2 @+b+c=a+(b+c) (associatividade
(3)JecZ, a+e=e+a=a (lei do elemento neutyo
43Ja' €z a+a =a +a=e (lei do opostd

O elemente, chamado delemento neutr@ o elemento 0 d&. O element@’, oposto de aé deno-
tado — a.

Os trés ultimos axiomas definem @mpo. Isto €, um grupo Abeliano é um grupo comutativo.
Exercicio 4.1(unicidade do elemento neutro) — Prove que o elemento neutro € Unico. O
Prova — Sejame; e e, dois elemento neutros,

e =€ +t6e (e, é elemento neutro)
=e,. (e, € elemento neutro)
O

Exercicio 4.2(unicidade do oposto) — Usando os axiomas de grupo, prove que o0 oposto € uiico.
Prova — Sejama, e a, dois opostos da,
a,=a t+e (lei do elemento neutro)
=a; +(a+ay) (a, é oposto de)
=(ay+a+a (associatividade)
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=e+a, (a, é oposto de)
= ay,. (lei do elemento neutro)
O

A diferenca entre os inteiros a eéhbo elemento d&, denotadaa — b e dado por
a—b=a+(—b).
A adicao entre inteiros extende—se a pares ordenados de inteiros. §egire((4, b,) dois pares
ordenados de inteiros. O conjurd provido da adicdo definida por
((ag,a9), (b, by)) = (ag,@y) + (by,by) = (a5 + by, a, + by,
€ um grupo Abeliano. O elemento neutro € o par (0, 0), 0 oposig,dg) € (— a,, — a,), que é denotado
- (ag,ay).

Para prover o retanguRet(n,, n,) de uma adi¢éo que verifique os axiomas de um grupo Abeliano,
precisamos introduzir a no¢ao de adicdo médulo

Definicdo 4.1(adicdo médulm) — Sejan um inteiro positivo. Sejint (n) = [0,...,n — 1] um intervalo
deZ de tamanha. A soma modulm dos elementageb emint (n) € o elemento diat (n) denotada + b
n

e dado por
t b a+b sea+b=n-1
an “la+b-n c.c.
ou ainda,

a+ b = resto(@ + b)/n).
n
A adicdo médulon emInt (n), denotada+, € o mapeamento dado por
n

(a,b)—a+h. 0O
n

Denotaremos a soma méduiade a e b simplesmentea + b, quando ndo houver duvida sobre o
tamanho do intervalo.
O elemento neutro da adicdo médalkem Int (n) € 0. O oposto médulodea é denotado- ae dado
n
por

_a=10 sea=0
n n—a c.c.

O intervalolnt (n) provido da adicdo moéduloforma um grupo Abeliano.

Exercicio 4.3(lei do oposto) — Se@um elemento do intervalat (n). Prove que o elemente a defi-
n

nido acima é o oposto modulae a. O
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Usando o mesmo mecanismo de extencéo da adicZopdeaZ?, a adicdo médula em Int(n)
extende—se aos pares €tet(n,,n,). Sejam §,,a,) e ©,,b,) dois pares eniRet(n,,n,), 0 conjunto

Ret(n,, n,) provido daadigdo médulany, n,), denotada% +n) e definida por

((ag,ap), (by, by)) — (a3, 3,) (n+n )(bl’ b,) = (ay + by, a, + by),
1 N2 n; n;

forma um grupo Abeliano. O elemento neutro € o par (0,0), o oposto mdguig) (de @, a,) €
(n— a - a,), que é denotad(o ) (aay)-

1 2 ny,

A diferenga entre os pares a e b &et(n,, n,) é o par ddRet(n,,n,), denotada  — )b e dado por

Ny,
— b=a + ( - b).
(N, ny) (ng, np) (g, ny)

Denotaremos a soma moédutg,(n,) deaeb emRet(n,, n,) simplesmenta + b, quando n&o houver
duvida sobre o tamanho do retangulo. Neste caso, denotaremos o oposto mods)laga simples-
mente,— a e a diferenga modulm{,n,) dea eb pora — b.

Vamos considerar dois exemplos praticos de confarfitsmando unespaco afim ligado ao grupo
AbelianoRet(n4, n,). Os elementos deet(n,, n,) serdo chamados, por abuso de linguagem, de vetores
(apesar de ndo serem elementos de um espaco vetorial) e os elemBrgesdadechamados de pontos.

Para ajudar a fazer a diferenca entre vetores e pontos, 0s vetores serdo sobrelinhados por uma seta quan
for conveniente.

O primeiro conjuntcE considerado é o intervalmt (n). Na prética, este conjunto poderia ser 0s
enderecos da pixels armazenados na meméria de um computador.

Proposicéo 4.1(intervalo como espaco afim ligado ao retangulo) — 8ejan;n,. O conjuntoint (n)
provido do mapeamento diet (n) x Int(n) emRet(ny, n,): (X,y) — Xy, definido por

Xy = (|nt(n2) - mt(nz), resto{Tz) - resto(Tz)),
é umespaco afim ligado ao grupo AbeliaRet(n,, n,), isto €, 0 mapeamentr, ) — Xy satisfaz aos trés
axiomas abaixo

(1) para todx emInt(n) eiemRet(ny,n,), Iy EE, Xy = U

(2)xy=(0,0) = x=y

(3) para todx, y ezemiInt(n), Xy + yz = xz (relacéo de Chaslegs
O
Prova — O resultado enunciado decorre da definicagyde O

Pela relacdo de Chasles, o opostaylé yX, isto €, — Xy = yx

O elementy do primeiro axioma da Proposicao 4.1 é unico [CaRaCo65, p. 88]. Isto permite definir
uma operagao externa solbingé(n).
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Definicdo 4.2(soma de um ponto por um vetor) — Sejam espaco afim ligadoRet(n,, n,). Sejamx
um ponto enfe etium vetor enRet(n,, n,). Asoma de um ponto x por um vetoé a ponto d&, denotado

X 4E— U (ou simplesmentg + U, quando nao houver davida sobre o espaco afim considerado) e dado por

y=x+U< xy=1U. O
Assim, para toda ey emE, y = x + XV.
Para um dado pontwemE, o0 mapeaments — 0x € uma bijecdo deé em Ret(n,,n,) e sua inversa
€ 0 mapeamentd+— 0 + U.
Proposicao 4.2 propriedades da soma de um ponto por um vetor) — Para todoxmmts,
(1) x+ (0,0) = x
(2) para todai eV emRet(ny,n,), X + (U+ V) = (x + U) + V. O
Prova — A propriedade (1) decorre do segundo axioma da Proposicao 4.1. A propriedade (2) decorre c
axioma (3) de espaco afim: para todemE e todou e V emRet(n;,n,),

Z=X+U+V) < xz=0+V (Definicao 4.2)
< Xxz=U+V e y=x+1 (equivaléncia logica)
< Xy+yz=U+V e y=x+1U (relacédo de Chasles)
< U+yz=U+V e y=x+1 (Definicao 4.2)
< yz=V e y=x+1U (propriedade da soma)
< z=y+V e y=x+1U (Definicéo 4.2)
< z=(x+U) + V. (equivaléncia l6gica)

O

Sejaxum ponto enint (n) e sejai = (u4, U,) um vetor ddRet(ny, n,), pelas definicdes dg/e de soma
de um ponto por um vetor,

X U = ny(u; + int(ZY)) + U, + restogy).
N, 2 n, 2

+
Int(n)
Por exemplo, s@; = n, = 3,x = 6 el = (2,2), entéo

6+ (2,2)=302+2)+2+0)=3(1)+2=5.
3 3

Por outro lado, verificamos que

65=(1—2,2—0) = (2,2).
3 3

O segundo conjunteconsiderado € o proprio retangiet(n,, n,). Na pratica, este conjunto poderia
ser as coordenadas dos pixels dispostos huma grade quadrada.
Proposicéo 4.3(retangulo como espago afim canénico) — O conjiRet{n,,n,) provido do mapea-
mento deRet(ny, n,) X Ret(ny, ny,) emRet(ny, ny): (X y) — XY, definido por
Xy = - X
y y(nb n2)

€ umespaco afim canodnic@igado a ele proprio). O
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Prova — O resultado enunciado decorre da definicagyde O

Sejax um ponto enRet(n, n,) e sejal = (uy, u,) um vetor deRet(ny, n,), pelas definicbes deye
de soma de um ponto por um vetor,

—

X + U=x 4+ U
Ret(n,, n,) (ny, ny)
Por exemplo, se@; = n, = 3, x = (2,0) el = (2,2), entéo

2,00+ (2,2) = (2,0)(3‘!‘3)(2,2) = (1, 2).
Por outro lado, verificamos que
(2,0)(1,2)= (1—2,2—0) = (2,2).
3 3

SejaE um espagco afim ligadoRet(n;,n,). Podemos estrutur&rpara ser um grupo Abeliano cujo
elemento neutro seja um ponto qualquer que chamarenwgdme denotaremos.

Definicdo 4.3(adicdo num espaco afim ligado ao retangulo) — Eejam espaco afim ligado a
Ret(n4, n,). Sejao um ponto qualquer de e sejana eb dois pontos d&. A soma, relativa a origem o,

dos pontoseb em E€ o ponto d&, denotad@a J;r b (ou simplesmenta + b, quando ndo houver davida
sobre o ponto origem e o0 espaco afim considerado) e dado por

a+b—o+(oa( + ob)

1 2)

. L . 0
A adicao, relativa a origem o, de dois pontiesE, denotada—Eh € 0 mapeamento dado por

(a@»a%b 0

A Figura 4.2 mostra a construcdo da soma, relativa a ongdmdois pontoa eb emE.
Proposicao 4.4(grupo Abeliano sobre um espaco afim ligado ao retangulo) -ES&ja espaco afim

ligado aRet(n4, n,). Sejao um ponto qualquer de. O conjuntdE provido da adi(;éeE relativa a origem

0 é um grupo Abeliano. O elemento neutro € o pontboposto de um ponto a, relativo a origgmeno-

tado E a, € dado por

a= o0+ ao. O

mlo

Prova — Para um dado pontoe para todai e V. emRet(n,,n,),

(0+_’)+(o+_’)—o+(u( + )3

Isto prova que a bije¢db— o + U € um isomorfismo dRet(n4, n,), provido da adl(;a? + ) emE, pro-

1 2

vido da operagéaé. Ja queRet(n,,n,), 0 ) € um grupo Abeliano, 0 mesmo ocorre ccﬁn—é{) Pela
1 2
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propriedade (1) da Proposicdo 4.2, o elemento neuti @e + (0,0) = 0. O oposto den emE é
0+ (— 03 = o0+ ao. O

Fig. 4.2 — Construgédo da soma num espaco afim.

Seja E, J;r) o grupo Abeliano da Proposicao 4.4liferenca, relativa a origem o, entre os pontos a

e bemE é o elemento dE, denotadcag b e dado por
alb=al(2n).
E E E
Daqui em diante, o conjunibsera o proprio retanguket(n,, n,). Quando a origem é o par (0, 0),
a adigéoJE reduz—se a adi¢cdo modulo, (n,).

. (0] . .
A Figura 4.3 mostra a sonmRet(Jg 10)b, relativa ao ponto origem (representado por um pequeno

guadrado preto), de dois ponsosb deRet(9, 10) e o opostget(% 10)a, relativo @0, do ponta. A soma

e 0 oposto podem ser obtidos graficamente duplicando 8 vezes o retRet(@ld0) em torno dele
mesmo e considerando a soma e o oposto, relatjwmhre o espaco afim canénig provido do mapea-

mento definido poRy =y — x. A somaaéﬁ2 b é obtida pela regra do paralelograma. Esta regra € baseada

no seguinte resultado,

ai b= 0;2 (oa+ oTo) (definicdo de adigao relativaoh
= (0 + 03) + ob (Proposicéo 4.2)
zz " z?

= a4 ob. (Definicdo 4.2)
ZZ
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A somaaRet(% 10)b é obtida a partir da soma eff, levando a coincidéncia coRet(9, 10), o

retangulo que contém esta soma. O opgg&% 10)a é obtido a partir do oposto efif, levando & coin-

cidéncia conRet(9, 10), o retangulo que contém este oposto.

[o]

(0,0) 2 b
Ret(9, 10)

Fig. 4.3 — Soma e oposto num espago afim.

Uma vez o conjunt& estruturado segundo um grupo Abeliano, podemos definir o operador de trans-
lacdo por um elemento & que chamaremos de vetor (apesar dele ndo ser um elemento de um espaco
vetorial), e o operador de transposicao.

Definicao 4.4(translacéo por um vetor) — Sé§aim subconjunto de um grupo AbeliaBoO translado
de X por um vetor u de &€o subconjunto denotado+ u e dado por

X+u={x€eE: x—ue X}
A translacéo pelo vetor deE, denotada, € o operador sobr&(E) dado por

X=1y(X) = X + u. O
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Exercicio 4.4(translado de um singleton) — S&am grupo Abeliano. Mostre que, para tadey em
E,

{y+u} ={y} +u. O
Prova — Para toda ey emE,

{y} +tu={xeE: x—ue{y}} (definicdo de translado)
={XE€E: x—u=y} (definicdo de singleton)
={x€eE: x=y+u} (propriedade de+)
= {y + u}. (definicdo de singleton)

O

A Figura 4.5 mostra em cinza mais escuro o translado do subcoXjdeteet(9, 10) da Figura 4.4
pelo vetoru = (4, 3) deRet(9, 10). Na Figura 4.5, a origeoé o ponto (0, 0).

Fig. 4.4 — Um subconjunto.

Denotamos poK — u o translado dX por — wu.

A Figura 4.6 ilustra, através de um bloquinho, a translacéo pelowetd#, 3) e o resultado obtido
em termos de imagens binarias.

Em Morfologia Matematica, uma classe muito estudada de operadores € a classe dos operadores inv
antes por translagéo.

Definicdo 4.5(invarianca por translacao) — S&aim grupo Abeliano. Um operadgrsobreP(E) é
invariante por translacadi.t.) se e somente se, para tadé& E,

Yty = TW. (invarianca por translacap
Em outros termos, para todoe P(E) eu € E,
Y(X + u) = p(X) + u. O
A complementacdo é um exemplo de operador i.t., paraXaddP(E) e u € E,
(X + u)¢ = X° + u.

Proposicao 4.5 propriedades dos operadores invariantes por translacédo)EBegrupo Abeliano. Os

operadores sob(E), invariantes por translagéo, formam um sub—reticulado complef(8g’(®, <)
e séo fechados relativamente a composicgéo. O

Prova — Ver [HeiRon90, Proposigao 3.1]. O
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0= 00 |

N, e ..
N 0 B
[ — ]
.}. . '\.\J'Z — x o
AN I e W~ Re(9, 10)"
‘\ 2 \ N
.‘.u.\\. e« e e\
| ro T — \\
I R R RN
o« X1l = N4
L [

Fig. 4.5 — Translado de um subconjunto por um vetor.

Proposicao 4.6propriedades do translado) — SEjam grupo Abeliano com elemento neuttd?ara
todo X, X; e X, em®P(E), e para todo ev emE,

QA X+0=X
R)X+u+v=X+(u+v
B) X, C X, & (Xy +u) C (X, + ). O

Exercicio 4.5(propriedades do translado) — Prove a Propriedade (2) ou (3) do translado. O

Como consequéncia da Proposicéo 4.6, temos, para toda familia de elexpentaB(E) e todou em
E,

(UX)+u= U X+u

el el

(YX)+u= )X +u.

i el i el
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o= (0,0)

Fig. 4.6 — Um operador de translagao.

A patrtir das propriedades do translado podemos enunciar as das translagoes.
Proposicao 4.7(propriedades das translacdes) — &ejan grupo Abeliano com elemento neutrd®
conjunto das translagdes, provido da composicao, forma um grupo Abeliano de automorfismos invariant
por translagéo, isto €, para todo veipu;, u, e uz emE e todoX; e X, emP(E),

(1) Tytu, = Tu Ty, (comutatividade)
(2) @u,ru)ry, = Tu () (associatividade)
Q) I € P?, 1y = vry = 1y (lei do elemento neutro)
A I €P? rr =vty = (lei do oposto)
(5) X1 C X, = 1y(Xy) C y(X5) (isotonia dupla)
(6) Tyt —y = . (bijecao)

O composta 7y, € atranslacén, ., 0 elemento neutroe a translacan, (7, € 0 operador identi-
dader) e 0 oposto de, é a translacao_ . O
Exercicio 4.6(propriedades das translacdes) — Prove duas das propriedades do enunciado da Proy
sicao 4.7. Use, quando for o caso, a Proposicéo 4.6. O

A comutatividade das translacdes corresponde exatamente a propriedade de invarianca por translag
A isotonia dupla e a bijecao fazem da translagaam automorfismasobre®(E). Por ser um automor-
fismo, r, € uma dilatacdo e uma eroséo, para todmE e 6 C P,
Tu(Supl) = sup () e ty(infX) = infry(9%0).

QuandcE é provido de uma adicao, € importante estudar, além da translacéo, um outro operador ch
mado de transposicao.

Definicao 4.6(transposicao) — Seyaum subconjunto de um grupo Abeligadtranspostqem relacao
a origem) de Xé o subconjunto denotad® e dado por

Xt={x€E: —xEX}.
A transposicapdenotada, € o operador sobr@(E) dado por
X—1(X) = XL, O
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A Figura 4.7 mostra em cinza mais escuro o transposto do subcotpmtegura 4.4. Na Figura 4.7,
a origemo € o ponto (0, 0).

Z2 o -
N
N
N\ .
N1 0=(0,0)
I I
.\ . .L' 7J
N .. o
NI al
RN ]
1K g
‘ Xfﬂ ‘ 0
-‘-‘-‘- . .L. . — X
R . Ret(9, 10)
'L'J'L . - . . '

Fig. 4.7 — Transposto de um subconjunto.

A Figura 4.8 ilustra, através de um bloquinho, a transposicédo e o resultado obtido em termos de ima-
gens binarias.

Um subconjuntX deE é simétrico(em relacéo a origejrse e somente ¢ = X.

Considerandd como um grupo Abeliano sobre um espaco afim ligado ao retaRpib, 5), a
Figura 4.9 mostra, em (a), um subconjuBtcsimétrico (em relagéo a origem= (2, 2)) e, em (b), um
subconjuntdB, ndo simétrico (em relagéo a origam= (0, 0)).

Proposicéo 4.8 propriedades do transposto) — Iejan grupo Abeliano. Para todp X, e X, emP(E),
(1) X)' =X
(2) X, C X, = X' C X, m

Exercicio 4.7(propriedades do transposto) — Prove a Propriedade (1) ou (2) do transposto. O
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T |

o= (0,0)

Fig. 4.8 — Transposigao.

(0,0) (0,0)

0 .

(@) (b)

Fig. 4.9 — Simetria de um subconjunto (em relagdo a origem).

Como consequéncia da Proposicdo 4.8, temos, para toda familia de elethema®(E),
(UX)'=UX" and () X)'= X
i €1 i €1 iel i€l
A patrtir das propriedades do transposto podemos enunciar as da transposicao.

Proposicao 4.9 propriedades da transposicéo) — &ajan grupo Abeliano. As transposicdes sab(E)
formam um conjunto de automorfismos idempotentes de tipo 2, isto &, pab& tedo em P(E),

(1) X; C X, = (X)) C (X)) (isotonia dupla)
(2) 7t = 1. (bijecao idempotente de tipo 2)
O

Exercicio 4.8(propriedades da transposi¢do) — Prove uma das propriedades do enunciado da Prop
sicao 4.9. Use, quando for o caso, a Proposicéo 4.8. O

A isotonia dupla e a bijecao fazem da transpostgém automorfismaobred(E). Por ser um auto-
morfismo,r € uma dilatacdo e uma erosao, para 6da &,

7(su@p) = sup(L) e 7(infX) = infr(%L).
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A transposicadmao € um operador invariante por translagdo como mostra a proposicéo seguinte.

Proposicao 4.1(propriedades mutuas do translado e do transposto) -£ 8ejagrupo Abeliano. Para
todoX emP(E) euevemkE,

D X+ut=Xx-u
QueX+veveXi+u O
Prova — Vamos provar a Propriedade (1). Paratod®o E, X € P ey € E,

yEX+ule —yeEX+u (definicdo do transposto)
< (-yy—-ueX (definicdo do translado)
< —(y+ueX (soma e oposto comutam)
s y+uex (definicdo do transposto)
syeX-u (definicdo do translado)

isto é, paratodo € E, X € P,
X+ ut=X-u.
Vamos provar a Propriedade (2). Paratadv € Ee X € P,

ueX+vesu-veX (definicao do translado)
< —(v—u eX (soma e oposto comutam)
s v-ueXx (definicdo do transposto)
< ve X +u (definicdo do translado)
O

A Figura 4.10 ilustra a Propriedade (2), enunciada na Proposicéo 4.10. Nesta figura, @ érigem
ponto (0, 0). Em (a), a area cinza representa um subcodXatidicular; em (b), a area cinza representa
o transposteX'; em (c), os dois pontos pretos representam dois poetodeE e a area cinza o translado
X + v; em (d) a &rea cinza represeXta+ u, o translado par do transposto d§. Observa—se quem, em
(c), u pertence & + v e, em (d)y pertence &' + u.

A partir das propriedades mutuas do translado e do transposto podemos enunciar as das translagée
e da transposicao.

Proposicao 4.11(propriedades mutuas da translacao e da transposicdo) — ParetodoE e X € P,
Qrry=1_
2)u e r(X) = v e T 7(X). O
Prova — Vamos provar a Propriedade (1). Paratod® E, X € P,

Ty(X) = 7(7y(X)) (definicdo da composicao)
= 7(X + u)) (definicao da translagao)
= (X + u) (definicdo da transposicéo)
=X'—u (Proposicéo 4.10)
=7_y(XY (definicdo da translacao)
= 1 _y(t(X)) (definicdo da transposicéo)

= 7 _t(X). (definicdo da composicao)
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Vamos provar a Propriedade (2). Paratadv € Ee X € P,

uet(X) @ ueX+v (definicao da translagéo)
s veXi+u (Proposicéo 4.10)
< vE (XY (definicdo da translacéo)
< v E 1y(1(X)) (definicdo da transposic¢éo)
< v e 1a(X). (definicdo da composicao)
O
o = (0,0) o= (0,0)
X Xt
(a) (b)
o = (0,0) o= (0,0)
F.*.*T*!
. . .
I Y
X+ v o . X'4u
- u U
. F.J . ‘
eeai
Coe e e R e o
|
(c) (d)

Fig. 4.10 — Relagéo entre o translado e o transposto.

4.2 Adicao e subtracao de Minkowski

Na sec¢dao anterior, foram vistas a adi¢céo entre dois poricsaadicao entre um subconjunto e um ponto
(a translacéo). Nesta secéo, vamos definir a adigéo entre dois subconjuntos, conhecida como a adigac
Minkowski [MinkowO3].

Definicao 4.7(adicdo de Minkowski) — Sefaum grupo Abeliano. SejafeB dois subconjuntos de
A soma de Minkowski d& e Bé o subconjunto dg, denotadoA @ B e dado por

ADB={xeE: Jac€ Aedbe B, x=a+ b}.
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A adicao de MinkowskidenotadaP, é o mapeamento dado por
(A,B) — A® B. O
A Figura 4.11 ilustra a construgcéo da soma de Minkowski de dois subcorjumis

0 =(0,0) A
. B
T\\\J |
.\\. LAl
L———
N oL A
= \
Bk 3
‘ 1
B - - \- -
L?miF\\TﬁJﬁTb
[
ADB

Fig. 4.11 — Soma de Minkowski de dois subconjuntos.

A Figura 4.12 mostra trés exemplos de soma de Minkowski. Observamos que a soma de um subcon-
junto por um singleton contendo a origem € o préprio subconjunto. Os resultados destas trés somas ilus-
tram uma solucdo do problema de interpolacdo de formas. Entre a cruz e o quadrado de tafanho 5
resultantes da primeira e terceira somas, temos uma forma intermediéria, resultante da soma de uma cru,
e de um quadrado de tamanhe 3

SejaB um subconjunto dE en um nGmero inteiro ndo negativo. As vezes, € Gtil denotarmasBoor
0 subconjunto d& dado pela composicdo de— 1 adicdes de Minskowski, isto €&,

nB=(..BOGB)®B..)®B
sen for maior que 1, o préprio conjunB) sen for 1, e o singletond}, sen for 0.
Proposicao 4.1 propriedades da soma de Minkowski) — Para #od®, e C em®P eu emE,

LWA®B= |J A+b (definicdo equivalente)
bE B
2)ADB=BDA (comutatividade)
B)ADB) BC=ADBDCO (associatividade)
4)AD{o} =A (lei do elemento neutro)
B) A@B)+u=A+u DB (translacéo versus soma de Minkowski)
(6)0EB = ACA®B. O
Prova — Propriedade (1). Para toA@e B em%® e para todx € E,

XEADPB & Jac Aedbe B, x=a+b (definicao ded)

< dbeB, (Jac A x=a+bh) (equivaléncia l4gica)

< dbe B, (Jac A a=x—-0Db) (propriedade det)
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< dbeB Xx—bEA
< dbeB XEA+D

< xe (J A+b
beB

Propriedade (2). Ela decorre da comutatividade da sonta em
Propriedade (3). Ela decorre da associatividade da soria em
Propriedade (4). Para todoem@,

Ad{ot= U A+b

67

(equivaléncia l4gica)
(definicao de translado)

(definicdo de uni&o)

(Propriedade (1))

b € {0}
=A+o0 (familia reduzida a um membro)
= A. (propriedade do translado)

Propriedade (5). Para todoe B em® eu emE,

A®B) +u=(lJ A+b)+u
beB

- U (A+b+u

beB

= JUA+b+u)

beB

= JUA+u+b)
beB

= UJA+u+b
b€EB
=(A+u)®B.
Propriedade (6). Para todoe B em%® e para todx € E,
xeEA eoeB)=x+0eEADB
< XeE ADB.
Isto é, para todd eB em%,
oeEB= (WxEE, xXEA=XEADB)
< ACASDB.

(Propriedade (1))

(propriedade do translado)

(propriedade do translado)

(comutatividade da adi¢éo)

(propriedade do translado)

(Propriedade (1))
(definicdo ded)

(propriedade det)

(definicao de incluséo)
O
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u @ u = u
u @ u = u
[ ] @ [ ] = [ ]

Fig. 4.12 — Trés exemplos de soma de Minkowski.

Exercicio 4.9(propriedades da soma de Minkowski) — Prove uma das propriedades abaixo. Para todo
A, A, B, B eB,em?,

()A®B={xEE: (B'+ xnA = 0} (definicdo equivalente)
(2) AJUA) BB = (A;®B)U(A, D B) (distributividade de®)
(3) A® (B,UB,) = (A® B,)U(A® B,) (distributividade deD)

(4) AiNA) @B C (A, @ B)N(A, D B)

(5) A@ (B1NBy) C(ADB)N(ADB))

6)A,CA, < A, BBCA,®B

(7)B,CB, < A®B, CA®B,

8)0eB=10

(9)EEBB:{E seB = () -
0 c.c.

Apés varias décadas, Hadwiger [Hadwig50, Hadwig57] definiu a subtracdo de Minkowski que tem
um papel tdo importante quanto a soma de Minkovski em morfologia de subconjunto.
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Definicao 4.8(subtracao de Minkowski) — Segaum grupo Abeliano. SejafeB dois subconjuntos de
E. A diferenca de Minkowski entée e Bé o subconjunto dg, denotadcA © B e dado por

AcB={yeE:VYbeB, (Jac A y=a-Db).
A subtracao de Minkowskdlenotada&>, € o0 mapeamento dado por

(A,B)— AOSB. O
A Figura 4.13 ilustra a construcao da diferenca de Minkowski entre dois subcodjuaiBos

0= (0,0) ASB
Tl T ach
. . . \\ .
' \
. S
e
A VeI el wa
B ‘7.¥ \.\Lij\\. F.J . \\ . L.j‘
R IERR R
- | |
. Ltj . . - T.J
L 1
A

Fig. 4.13 — Diferenga de Minkowski entre dois subconjuntos.

Proposicao 4.13propriedades da diferenca de Minkowski) — Para fod®, e C em® eu emE,

LHAEeB= () A-b (definicdo equivalente)
beB
2 AeB)oC=Ac(BDC)
B)AS {0 =A
4) AcB)+u=(A+uoB (translacao versus a diferenga de Minkowski)
(5)0EB = AGBCA. O
Prova — Propriedade (1). Para toAe B em%® e para tody € E,
yeEASB < VYbeB, (JacA y=a—-Db) (definicéo de©)
< VbeB, JacA a=y+Db) (propriedade dat)
< VbeB y+beA (equivaléncia l4gica)
< VYbeB yeA-b (definicao de translado)
<ye () A-b (definicdo de intersecao)
beB
Propriedade (2). Para todgB, eC em?,
(AeB)6C= (Y ([)A-b-c (Propriedade (1))
ceCbeB
= ﬂ ﬂ (A=Db)—c (propriedade do translado)

ceCbheB
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=N N A-b+0

ceCbheB

= (N A-(b+0

beBeceC

= () A-x
xeEB@C
=AS (BDCO).
Propriedade (3). Para todoem@,

Ac{ot= () A-b

b e {0}
=A-o0
= A

Propriedade (4). Para todoe B em® eu emE,

(AGB)+u=(()A-b)+u
beB

= () A=-b+u
beB

= [ A+((—Db)+u)
beB

= (N A+(u-b)
beB

= (YA+uy-b
beB

(N A+U-b
beB

= (A + U) OB,

Propriedade (5). Para todoe B em%® e para tody € E,
(yEASB eoEeB) = (HdacAy=a—0)
< (da€ A y=2a)
< yeEA
Isto é, para todd eB em%,
oeB=(VWyeE yeASB=yeEA
< ASBCA.

(propriedade do translado)

(associatividade da intersecéo)

(definicdo de soma de Minkowski)

(Propriedade (1))

(Propriedade (1))

(familia reduzida a um membro)
(propriedade do translado)

(Propriedade (1))

(propriedade do translado)

(propriedade do translado)

(comutatividade da adi¢éo)

(propriedade do translado)

(propriedade do translado)

(Propriedade (1))

(definicdo de©)
(propriedade dat)
(equivaléncia lGgica)

(definicao de incluséo)
O
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Exercicio 4.10(propriedades da diferenca de Minkowski) — Prove uma das propriedades abaixo. Par
todoA, A, A, B, B, eB, em?,

Q)AcB={yeE: (B+y CA} (definicdo equivalente)
(2) A,©B)U(A,©B) C (A UA) OB

38)AB(B,UB,) = (A©B)N(ASB,)

4) A;nA))©SB=(A;©B)N(A,©B) (distributividade deS)
(5) A©B)U(AS By CAS(B1NBy)

6)A,CA, < AJOBCA,OB

(7)B,C B, < AGB,CAOB,

B)ESOB=E
0 seB=0
©)0eB = [E c.C.. -

4.3 DilatacOes e erosodes invariantes por translacao

O conjunto da dilatagdes (resp. erosdes) invariantes por translagéo, como intersec¢éo do reticulado cc
pleto das dilatacdes (resp. erosdes) e o reticulado completo dos operadores invariantes por translacé
também um reticulado completo.

Para caracterizar os operadores elementares invariantes por translacéo € interessante definir a nc
de funcao invariante por translagéo.

Definicdo 4.9(funcéo invariante por translacéo) — Sejam grupo Abeliano. Uma funcdmode E em
P(E) éinvariante por translagé@.t.), se e somente se, as propriedades equivalentes abaixo sdo verifica-
das.

(1)) Vueye E, by + u) = b(y) +u
(2)3AB € P(E), Vy €EE, b(y) =B+ . O

Exercicio 4.11(funcédo invariante por translacdo) — Mostre a equivaléncia entre as Propriedades (1) e (Z
da Defini¢ao 4.9.
O

Usando a adicao de Minkowski, podemos agora caracterizar as dilatagdes invariantes por translac:

Proposicao 4.14propriedades das dilata¢des invariantes por translacéo) E 8sjagrupo Abeliano.
Sejad uma dilatacdo sobr@(E) e sejab sua funcéo estruturante, entdo as trés propriedades a@ixo s
equivalentes.

(1) b é invariante por translacéo
2)o(Y)=Y®B (YEPE) e B=05({0})

(3) 6 é invariante por translacao. O
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Prova — Vamos provar que (1) implica (2). Para tod& & e para todx € E,

x € oY) < xe | by (caracterizacdo das dilatagdes)
vey
=xc€ UJ B+Yy) (definicéo de funcao i.t. e Hipbtese (1))
vey
<> XEBOY. (definicao ded®)
Isto é, pela comutatividade dg, para todoY € 2,
oY) = Y®B.
Em consequéncia,
o({o}) ={o} ®B (Y ={o})
= B. (propriedade deb)
Vamos provar que (2) implica (3). Para tod& E e para toddr € P,
oY+u=(+uoé&B (Hipotese (2))
=(Y®&B)+u (propriedade deb)
=0(Y) + u (Hipotese (2))

Isto €,0 é invariante por translagéo.
Vamos provar que (3) implica (1). Para tod& E,

by + u) = 6({y + u}) (definicdo de funcéo estruturante ale
=0({y} +u) (Exercicio 4.4)
=o({y}) + u. (Hipétese (3))
= b(y) + u. (definicdo de funcéo estruturantedje
Isto €,b € invariante por translacao. O

A partir da Proposicéo 4.14, podemos caracterizar as dilatagdes invariantes por translacao.

Proposicao 4.15caracterizacéo das dilatacdes i.t.) — Q€ja conjunto das dilatacdes i.t.. O mapea-
mento deA’ em P(E),

6986,

ondeB(3 € 0 subconjunto dado por

B, = o({o})
€ uma bijecao. Seu inverso é
B+—dg,
ondedg € a dilatacéo i.t. dada por
ogY) =Y®B (YEP). O

Prova — Antes de tudo, temos que verificar gygé uma dilatacdo i.t.. Sep € P, sejab um mapea-
mento deE em? tal que

blyy =B+y (YEE)
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e sejad,, a dilatacéo pela fungéo estruturant®ara todor e B em,
oY) =YDB (Proposicao 4.14, ((1) implica (2)))
= 0g(Y).
Isto é, pela Proposi¢éo 3&g é uma dilatagéo e pela Proposicédo 4.14, ((2) implicadg3® i.t.

Vamos provar qué — B, € uma bijecao. Em primeiro lugar, para todo

0EAN eYeEP,
dg(Y) = YO B (definicdo dedg)
=Y®o({o}) (definicao deB)
= 4(Y), (Proposigéo 4.14, ((3) implica (2)))

em outros termos, para todoc A’, cSBé = 0. Isto prova que o mapeamerite- B, € injetor.

Em segundo lugar, para tooe ¢ ex € E,

X€ B, <« x€&dg{o}) (definicéo deB)
< xe{o} dB (definicio dedg)
< X € B. (propriedade deb)

em outros termos, para to&doe P, a, = B.lIsto provaque o mapeameidte> B, € sobrejetor e con-
seqlentemente é uma bijecao. O

A Proposicao 4.15 mostra que existe uma correspondéncia um por umy'enf®eOs subconjuntos
deE caracterizam sem ambiguidade as dilatagdes i.t.. A figura 4.14 ilustra este resultado. O subconjun
B, € chamado delemento estruturante da dilatacao .

P(E)

Fig. 4.14 — Bijecao entre as dilatagdes i.t. € 0s subconjuntos.

Para um dado subconjurioo subconjuntd g(Y) chama-—se deilatacéo de Y pelo elemento estrutu-
rante B
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Podemos caracterizar de uma maneira analoga as erosoes, anti—dilatacfes e anti—erosdes por element
estruturantes. Nestes casos, para um dado subcoijunsosubconjuntosg(X), 0%5(X) e e%z(X) cha-

mam-se, respectivamente, @&tesaq anti—dilatacaoe anti—erosédo de X pelo elemento estruturante B
séo dados por,

ea(X) = XOB
0%(X) = (X ® BY°
€%(X) = (X© B)~

A Figura 4.15 mostra um exemplo de dilatacdo de um subconjuto por um elemento estruturante. A
Figura 4.16 mostra dois modos de construir o dilatado de um subconjunto. Em (a), usamos a definicao
equivalente de soma de Minkowski, dada na Proposicao 4.12 (Propriedade (1)). Neste modo, o dilatado
€ obtido “pintando” com o quadradinho, cujo centro permanece dentro do conjunto a ser dilatado. Em (b),
usamos a definicdo equivalente de soma de Minkowski dada no Exercicio 4.9 (Propriedade(1)). Neste
modo, o dilatado € o conjunto de todos os centros dos quadradintiosajue conjunto a ser dilatado.

ro 1
L
R .
e o
‘LJ |
oo ¢ o || <
s |
S -«
.. S O I S
‘ L L ]
L ..
| |
|
Y o) = YO B
|

Fig. 4.15 — Dilatagdo de um subconjunto por um elemento estruturante.

A Figura4.17 mostra um exemplo de erosao de um subconjuto por um elemento estruturante. A Figura
4.18 mostra o0 modo de construir o erodido de um subconjunto. Usamos a definicdo equivalente de difer-
enca de Minkowski, dada no Exercicio 4.10 (Propriedade(1)), onde o erodido € o conjunto de todos 0s
centros dos quadradinhos estdo contidoso conjunto a ser erodido.

Vamos, agora, introduzir uma representacao matricial para os elementos estrutura@esn Saja
conjunto do retangul®et(n,, n,). Usando a bijecad — 1z do Capitulo 2 e escrevendg na forma
matricial

(160 — 1.j = 1)]

Ny Xn,



4.3 DILATACOES E EROSOES INVARIANTES POR TRANSLACAO 75

(@) (b)

ro
L
T al
L -
Lo }
}fa |
SR R
. . I | Ul
L LifiiJ
ol .. T
Ll }
| |
\
X edX) = XOB
\ €g \
111
B=]111
111

Fig. 4.17 — Eroséo de um subconjunto por um elemento estruturante.

ondelg(i — 1,j — 1) representa o elementoif@™alinha g €siMacoluna da matriz de dimensép x n,,
temos uma representacdo para o conjBnt®or abuso de linguagem, escrevemos etda forma de
uma matriz de zeros e uns

8= o], ..

SejaE um grupo Abeliano sobre um espagco afim ligad®e#{n,, n,). Como pode ser observado na
expressao da soma d&m

0 —
atb=a + ob
E Ret(n,, n,)
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Fig. 4.18 — Modo de construir o erodido.

para computar esta soma, basta conhecer a posicao relativa de apenas um dos dois pantes (aqui
relacdo a origern. Em Morfologia Matematica, na hora de calcular a dilatagédo i.t. de um subcofjunto
por um elemento estruturarBdi.e.X @ B) € habitual definir a posicao relativa do elemento estruturante
B (e ndoX) em relagdo a origem.

Neste caso, devemos acrescentar a representaB&adaigicacio do pontode Ret(n,, n,) escolhido
como origem (isto é, como elemento neutro do grupo). EscrevemosBemidorma de um par

B = (b .0
Por exemplo, os subconjuntBs e B, mostrados na Figura 4.9 poderdo ser escritos entao
00000 00000
00100 00100
B;=(01110/,(2,2) e B,=(01110},(0,0)).
00100 00100
00000 00000
Para simplificar a notacdo, adotamos a convencéo de realcar o elemento posicionado na origem,
00000 00000
00100 00100
B,=(01110[ e B,=|01110]|
00100 00100
00000 00000

Como os elementos estruturantes sdo geralmente subconjuntos com poucos pontos e que estes est:
agrupados, para simplificar ainda mais a notacao, representamos estes na forma da menor submatriz qu
contém todos os 1s e o elemento posicionado na origem. Desta forma, os subdBppiBiasostrados
na Figura 4.9 poderédo ser escritos

010
B;=|111] e B, =
010

(o) ol

0
1
1
1

eoleoloNe]
(o) ol

Nesta ultima forma de representar um subconjunto, é entendido que os elementos néo representado:
valem 0.
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Sejam; X m, adimensé&o da menor submatriz usado na representds;dnd®B é dito delimensé&o
my X m,.

As dilatacdes e erosdes por um elemento estruturante tém todas as propriedades das dilatagde
erosdes ja vistas no capitulo anterior e mais aquelas que decorrem das propriedades da soma e difere
de Minkowski.

Proposicao 4.1qpropriedades da dilatacdo por um elemento estruturante) B 8ejasubconjunto de
um grupo Abeliand. Sejadg a dilatagéo pelo elemento estruturaBitésto €,

op(V) = Y®B (YE D),
entdo valem as seguintes propriedades. ParaBioBlpe B, em®,

W ogM) = U (Y+b) (YED)
bE B

(2) 05(Y) = {XEE: B'+xnY =0 (YEP

(3) Og(supY) = supg(Y) (Y C P) (dilatacao)
(4) 105 = dgtu (UE E) (invarianca por translacao)
(5) 098, = g a8, (separabilidade)
(6) 0yq = ¢ (identidade)
(7Y)oeB =1 =05 (extensividade)
(8) dg, V 05, = OB, (sup—fechamento)
9B,CB, = 531 < 632 (isotonia dupla)
(10) 6g(0) = 0. (invariante)
O

Prova — As Propriedades (1) e (2) decorrem das definicdes equivalentes de adicdo de Minkowski.
As Propriedades (3) e (4) decorrem da Proposicao 4.15.
As Propriedades (5), (6) e (7) decorrem da Proposicéo 4.12.
As Propriedades (8), (9) e (10) decorrem do Exercicio 4.9. O

Pela comutatividade da adicdo de Minkowski e pelaa Propriedade (5), observamos que as dilatagc
i.t. sdocomutativago que nao ocorre em geral com as dilatagdes nao i.t.).

As Propriedades (5) e (8) sdo muito importantes na pratica para programar dilatacées por grandes €
mentos estruturantes a partir de dilatagdes com elementos estruturantes menores ou para melhorar o te
de processamento (ver também Secdo 8.2). Por exemplo, observando a seguinte decomposi¢cao
losangulo 5x 5 por dois losangulos 8 3

010 010
=(111 111
010

010
constatamos que o losangulo<s tem 13 pontos enquanto os dois losangulas33somam juntos 10
pontos. Em termos de eficiéncia computacional € entdo preferivel programar duas dilatacdes pe

D

oOor oo
ORrRrRRO
RPRRRE R
ORrRrRRO
oOor oo
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loséngulo 3x 3 do que uma s6 dilatacdo pelo losangub 5. Podemos até melhorar este resultado,
observando a seguinte decomposicéo

00100
01110 010 010
11111(=|111|&|101
01110 010 010
00100

constatamos que os dois elementos estruturante8 8omam juntos 9 pontos. A Figura 4.19 mostra o
diagrama de blocos equivalente a uma dilatacéo pelo losangul. 5

o O
PP
o O
| E—|
o O
R OoPR
o O
| E—|

dil  f— dil ‘

coor oo
ORr R RO
PRRRP e —
ORr R RO
coor oo

Fig. 4.19 — Diagrama de blocos de uma dilatagao pelo losangulo 5 por 5.

Exercicio 4.12(programacéo de uma dilatacdo por decomposicéo de elemento estruturante) — Seguindo
a Propriedade (5), encontre o diagrama de blocos de uma dilatacdo pelo elemento esBudacinte
abaixo, usando apenas dilata¢des por elementos estruturaned@n seus centros posicionados na ori-

gem.

vy}

Il
e
e
e
e

Procure uma solugdo computacionalmente eficiente. O

Exercicio 4.13(programacéo de uma dilatacdo por decomposicéo de elemento estruturante) — Seguindo
as Propriedades (5) e (8), encontre o diagrama de blocos de uma dilatacao pelo elemento eBtruturante
dado abaixo, usando apenas dilatagdes por elementos estruturar@esoB seus centros posicionados

na origem.



4.4 DILATACOES E EROSOES CONDICIONALMENTE INVARIANTES POR TRANSLAGAO
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Procure uma solugdo computacionalmente eficiente. O

Proposicao 4.17propriedades da erosao por um elemento estruturante) B @®jgubconjunto de um
grupo AbeliancE. Sejaeg a eroséo pelo elemento estruturdtesto é,

eg(X) = X6 B (X&EP),
entdo valem as seguintes propriedades. ParaBioBlpe B, em®,

Meg) = ) X—b (XEP)
beB

2 egX)={yeEE: B+y CX} (XEP)

(3) eg(infX) = infeg(P) (B C P) (eroséao)
(4) Tyeg = egtuy (UE E) (invarianga por translacéo)
(5) eg€B, = €5 a8B, (separabilidade)
(6) €;qp = ¢ (identidade)
(7Y)oEB = eg =1 (anti—extensividade)
(8) €g, N €, = €g g, (inf-fechamento)
(9)B; C B, = €, < €, (antitonia)
(10) eg(E) = E. (invariante)
O

Exercicio 4.14(propriedades da erosao por um elemento estruturante) — Prove a Proposicada4.17.

Pela comutatividade da adicdo de Minkowski e a Propriedade (5) observamos que as erosoes i.t. ¢
comutativago quenao ocorre em geral com as erosdes nao i.t.).

4.4 DilatacOes e erosfes condicionalmente invariantes por
translacao

Em certas aplicacdes, os operadores elementares invariantes por translacédo podem apresentar efeitc
bordas indesejaveis, porque num porde “borda” dé= 0 elemento estruturante translad&dé xgeral-

mente cobre simultaneamente as imedia¢des da “borda” considerada e da “borda oposta”. Na pratica, u:
se, entdo, operadores elementares que tém um comportamento similar aos operadores i.t. no “centro’
E e que nunca tem o efeito de “juntar” as “bordas opostas”.

SejazZ? o conjunto de pares ordenados de inteiros eEseja retangulo d&?2. Vamos considerar as
translacdes pelos vetores do grupo Abeliar ¢ ).
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Definicdo 4.10(funcéo condicionalmente invariante por translacéo) — Uma flodgieemP(E) écon-
dicionalmente invariante por translacdo.i.t.) se e somente se

AB € 9(Z%), VW EE, b(y) = (B + y)nE. O

A partir da definigéo de fungéo c.i.t. definimos as dilatages e as erosdes condicionalmente invariantes
por translagao.

Definicao 4.11(dilatacéo e erosao condicionalmente invariantes por translacao) dildtagao(resp.
erosaq condicionalmente invariante por translacémi.t.)é uma dilatacéd,, (resp. erosée) por uma
funcao estruturante condicionalmente invariantes por translagéo. O

A dilatagéody, (resp. eroséey,) da definicdo acima € a dilatagéo (resp. eroséo) definida no enunciado
da Proposicao 3.5 (resp. 5.6).

Cada funcéo c.i.t. pode ser caracterizado por um subcoruhedE @ E' [BanBar94]. Para todo
B € P(E @ EY, denotamos pdbg a funco c.i.t. definida por

bg(y) = B+ y)NE (y € BE).

Denotamos entéo podr; (resp.eg) a dilatagdo (resp. erosao) c.i.t. pgre chamamoB deelemento
estruturante da dilatacaresp.erosag c.i.t..

As Figuras 4.20 e 4.21 mostram a diferenca de comportamento nas “bordas” de uma dilatacéo i.t. e
de uma dilatacéo c.i.t. construidas a partir do mesmo elemento estruturante (o loséngjlo 3

PP

| —
o O
o O

| E—|

dil

Fig. 4.20 — Dilatag&o invariante por translacao.
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PP

dil

Fig. 4.21 — Dilatagéo condicionalmente invariante por translagéo.



